
Θεματική Ενότητα 1.1 Πραγματικοί Αριθμοί

Αν α,β∈ℝ με α+β≠0, να αποδείξετε ότι
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Παράδειγμα 2

Αν |x–y|<ε και |y–z|<ε, όπου ε>0, να δείξετε ότι |x–z|<2ε.

Λύση

Έχουμε
|x–z|=|x–y+y–z|		  (Αφαιρούμε και προσθέτουμε το 𝑦)
|x–z|≤|x–y|+|y–z|		  (|α+β|≤|α|+|β|)
⇔|x–z|<ε+ε		  (|x–y|<ε και |y–z|<ε)
⇔|x–z|<2ε

Παράδειγμα 3

Για κάθε x,y∈ℝ να αποδείξετε ότι |x|–|y|≤|x+y|.

Λύση

Αν |x|<|y|, η ανισότητα είναι προφανής.
(Κάθε αρνητικός αριθμός είναι μικρότερος από κάθε θετικό αριθμό.) 

Παράδειγμα 4

Αν |α–β|=|α|+|β| και |αβ|≠0, να αποδείξετε ότι οι αριθμοί α και β είναι ετερόσημοι.

Λύση

Έχουμε
|α–β|=|α|+|β|	⇔|α–β|2=(|α|+|β|)2� (Υψώνουμε στο τετράγωνο)
	 ⇔α2–2αβ+β2=|α|2+2|α||β|+|β|2� (Εκτελούμε τις πράξεις)
	 ⇔α2–2αβ+β2=α2+2|αβ|+β2� (Εφαρμόζουμε ιδιότητες)
	 ⇔|αβ|=–αβ� (Εκτελούμε τις πράξεις)
	 ⇔αβ≤0	 (Συνέπεια του ορισμού της απόλυτης τιμής)

Όμως, λόγω της αρχικής υπόθεσης, έχουμε αβ≠0, οπότε αβ<0 και έτσι οι μη μηδενικοί αριθμοί α και β είναι 
ετερόσημοι.

Παράδειγμα 1
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Θεματική Ενότητα 1.1 Πραγματικοί Αριθμοί

Αν xy≠0 να αποδείξετε ότι 
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Λύση

Έχουμε
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	 ⇔|x|2+|y|2≥2|x||y|
	 ⇔|x|2+|y|2–2|x||y|≥0
	 ⇔(|x|–|y|)2 ≥0
αληθής, άρα και η αρχική είναι αληθής. (Προσπαθήστε να δικαιολογήσετε όλα τα 
παραπάνω βήματα.)

Παράδειγμα 5

Αν |x|>|y|, τότε |x|–|y|>0, οπότε μπορούμε να υψώσουμε τη δοθείσα ανισότητα στο τετράγωνο και επο-
μένως παίρνουμε διαδοχικά.
|x|–|y|≤|x+y|	⇔(|x|–|y|)2≤|x+y|2	 (Υψώνουμε στο τετράγωνο)
	 ⇔|x|2–2|x||y|+|y|2≤x2+2xy+y2	 (Εκτελούμε τις πράξεις)
	 ⇔x2–2|xy|+y2≤x2+2xy+y2	 (Εκτελούμε τις πράξεις)
	 ⇔–2|xy|≤+2xy	 (Διαιρούμε κατά μέλη με το –2)
	 ⇔|xy|≥–xy, αληθής	 (Εφαρμόζουμε ιδιότητα)
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