
Θεματική Ενότητα 2.2 Αλγεβρικές Παραστάσεις

Στο διπλανό σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση 
μίας συνάρτησης f. Να βρείτε

	 (i) 	 το πεδίο ορισμού Α και το σύνολο τιμών f(A) της f.

	 (ii) 	 τα σημεία στα οποία η Cf τέμνει τους άξονες.

	 (iii) 	 τα διαστήματα όπου η Cf βρίσκεται πάνω από τον άξονα x’x.

Λύση 

	 (i)  �Από τη γραφική παράσταση της f προκύπτει ότι Α=[–2,5) και f(Α)=[–2,2). 

	 (ii)  �Η Cf  τέμνει τον άξονα x’x στα σημεία με τετμημένες 0 και 4, οπότε οι συντε-
ταγμένες τους είναι (0,0) και (4,0). Το (0,0) είναι και το σημείο τομής της Cf 
με τον άξονα y’y.

	 (iii) �Έχουμε f(x)>0⇔–2≤x<0 ή 4<x<5. Επομένως, η Cf βρίσκεται πάνω από 
τον άξονα x’x για κάθε x∈[–2,0)∪(4,5).

Παράδειγμα 2.4.4.5

Στο διπλανό σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση μίας 
συνάρτησης f (η γραφική με κόκκινο χρώμα) και η γρα-

φική παράσταση μία άλλης συνάρτησης (της οποίας δεν έχουμε δώσει όνο-
μα) (η γραφική με πράσινο χρώμα). Όπως φαίνεται και στο σχήμα τα σημεία 
M(x,f(x)) και M' της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f και της «ανώνυ-
μης» συνάρτησης είναι συμμετρικά ως προς τον άξονα x’x.

	 (i) �	� Να εκφράσετε τις τιμές της «ανώνυμης» συνάρτησης, ως συναρ-
τήσει των τιμών της f. 

	 (ii) �	� Ποιος συμβολισμός είναι καταλληλότερος για αυτή τη συνάρτηση και 
ποιος θα είναι τότε ο τύπος της; 

	 (iii) �	� Αν θεωρήσουμε ότι τα οδοντωτά τμήματα των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων 
αποτελούν τη γραφική παράσταση μίας άλλης συνάρτησης ποια είναι αυτή η συνάρτηση;

Λύση
	 (i) �	� Επειδή τα σημεία M(x,f(x)) και M' είναι συμμετρικά ως προς τον άξονα x’x έχουν ίδιες τετμημένες 

και αντίθετες τεταγμένες. Επομένως, το τυχόν σημείο M' έχει τετμημένη x και τεταγμένη –f(x) 
και επειδή το σημείο M' είναι τυχόν, αυτό συμβαίνει για όλα τα σημεία της συνάρτησης. Άρα, η 
γραφική παράσταση της «ανώνυμης» θα αποτελείται από τα σημεία της μορφής M'(x,–f(x)). 

	 (ii) �	� Ο τρόπος που δίνεται η τιμή της συνάρτησης σε κάθε σημείο x μας επιβάλλει να την συμβολί-
σουμε με –f με τύπο (–f)(x)=–f(x).

	 (iii) �	� Παρατηρούμε ότι η καμπύλη που αποτελείται από τα οδοντωτά τμήματα των Cf και C–f αποτελούν γρα-
φική παράσταση συνάρτησης. (Κάθε κατακόρυφη ευθεία που την τέμνει, την τέμνει σε ένα σημείο.) 

Παρατηρούμε ακόμα ότι το οδοντωτό τμήμα της C–f είναι συμμετρικό ως προς τον άξονα x’x του μη οδο-
ντωτού τμήματος της Cf . Επειδή, κάθε σημείο του μη οδοντωτού τμήματος της Cf έχει αρνητική τεταγμένη, 
είναι δηλαδή, f(x)<0 το συμμετρικό του που είναι τμήμα της C–f είναι θετικό, δηλαδή, –f(x)>0. Άρα, η συ-
νάρτηση, με γραφική παράσταση την οδοντωτή καμπύλη έχει τύπο ίδιο με την f, αν f(x)>0 και ίδιο με την 
–f, αν f(x)<0, οπότε η τιμή της σε κάθε x είναι ίση με |f(x)| (βλ. Ορισμός της απόλυτης τιμής). Τη συνάρτηση 
αυτή τη συμβολίζουμε με |f| και τη λέμε συνάρτηση απόλυτη τιμή. 

Παράδειγμα 2.4.4.6

Επισήμανση: Η γραφική 
παράσταση μίας συνάρ-
τησης αν τέμνει τον άξονα 
y’y, τον τέμνει σε ένα μόνο 
σημείο το (0,f(0)) και αυτό 
συμβαίνει όταν το 0 ανή-
κει στο πεδίο ορισμού της. 
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Θεματική Ενότητα 2.2 Αλγεβρικές Παραστάσεις

�Στο διπλανό σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση δύο 
συναρτήσεων f και g (με κόκκινο και μπλε χρώμα αντί-
στοιχα). Να λύσετε γραφικά

	 (i) 	 την εξίσωση f(x)=g(x). 
	 (ii) 	 την ανίσωση f(x)≤g(x) 
	 (iii) 	 την εξίσωση f(x)=|g(x)|.

Λύση
	 (i) 	� Οι λύσεις της εξίσωσης f(x)=g(x) είναι οι τετμημένες των σημείων τομής των γραφικών παραστά-

σεων των συναρτήσεων f και g. Από το σχήμα προκύπτει ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρ-
τήσεων f και g τέμνονται στα σημεία με τετμημένες τους αριθμούς –2, 0 και 1 οι οποίοι είναι και οι 
λύσεις της εξίσωσης.

	 (ii) 	� Οι λύσεις της ανίσωσης f(x)≤g(x) είναι τα διαστήματα του άξονα x’x στα οποία η γραφική παρά-
σταση της f τέμνει τη γραφική παράσταση της g ή βρίσκεται κάτω (χαμηλότερα) από αυτή. Από 
το σχήμα προκύπτει ότι αυτό συμβαίνει για κάθε x∈(–∞,–2]∪[0,1].

	(iii) 	� Επειδή, για κάθε x≥0 η Cg βρίσκεται πάνω από τον οριζόντιο άξονα έχουμε g(x)≥0, οπότε |g(x)|=g(x). 
Επομένως, για x≥0, η δοθείσα εξίσωση είναι ισοδύναμη με την f(x)=g(x) της οποίας σε αυτή την πε-
ρίπτωση οι λύσεις είναι το 0 και το 1.

Για x<0 η Cg βρίσκεται κάτω από τον άξονα x’x, οπότε είναι g(x)<0 και επομένως, |g(x)|=–g(x)>0. 
Επομένως, για x<0, η δοθείσα εξίσωση είναι ισοδύναμη με την f(x)=–g(x). Η γραφική παράσταση 
όμως της –g είναι συμμετρική της γραφικής παράστασης της g ως προς τον άξονα x’x (βλ. Παρά-
δειγμα 2.4.4.6) και επειδή το συμμετρικό του σημείου (–1,–1) είναι το (–1,1) το οποίο είναι το μο-
ναδικό κοινό σημείο των C–g και Cf (επιβεβαιώστε το γραφικά) η μοναδική λύση της εξίσωσης, για 
x<0, είναι η –1. 

Παράδειγμα 2.4.4.7
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