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ΤΑΥΤΟΤΗΤΑ ΤΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ

Τα μαθηματικά της Γ' Γυμνασίου ολοκληρώνουν την εισαγωγή στις βασικές μαθηματικές έννοιες και λει-
τουργούν ως γέφυρα προς πιο σύνθετες ιδέες, που συναντώνται στο Λύκειο. Το βιβλίο επικεντρώνεται 
στην κατανόηση των αριθμών, των αλγεβρικών παραστάσεων, των γεωμετρικών σχέσεων και των στο-
χαστικών μαθηματικών. Η δομή του βασίζεται σε συνδυασμό θεωρίας και πρακτικών εφαρμογών, βο-
ηθώντας την αντίληψη της σύνδεσης των μαθηματικών με την πραγματική ζωή και τις άλλες επιστήμες.
Το βιβλίο αυτό έχει σχεδιαστεί για να σε βοηθήσει να εμβαθύνεις στις βασικές έννοιες μέσα από τρία Θε-
ματικά Πεδία: της Άλγεβρας, της Γεωμετρίας και των Στοχαστικών Μαθηματικών.

Θεματικά Πεδία
Αριθμός και Άλγεβρα
•	 Πραγματικοί Αριθμοί, διερεύνηση των Άρρητων Αριθμών και της δομής του συνόλου των Πραγματι-
κών Αριθμών. 
•	 Αλγεβρικές Παραστάσεις και Ταυτότητες, εισαγωγή σε πολυώνυμα, μονώνυμα και χρήση ταυτοτήτων 
για παραγοντοποίηση και απλοποίηση.
•	 Συναρτήσεις και Γραφικές Αναπαραστάσεις, μελέτη συναρτήσεων, γραφικών παραστάσεων και εφαρ-
μογές σε προβλήματα καθημερινής ζωής.
•	 Συστήματα Εξισώσεων, ανάλυση και επίλυση συστημάτων γραμμικών εξισώσεων τόσο αλγεβρικά 
όσο και γραφικά.
Γεωμετρία και Μέτρηση
•	 Κριτήρια Ισότητας και Ομοιότητα Σχημάτων, διερεύνηση ισότητας τριγώνων και γεωμετρικών μετα-
σχηματισμών όπως η Ομοιοθεσία.
•	 Τριγωνομετρία, εισαγωγή στους Τριγωνομετρικούς Αριθμούς.
Στοχαστικά Μαθηματικά
•	 Στατιστική και Πιθανότητες, κατανόηση της Δειγματοληψίας, της Μεταβλητότητας και εφαρμογές του 
Νόμου των Μεγάλων Αριθμών. 
Κατά τη συγγραφή του βιβλίου ακολουθήθηκαν οι οδηγίες και οι προδιαγραφές των νέων προγραμμάτων 
σπουδών, όπως αυτές τέθηκαν από το Ινστιτούτο Εκπαιδευτικής Πολιτικής.Το βιβλίο αυτό είναι οργανω-
μένο γύρω από κεντρικές ιδέες, τις λεγόμενες «Μεγάλες Ιδέες» των Μαθηματικών, οι οποίες συνδέουν 
διαφορετικές μαθηματικές έννοιες σε ένα ενιαίο σύνολο. Αυτές οι ιδέες σε βοηθούν να κατανοήσεις βαθύ-
τερα τη σημασία και τη χρήση των μαθηματικών στη ζωή και στην καθημερινότητά σου.
Για παράδειγμα η σταδιακή μετάβαση από τους φυσικούς και τους ρητούς στους άρρητους και, τελικά, 
τους πραγματικούς αριθμούς προσφέρει μια διευρυμένη οπτική για τη δομή του αριθμητικού συστήμα-
τος. Μέσα από τις αλγεβρικές παραστάσεις, τις εξισώσεις και τις συναρτήσεις, η άλγεβρα αναδεικνύεται 
ως το μέσο για τη μοντελοποίηση και την επίλυση πραγματικών προβλημάτων. Στη γεωμετρία, οι απο-
δείξεις και οι μετασχηματισμοί ενισχύουν τη μαθηματική σκέψη. Η ομοιοθεσία και η ομοιότητα συνδέουν 
σχήματα διαφορετικών διαστάσεων, ενώ η τριγωνομετρία μελετά τις σχέσεις μεταξύ των πλευρών και 
των γωνιών ενός ορθογωνίου τριγώνου. Στα στοχαστικά μαθηματικά, μαθαίνουμε να ερμηνεύουμε και να 
προβλέπουμε την εξέλιξη ενός φαινομένου. Οι έννοιες της πιθανότητας και της στατιστικής ανοίγουν τον 
δρόμο για την κατανόηση σύνθετων φαινομένων στον πραγματικό κόσμο.

Κάθε Θεματική Ενότητα αποτελείται από Διδακτικές Ενότητες με την ακόλουθη δομή:
Στόχοι Ενότητας: τα κύρια Προσδοκώμενα Μαθησιακά Αποτελέσματα παρουσιάζονται στην αρχή κάθε 
ενότητας, δίνοντας μια σαφή εικόνα για τις διδακτικές στοχεύσεις της ενότητας.
Έργα Εξερεύνησης: μικρές δραστηριότητες που υποστηρίζουν την ενεργή εμπλοκή των μαθητών και



μαθητριών και στοχεύουν στην ανάδειξη των στοιχείων των ΠΜΑ που βρίσκονται υπό επεξεργασία.
Θεωρία: επεξήγηση των μαθηματικών εννοιών που συνδέονται με τα έργα εξερεύνησης της ενότητας.
Εφαρμογές: δραστηριότητες που βοηθούν στην αξιοποίηση της  γνώσης σε διαφορετικά περιβάλλοντα, 
στη σύνδεση των Μαθηματικών με άλλες επιστήμες και στην έκφραση εννοιών μέσα από ποικίλα συστή-
ματα αναπαράστασης.
Διαδραστικό Υλικό: πρόσβαση σε Ψηφιακά Μαθησιακά Αντικείμενα μέσω QR codes, με πρόσθετο υλι-
κό, όπως ενδεικτικές λύσεις των έργων εξερεύνησης, διαδραστικές ασκήσεις και προσομοιώσεις.
Ασκήσεις και προβλήματα: ποικιλία έργων διαβαθμισμένης δυσκολίας, που οικοδομούν προοδευτικά 
τη μαθηματική γνώση και αξιοποιούνται για την αξιολόγηση του βαθμού επίτευξης των ΠΜΑ και τον ανα-
στοχασμό των μαθητών/-τριών.
Στο τέλος κάθε Θεματικής Ενότητας, θα βρεις:
Ανακεφαλαίωση και Αυτοαξιολόγηση: ενότητες που βοηθούν στην αποτίμηση της προόδου και τον 
εντοπισμό ασυνεχειών στην κατάκτηση των στοιχείων του ΠΜΑ.
Θέματα από την Ιστορία των Μαθηματικών: ιστορικές αναφορές, που έχουν ως στόχο να προκαλέ-
σουν το ενδιαφέρον των μαθητών/-τριών για τα Μαθηματικά και να τα αναδείξουν ως πανανθρώπινη 
δραστηριότητα.

Με το βιβλίο αυτό, θα έχεις την ευκαιρία να εμβαθύνεις στις μαθηματικές έννοιες, να αναπτύξεις την 
κριτική σου σκέψη και να δεις τα μαθηματικά όχι μόνο ως ένα σύνολο αριθμών και τύπων, αλλά ως ένα 
μέσο κατανόησης και επίλυσης προβλημάτων. Παράλληλα, με τη διαθεματική προσέγγιση, θα ανακα-
λύψεις πώς τα μαθηματικά συνδέονται με άλλα πεδία γνώσης, όπως η φυσική, η τεχνολογία, η οικονο-
μία, οι κοινωνικές επιστήμες ακόμα και οι τέχνες! Έτσι, θα κατανοήσεις βαθύτερα τη σχέση τους με τον 
πραγματικό κόσμο και θα αποκτήσεις εργαλεία που θα αξιοποιήσεις σε ποικίλες προκλήσεις και καθη-
μερινές καταστάσεις.

Επεξήγηση εικονιδίων

Προσδοκώμενα Μα-
θησιακά Αποτελέ-

σματα.

Έργα αφόρμησης 
για ομαδική συζήτη-

ση στην τάξη.

Υπενθύμιση προϋ-
πάρχουσας γνώσης.

Δυνατότητα αξιοποί-
ησης χειραπτικών 

υλικών.

Δυνατότητα αξιοποί-
ησης υπολογιστή 

τσέπης.

Πρόταση διδακτικής διαχείρισης Θεματικών Πεδίων/Ενοτήτων και Διδακτικών Ενοτήτων.

Η σειρά διδασκαλίας των διδακτικών ενοτήτων, προτείνεται να είναι αυτή με την οποία παρουσιάζονται. 
Την ίδια στιγμή, προτείνεται η παράλληλη διδασκαλία των Θεματικών Πεδίων της Άλγεβρας και της Γεω-
μετρίας, με ισόποση κατανομή χρόνου. Με τον τρόπο αυτόν διασφαλίζεται η οριζόντια διασύνδεση των 
εννοιών των πρώτων δύο Πεδίων του βιβλίου. 

Η διδασκαλία του Γ' Θεματικού Πεδίου (Στοχαστικά Μαθηματικά) μπορεί να πραγματοποιηθεί ενιαία και 
ανεξάρτητα, μετά την ολοκλήρωση της διδασκαλίας του Α' και Β' Θεματικού Πεδίου (Άλγεβρα και Γεω-
μετρία).

Η συγγραφική ομάδα
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  �Διερευνώ και διακρίνω τις μορφές των κλα-
σματικών και δεκαδικών αναπαραστάσεων 
των ρητών αριθμών και κάνω μετατροπές 
από τη μία μορφή στην άλλη.

  �Αναγνωρίζω την ανάγκη εισαγωγής των άρ-
ρητων αριθμών.

  �Ορίζω τους άρρητους αριθμούς.

  �Αναγνωρίζω τους άρρητους ως αριθμούς οι 
οποίοι έχουν άπειρο πλήθος δεκαδικών ψη-
φίων μη περιοδικών.

  �Αναγνωρίζω το σύνολο των πραγματικών 
αριθμών. 

  �Διερευνώ τις σχέσεις των συνόλων των φυ-
σικών, των ακεραίων, των ρητών, των άρρη-
των και των πραγματικών.

  �Επεκτείνω τις πράξεις και τις δυνάμεις των 
ρητών και τις ιδιότητές τους στους πραγμα-
τικούς.

  �Διερευνώ και αποδεικνύω τις ιδιότητες του 
γινομένου και του πηλίκου τετραγωνικών ρι-
ζών.

  �Χρησιμοποιώ τις τετραγωνικές ρίζες και τις 
ιδιότητές τους στην απλοποίηση παραστάσε-
ων και την επίλυση προβλημάτων.

  �Συγκρίνω και διατάσσω πραγματικούς αριθ-
μούς χρησιμοποιώντας την ευθεία των πραγ-
ματικών αριθμών.

  �Χρησιμοποιώ τους πραγματικούς αριθμούς 
στην επίλυση προβλημάτων.

1.1: �Κλασματική και δεκαδική αναπαράστα-
ση ρητών

1.2: �Άρρητοι αριθμοί – Πραγματικοί αριθμοί 
– Σύγκριση και διάταξη πραγματικών

1.3: �Πράξεις πραγματικών και ιδιότητες – Ιδι-
ότητες δυνάμεων

1.4: �Ιδιότητες τετραγωνικών ριζών (ρίζα γι-
νομένου και πηλίκου)

+ Ανακεφαλαίωση / Αυτοαξιολόγηση

ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟΙ
ΑΡΙΘΜΟΙ Α.1

Στην ενότητα αυτή θα εξετάσουμε τους πραγματικούς αριθμούς, αναγνωρίζοντας τους ρη-
τούς και άρρητους αριθμούς και πώς αυτοί συνδέονται με την καθημερινή ζωή. Θα μάθου-
με να εκτελούμε πράξεις με πραγματικούς αριθμούς και να αξιοποιούμε τις ιδιότητές τους, 
για την επίλυση προβλημάτων. 
Πώς οι άρρητοι αριθμοί, όπως η √ 

_
 2 ​  ή το π, εμφανίζονται στη φύση και την τεχνολογία; 

Είσαι έτοιμος/η να διερευνήσεις το σύνολο των πραγματικών αριθμών και να δεις πώς οι 
πραγματικοί αριθμοί διευρύνουν τα μαθηματικά εργαλεία;
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Οι αρχαίοι Αιγύπτιοι χρησιμοποιούσαν τα κλάσματα με αριθ-
μητή μονάδα, γράφοντας τους αριθμούς ως άθροισμα τέτοιων 

κλασμάτων. Έτσι, για παράδειγμα, αντί για  ​​ 7 _ 12 ​​  έγραφαν το 
άθροισμα:  ​​ 1 _ 3 ​ + ​ 1 _ 4 ​​. 

Αξιοποιώντας την παραπάνω πληροφορία, ή οποιονδήποτε 
άλλο τρόπο, διερεύνησε αν μπορούν τρεις φυσικοί αριθμοί 

x, y, z με  ​​ 1 _ x ​ + ​ 1 _ y ​ + ​ 1 _ z ​  =  1​  να ξεπερνούν το 3.

Βρες πληροφορίες σχετικά με τη χρήση των αιγυπτιακών κλα-
σμάτων. Γιατί οι Αιγύπτιοι τα χρησιμοποιούσαν; Ποια ήταν η 
θέση των Μαθηματικών στην καθημερινή ζωή τους; Ποια η 
σύνδεση των Μαθηματικών με πρακτικά προβλήματα; 

 

Ρητοί αριθμοί 
Θυμόμαστε – Μαθαίνουμε:

Ρητοί λέγονται οι αριθμοί που έχουν, ή μπορούν να πάρουν, τη μορφή ενός κλάσματος   
​​ 
μ

 _ ν ​​, όπου μ, ν ακέραιοι αριθμοί με ​ν  ≠  0​.

. Παράδειγμα: 	 Οι αριθμοί: ​​ − 2 _ 5 ​​ ,  0,001,  35  είναι ρητοί αριθμοί.

Πράγματι:
•	 Ο αριθμός ​​ − 2 _ 5 ​​  έχει ήδη τη μορφή κλάσματος με ακέραιους όρους, άρα είναι ρητός.

•	 Ο αριθμός 0,001 γράφεται ​​  1 _ 1 . 000 ​​, οπότε είναι ρητός. 

•	 Ο αριθμός 35 μπορεί να πάρει τη μορφή κλάσματος με παρονομαστή το 1, δηλαδή ​35  = ​  35 _ 1 ​​, οπό-
τε είναι ρητός.

Γενικά: 
Όλοι οι ακέραιοι αριθμοί (​. .  .   − 3,   − 2,   − 1,  0,  1,  2,  3,   .  . .​) μπορούν να πάρουν τη μορφή κλάσματος με 
παρονομαστή το 1, επομένως όλοι οι ακέραιοι αριθμοί είναι ρητοί αριθμοί.

Περιοδικοί δεκαδικοί αριθμοί 
Δραστηριότητα: Να γράψετε το κλάσμα ​​ 8 _ 33 ​​ ως δεκαδικό αριθμό, αφού πρώτα εκτελέσετε την αντίστοιχη 
διαίρεση.

Λύση: 
Κάθε κλάσμα παριστάνει και το πηλίκο της διαίρεσης του αριθμητή 

διά του παρονομαστή. Άρα:

		​​   8 _ 33 ​  =  8 : 33  =  0, 242424 .  . .​

		

1.1 |  Κλασματική και δεκαδική αναπαράσταση ρητών
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Παρατηρούμε ότι ο αριθμός  0,242424…  έχει άπειρα δεκαδικά ψηφία, με ένα τμήμα επαναλαμβανόμενων 
δεκαδικών ψηφίων (το 24). 

Οι δεκαδικοί αριθμοί που έχουν άπειρα δεκαδικά ψηφία, με ένα τμήμα επαναλαμβανόμε-
νων δεκαδικών ψηφίων ονομάζονται περιοδικοί δεκαδικοί αριθμοί. Το τμήμα των δεκαδι-
κών ψηφίων που επαναλαμβάνεται ονομάζεται περίοδος.

. Παράδειγμα: 	 Ο αριθμός  0,242424…  είναι περιοδικός δεκαδικός αριθμός με περίοδο 24. 

				    Συμβολικά γράφουμε   0,242424… = ​0,​‾ 24​​.

Κάνοντας τη διαίρεση  8:33  γράψαμε το ​​ 8 _ 33 ​​ στη μορφή περιοδικού δεκαδικού αριθμού:  ​​ 8 _ 33 ​  =  0,​‾ 24​​.

Γενικά:

Κάθε ρητός αριθμός μπορεί να γραφεί ως δεκαδικός ή περιοδικός δεκαδικός αριθμός.

Κλασματική μορφή περιοδικού δεκαδικού αριθμού 
. Παράδειγμα: 	 Να γράψετε με κλασματική μορφή τον περιοδικό δεκαδικό αριθμό  ​0,​

_
 5​​.

Λύση:
Ονομάζουμε x τον αριθμό 0,555… και έχουμε:

	 ​x 	 =  0, 555 .  . .

	 10x 	 =  5, 55 .  . .

	 10x 	 =  5 + 0, 55 .  . .

	 10x 	 =  5 + x

	10x − x 	 =  5

	 9x 	 =  5

	 x 	 = ​  5 _ 9 ​ .​

​

←​  Πολλαπλασιάζουμε με 10.

​←​  Χωρίζουμε τον αριθμό ώστε να εμφανιστεί ο x.

​←​  Λύνουμε την εξίσωση.

	 Άρα  ​0,​
_
 5​  = ​  5 _ 9 ​​ .
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1. Να γράψετε τους παρακάτω ρητούς αριθμούς με κλασματική μορφή

			​   − 1, 2​,		  0,004 ,		  3,48 ,		  24 .

Λύση: 
Θυμόμαστε ότι κατά τη διαίρεση ενός αριθμού με  10, 100, 1.000 … κλπ,  μεταφέρουμε την υποδιαστο-
λή του αριθμού προς τα αριστερά μία, δύο, τρεις, … κλπ,  θέσεις αντίστοιχα. 

Έχουμε:

•	 ​− 1, 2  = ​  − 12 _ 10 ​​	

•	 ​0, 004  = ​   4 _ 1 . 000 ​​

•	 ​3, 48  = ​  348 _ 100 ​​

•	 ​24  = ​  24 _ 1 ​​.
 

2. Να γράψετε τα παρακάτω κλάσματα ως δεκαδικούς αριθμούς εκτελώντας τις αντίστοιχες διαιρέ-
σεις.  

	​​  90 _ 8 ​​ ,     ​​  68 _ 1 . 000 ​​ ,     ​​ 19 _ 15 ​​.

Λύση:

•	 ​​ 90 _ 8 ​  =  90 : 8  =  11, 25​

•	 ​​  68 _ 1 . 000 ​  =  0, 068​.   ← Μετακινούμε την υποδιαστολή τρεις θέσεις αριστερά. 

•	 ​​ 19 _ 15 ​  =  19 : 15  =  1, 2666 .  . .​ ή ​1, 2​
_
 6​​.

	 Ο αριθμός 1,2666... είναι περιοδικός με περίοδο 6. 

 

Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα

Αντιλαμβάνομαι

με προσομοίωση
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3. Να γράψετε με κλασματική μορφή τον περιοδικό δεκαδικό αριθμό  ​1,​‾ 20​​.

Λύση:
Ονομάζουμε x τον αριθμό 1,2020… και έχουμε:

	 ​x  	=  1, 2020 .  . .

	 100x  	=  120, 2020 .  . .

	 100x  	=  119 + 1, 2020 .  . .

	 100x  	=  119 + x

	 100x − x  	=  119

	 99x  	=  119

	 x  	= ​  119 _ 99 ​ .​

​←​  Πολλαπλασιάζουμε με 100.

​←​  Χωρίζουμε τον αριθμό ώστε να εμφανιστεί ο x.

​←​  Λύνουμε την εξίσωση.

	 Άρα  ​1,​‾ 20​  = ​  119 _ 99 ​​ .
 

4. Να τοποθετήσετε τους παρακάτω αριθμούς στην αριθμογραμμή:

			​​    1 _ 2 ​​ ,	​ − ​ 4 _ 5 ​​ ,	​​  2 _ 3 ​​ ,       ​− 1, 7​,	​ 2, 35​.

Λύση:		

Κάνοντας πράξεις βρίσκουμε ότι ​​ 1 _ 2 ​  =  0, 5​ ,  ​− ​ 4 _ 5 ​  =  − 0, 8​ ,  ​​ 2 _ 3 ​  =  0,​6 ̅ ​​, οπότε οι αριθμοί στην αριθμο-
γραμμή είναι :

 

	Χαρακτήρισε ως Σωστές ή Λάθος τις προτάσεις που ακολουθούν βάζοντας ένα x στην κατάλ-
ληλη θέση.

Σωστό Λάθος

α) Κάθε ακέραιος αριθμός μπορεί να γραφεί ως κλάσμα με παρονομαστή 
το 1. 

β) Οι αριθμοί που έχουν άπειρα δεκαδικά ψηφία είναι περιοδικοί δεκαδι-
κοί αριθμοί.

γ) Ο αριθμός 0,555... μπορεί να γραφεί ως κλάσμα ​​ 5 __ 9 ​​. 

δ) Ο αριθμός ​​ 3 _ 8 ​​ είναι περιοδικός δεκαδικός αριθμός.

ε) Είναι ​0,​9 ̅ ​  =  1​

1
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	Αντιστοίχισε κάθε αριθμό από την αριστερή στήλη με τη σωστή κλασματική ή δεκαδική μορφή 
του από τη δεξιά στήλη:

Κλασματική μορφή Δεκαδική μορφή

α)  ​​ 2 _ 3 ​​ i.  0,333...

β)  ​​ 7 _ 10 ​​ ii.  0,7

γ)  ​​ 1 _ 3 ​​ iii.  ​0,8​3 ̅ ​​

δ)  ​​ 5 _ 6 ​​ iv.  ​0,​6 ̅ ​​

ε)  ​​ 3 _ 4 ​​ v.  0,75

στ)  ​​ 1 _ 2 ​​ vi.  0,5

2

	Μετάτρεψε σε δεκαδική μορφή τα παρακάτω κλάσματα:

	α) ​​ 4 _ 10 ​​ 	 β) ​​ 15 _ 100 ​​ 	 γ) ​​  610 _ 1 . 000 ​​	 δ) ​​ 908 _ 100 ​​	 ε) ​​  1 _ 10 . 000 ​​
3

	Μετάτρεψε σε δεκαδική μορφή τα παρακάτω κλάσματα:

	α) ​​ 4 _ 5 ​​ 	 β) ​​ 9 _ 8 ​​ 	 γ) ​​ 1 _ 25 ​​	 δ) ​​ 13 _ 20 ​​	 ε) ​​ 35 _ 8 ​​
4

	Μετάτρεψε σε δεκαδική μορφή τα παρακάτω κλάσματα:

	α) ​​ 8 _ 3 ​​	 β) ​​ 4 _ 15 ​​ 	 γ) ​​ 8 _ 9 ​​ 	 δ) ​​ 7 _ 22 ​​	 ε) ​​ 1 _ 11 ​​
5

	Μετάτρεψε σε κλάσματα τους παρακάτω δεκαδικούς αριθμούς:

	α) ​2,​7 ̅ ​​	 β) ​0,​‾ 72​​	 γ) ​1,​‾ 35​​	 δ) ​2,​‾ 81​​	 ε) ​0, 2 ​‾ 23​​
6

	 Τοποθέτησε τους αριθμούς ​​ 1 _ 4 ​​, ​ − ​ 3 _ 2 ​​,  0,5 και  ​− ​ 20 _ 3 ​​  στην αριθμογραμμή των πραγματικών αριθ-
μών.

7

	Σύγκρινε τους παρακάτω αριθμούς και βάλτε το κατάλληλο σύμβολο (>, <, =) μεταξύ τους:

	α) ​​ 3 _ 4 ​​ …. 0,75	 β) ​− ​ 4 _ 8 ​​ …. ​− 0, 5​	 γ) ​− ​ 2 _ 3 ​​ …. ​− 0, 67​	 δ) ​​ 5 _ 6 ​​ …. 0,83

	 ε) ​​ 5 _ 4 ​​ …. ​1,​‾ 25​​	 στ) ​0,​3 ̅ ​​ …. ​​ 1 _ 3 ​​	 ζ) ​​ 7 _ 10 ​​ …. 0,7	 η) ​− 0, 75​ …. ​− ​ 35 _ 50 ​​

8

Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα
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Δεκαδικοί 
(πεπερασμένοι ή περιοδικοί)

Αρνητικοί ακέραιοι

Παρατήρησε το διπλανό διάγραμμα και 
κατάταξε τους παρακάτω αριθμούς σε 
κατηγορίες: 

​​√ 
_

 3 ​ ,   ​ 1 _ 2 ​ ,   − 1,  0, 4,  8,   ​ 96 _ 2 ​​.

Ένας αριθμός μπορεί να ανήκει σε πα-
ραπάνω από μία κατηγορία; 

 

Υπολογίστε το μήκος της διαγωνίου δ ενός τετραγώνου πλευράς 1cm.

Ο αριθμός που προκύπτει είναι δεκαδικός; Αν ναι, πόσα δεκαδικά ψηφία έχει; 
Είναι περιοδικός δεκαδικός αριθμός;

Θυμόμαστε – Μαθαίνουμε:

Σύνολα αριθμών
•	 Φυσικοί αριθμοί ​​(ℕ)​​:	 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, ... 

•	 Ακέραιοι αριθμοί ​​(ℤ)​​:  Είναι οι φυσικοί αριθμοί μαζί με τους αντίστοιχους αρνητικούς τους:	

​. .  .   − 5,   − 4,   − 3,   − 2,   − 1,  0,  1,  2,  3,  4,  5,   .  . .​

•	 Ρητοί αριθμοί ​​(ℚ)​​:  Είναι οι αριθμοί που έχουν ή μπορούν να πάρουν τη μορφή ενός κλάσματος  

 ​​ 
μ

 _ ν ​​, όπου μ, ν ακέραιοι αριθμοί με  ​v  ≠  0​.

		  Π.χ.  	​ 5  = ​  5 _ 1 ​​ ,	​ − 0, 01  =  − ​  1 _ 100 ​​ ,	​ 0, 333 .  .  .   = ​  1 _ 3 ​​.

1.2 |  Άρρητοι αριθμοί – Πραγματικοί αριθμοί –  
      Σύγκριση και διάταξη πραγματικών

Αντιλαμβάνομαι

με προσομοίωση
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•	 Άρρητοι λέγονται οι αριθμοί που δεν είναι ρητοί, δηλαδή οι άρρητοι αριθμοί δεν μπορούν να πά-
ρουν τη μορφή ​​ 

μ
 _ ν ​​ , όπου μ, ν ακέραιοι και  ν ≠ 0. 

		  Π.χ.  �Άρρητοι είναι οι αριθμοί  ​​√ 
_

 2 ​ ,   ​√ 
_

 3 ​ ,   ​√ 
_

 5 ​ ,   ​√ 
_

 7 ​ ,   .  . .​ , ο αριθμός  ​π  =  3, 14 .  . ., όπως 
και ο αριθμός ​0,10100100010000..........  

Θυμόμαστε ότι τετραγωνική ρίζα ενός θετικού αριθμού α, λέγεται ο θετικός αριθμός, 			 
ο οποίος, όταν υψωθεί στο τετράγωνο, δίνει τον αριθμό α και συμβολίζεται με ​​√ 

_
 α ​​.

Ρητή προσέγγιση του άρρητου αριθμού   ​√ 
_

 5 ​   

Ο αριθμός ​​√ 
_

 5 ​​ είναι ο αριθμός ο οποίος όταν υψωθεί στο τετράγωνο ισούται με 5. Προφανώς ο αριθμός ​​√ 
_

 5 ​​ 
δεν είναι ακέραιος αριθμός. Ας προσπαθήσουμε να τον προσεγγίσουμε:

Είναι 	​​ 2​​ 2​  =  4​  

και  	​​ 3​​ 2​  =  9​.
Άρα	​ 2  < ​ √ 

_
 5 ​  <  3​.

•	 Ρητή προσέγγιση δέκατου:	

Είναι 	​ 2, ​2​​ 2​  =  4, 84​  

και	​ 2, ​3​​ 2​  =  5, 29​.  	
Άρα	​ 2, 2  < ​ √ 

_
 5 ​  <  2, 3​.

•	 Ρητή προσέγγιση εκατοστού:	

Είναι 	​ 2, ​23​​ 2​  =  4, 9729​  

και 	​ 2, ​24​​ 2​  =  5, 0176​. 
Άρα	​ 2, 23  < ​ √ 

_
 5 ​  <  2, 24​.

κ.ο.κ.

Αποδεικνύεται ότι ο αριθμός ​​√ 
_

 5 ​​ έχει άπειρα δεκαδικά ψηφία χωρίς κάποιο τμήμα επαναλαμβανομένων δε-
καδικών ψηφίων.				  

​​√ 
_

 5 ​  =  2,23606797749...​

Γενικά:  Οι άρρητοι αριθμοί έχουν άπειρο πλήθος δεκαδικών ψηφίων μη περιοδικών.

•	 Πραγματικοί αριθμοί ​​(ℝ)​​:  Αποτελούνται από τους ρητούς και από τους άρρητους αριθμούς. Οι 
πραγματικοί αριθμοί αποτελούν το σύνολο όλων των αριθμών που έχουμε μελετήσει έως τώρα.

Οι πραγματικοί αριθμοί καλύπτουν πλήρως την ευθεία 
των αριθμών.

Δηλαδή κάθε σημείο της ευθείας αντιστοιχεί σε έναν ακριβώς 
πραγματικό αριθμό και κάθε πραγματικός αριθμός παριστάνε-
ται με ακριβώς ένα σημείο πάνω στην ευθεία. Για το λόγο αυ-
τόν, η ευθεία ονομάζεται ευθεία (ή άξονας) των πραγματικών 
αριθμών.

Αντιλαμβάνομαι

με προσομοίωση
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Σύγκριση και διάταξη πραγματικών αριθμών
Μεγαλύτερος από δύο πραγματικούς αριθμούς είναι εκείνος που βρίσκεται δεξιότερα από τον άλλο πάνω 
στον άξονα των πραγματικών αριθμών.	

Παράδειγμα: 	

	 Επομένως:    	​ − 4  <  − 2 ​ 1 _ 2 ​  < ​ √ 
_

 2 ​  <  π​.

Ειδικότερα:
•	 Μεγαλύτερος από δύο θετικούς ρητούς είναι εκείνος που έχει τη μεγαλύτερη απόλυτη τιμή.  

		  Π.χ.	  ​+ 2  <  + 3​.

•	 Μεγαλύτερος από δύο αρνητικούς ρητούς είναι εκείνος που έχει τη μικρότερη απόλυτη τιμή. 

		  Π.χ.	  ​− 2  >  − 3​.

1. Να βρείτε τις ρητές προσεγγίσεις του αριθμού ​​√ 
_

 3 ​​ έως και τρία δεκαδικά ψηφία.

Λύση:
Ο αριθμός ​​√ 

_
 3 ​​ είναι ο αριθμός ο οποίος όταν υψωθεί στο τετράγωνο ισούται με 3. Προφανώς ο αριθ-

μός ​​​√ 
_

 3 ​​ δεν είναι ακέραιος αριθμός. Ας προσπαθήσουμε να τον προσεγγίσουμε:

Είναι 	​​ 1​​ 2​  =  1​  

και  	​​ 2​​ 2​  =  4​. Άρα	​ 1  < ​ √ 
_

 3 ​  <  2​.

•	 Ρητή προσέγγιση δέκατου:	

Είναι 	​ 1, ​7​​ 2​  =  2, 89​  

και	​ 1, ​8​​ 2​  =  3, 24​.  	 Άρα	​ 1, 7  < ​ √ 
_

 3 ​  <  1, 8​.

•	 Ρητή προσέγγιση εκατοστού:	

Είναι 	​ 1, ​73​​ 2​  =  2, 9929​  

και 	​ 1, ​74​​ 2​  =  3, 0276​. Άρα	​ 1, 73  < ​ √ 
_

 3 ​  <  1, 74​.

•	 Ρητή προσέγγιση χιλιοστού:	

Είναι 	​ 1, ​732​​ 2​  =  2, 999824​  

και 	​ 1, ​733​​ 2​  =  3, 003289​. Άρα	​ 1, 732  < ​ √ 
_

 3 ​  <  1, 733​.

Άρα, με προσέγγιση τριών δεκαδικών ψηφίων, ισχύει ότι ο αριθμός  ​​√ 
_

 3 ​​  είναι περίπου ίσος με 1,732. 
Συμβολικά γράφουμε:  ​​√ 

_
 3 ​  ≈  1, 732​.

Ειδικότερα λέμε ότι ​​√ 
_

 3 ​  ≈  1, 732​ με έλλειψη και ​​√ 
_

 3 ​  ≈  1, 733​ με υπερβολή.

 

Αντιλαμβάνομαι

με προσομοίωση
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2. Να χρησιμοποιήσετε την αριθμομηχανή για να βρείτε τη ρητή προσέγγιση των τετραγωνικών ρί-
ζων ​​√ 

_
 11 ​​ και ​​√ 

_
 13 ​​.

Λύση:
Ανοίγουμε την αριθμομηχανή και χρησιμοποιούμε το σύμβολο ​​​√ 

_
   ​​​ για να υπολογίσουμε τους αριθμούς: 

•	 ​​√ 
_

 11 ​  =  3, 3166247904​.				  

•	 ​​√ 
_

 13 ​  =  3, 6055512755​.

Σημείωση: Οι αριθμοί αυτοί έχουν άπειρα δεκαδικά ψηφία, η αριθμομηχανή δίνει μόνο 			 
μερικά από αυτά τα ψηφία.

 

3. Να κατασκευάσετε γεωμετρικά τους άρρητους αριθμούς ​​√ 
_

 2 ​​ και ​− ​√ 
_

 2 ​​.

Λύση:
Θεωρούμε τον άξονα των πραγματικών αριθμών με αρχή το Ο και μονάδα ​ΟΑ  =  1​. Στο σημείο Α φέρ-
νουμε κάθετο ευθύγραμμο τμήμα ​ΑΒ  =  1​. Το τρίγωνο ΟΑΒ είναι ορθογώνιο με υποτείνουσα ΟΒ, την 
οποία υπολογίζουμε από το Πυθαγόρειο Θεώρημα: 

​	         Ο ​Β​​ 2​  =  Ο ​Α​​ 2​ + Α ​Β​​ 2​

	 ή      Ο ​Β​​ 2​  = ​ 1​​ 2​ + ​1​​ 2​

	 ή      Ο ​Β​​ 2​  =  2

	 ή      ΟΒ  = ​ √ 
_

 2 ​ .​

	

Με κέντρο το Ο και ακτίνα ΟΒ κατασκευάζουμε κύκλο ο οποίος τέμνει τον άξονα των πραγματικών 
αριθμών στα σημεία με τετμημένες ​− ​√ 

_
 2 ​​ και ​​√ 

_
 2 ​​.

 

4. Να μετατρέψετε το κλάσμα ​​ 3 _ 
​√ 
_

 2 ​
 ​​ που έχει άρρητο παρονομαστή, σε ισοδύναμο κλάσμα με ρητό πα-

ρονομαστή.

Λύση: Πολλαπλασιάζουμε τους όρους του κλάσματος με τη ρίζα που βρίσκεται στον παρονομαστή:

​​ 3 _ 
​√ 
_

 2 ​
 ​  = ​  3 · ​√ 

_
 2 ​ _ 

​√ 
_

 2 ​ · ​√ 
_

 2 ​
 ​  = ​  3 ​√ 

_
 2 ​ _ 

​​(​√ 
_

 2 ​)​​​ 
2
​
 ​  = ​  3 ​√ 

_
 2 ​ _ 2 ​​ .

Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα
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	Χαρακτήρισε ως Σωστές ή Λάθος τις προτάσεις που ακολουθούν βάζοντας ένα x στην κατάλ-
ληλη θέση.

Σωστό Λάθος

α) Ο αριθμός ​​√ 
_

 2 ​​ είναι ρητός αριθμός.

β) Όλοι οι φυσικοί αριθμοί είναι ακέραιοι αριθμοί.

γ) Οι άρρητοι αριθμοί έχουν άπειρα δεκαδικά ψηφία μη περιοδικά.

δ) Ο αριθμός ​​√ 
_

 9 ​​ είναι άρρητος αριθμός.

ε) Οι πραγματικοί αριθμοί περιλαμβάνουν τους ρητούς και τους άρρητους 
αριθμούς.

στ) Ο αριθμός ​− 5​ ανήκει στους φυσικούς αριθμούς.

ζ) Το τετράγωνο ενός άρρητου αριθμού είναι πάντοτε άρρητος αριθμός.

1

	Συμπλήρωσε τον πίνακα με x, ανάλογα με την κατηγορία στην οποία ανήκει κάθε αριθμός.

Αριθμός Φυσικός  
Αριθμός

Ακέραιος  
Αριθμός

Ρητός 
Αριθμός

Άρρητος  
Αριθμός

Πραγματικός 
Αριθμός

​− 3​
2

​​√ 
_

 11 ​​

​​ 4 _ 7 ​​

0
π

​− ​√ 
_

 3 ​​
7,2

​​ ​√ 
_

 100 ​ _ 2 ​​

2

	Ποιοι από τους παρακάτω αριθμούς είναι ρητοί και ποιοι είναι άρρητοι;

	α) ​​√ 
_

 9 ​​,  ​​√ 
_

 90 ​​,  ​​√ 
_

 900 ​​,  ​​√ 
_

 0, 9 ​​,  ​​√ 
_

 0, 09 ​​.

	 β) ​​√ 
_

 2 ​​,  ​​√ 
_

 2 ⋅ 2 ​​,​  ​√ 
_

 2 ⋅ 2 ⋅ 2 ​​,  ​​√ 
___________

 2 ⋅ 2 ⋅ 2 ⋅ 2 ​​.

	 γ) ​​√ 
_

 ​ 9 _ 4 ​ ​​,  ​​ ​√ 
_

 16 ​ _ 3 ​​ ,  ​​ ​√ 
_

 52 ​ _ 
​√ 
_

 13 ​
 ​​,  ​​√ 

_

 ​ 52 _ 13 ​ ​​.

3

	Γράψε μεταξύ ποιών διαδοχικών φυσικών αριθμών βρίσκονται οι παρακάτω άρρητοι αριθμοί.

	α) ​. .  .  .   < ​ √ 
_

 6 ​  <  . .  . .​  	 β) ​. .  .   < ​ √ 
_

 15 ​  <  . .  . .​  	 γ) ​. .  .   <  − ​√ 
_

 21 ​  <  . .  . .​            

	 δ) ​. .  .   < ​ √ 
_

 80 ​  <  . .  . .​	 ε) ​. .  .   < ​ √ 
_

 398 ​  <  . .  . .​

4
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	Βρες τη ρητή προσέγγιση του αριθμού  ​​√ 
_

 11 ​​  και  ​​√ 
_

 13 ​​ ,μέχρι το δεύτερο δεκαδικό ψηφίο.5

	 Μετάτρεψε τα κλάσματα σε ισοδύναμα με ρητό παρονομαστή:

α) ​​ 1 _ 
​√ 
_

 2 ​
 ​​ 	 β) ​​ 6 _ 

​√ 
_

 3 ​
 ​​ 	 γ) ​​ 5 _ 

​√ 
_

 5 ​
 ​​ 	 δ) ​​  1 _ 

2 ​√ 
_

 7 ​
 ​​ 	 ε) ​​  − 2 _ 

5 ​√ 
_

 10 ​
 ​​

6

	Υπολόγισε το μήκος της διαγωνίου δ ενός τετραγώνου πλευράς 3 cm. Τι είδους αριθμός είναι ο 
αριθμός που προκύπτει; Ποια είναι τα 2 πρώτα δεκαδικά του ψηφία; 

7

	 Τοποθέτησε τους αριθμούς  ​− 2,  0,   − ​ 1 _ 2 ​ ,   ​√ 
_

 2 ​ ,   ​√ 
_

 6 ​ ,   − ​ 5 _ 4 ​​  στην ευθεία των πραγματικών αριθ-
μών και ταξινόμησέ τους από τον μικρότερο προς τον μεγαλύτερο.

8

Αρχαίοι Αιγύπτιοι (περ. 1000 π.Χ.): Οι Αιγύπτιοι χρησιμοποιούσαν κλάσματα στους υπολογισμούς τους, αλλά 
είχαν μόνο θετικούς αριθμούς και δεν αναγνώριζαν τους αρνητικούς ή τους άρρητους αριθμούς.

Ινδοί Μαθηματικοί (περ. 600 π.Χ.): Στα «Shulba Sutras» περιλαμβάνεται ίσως η πρώτη χρήση άρρητων αριθ-
μών. Οι Ινδοί μαθηματικοί, όπως ο Μάναβα, συνειδητοποίησαν ότι η τετραγωνική ρίζα ορισμένων αριθμών, 
όπως το 2, δεν μπορούσε να βρεθεί με ακρίβεια.

Αρχαίοι Έλληνες (περ. 500 π.Χ.): Οι Πυθαγόρειοι ήταν από τους πρώτους που συνειδητοποίησαν την ύπαρ-
ξη άρρητων αριθμών όταν ανακάλυψαν ότι η τετραγωνική ρίζα του 2 δεν είναι ρητός αριθμός, όπως είχαν απο-
δείξει και οι Ινδοί μαθηματικοί. 

Άραβες Μαθηματικοί (7ος-9ος αιώνας): Οι Άραβες μαθηματικοί έκαναν σημαντικά βήματα για την κατανόη-
ση των άρρητων αριθμών, καθώς τους χρησιμοποιούσαν στην επίλυση εξισώσεων. Ο Abū Kāmil ήταν ο πρώ-
τος που αποδέχτηκε τους άρρητους ως λύσεις σε τετραγωνικές εξισώσεις.

Μεσαίωνας και Αναγέννηση: Κατά τη διάρκεια του Μεσαίωνα, οι μαθηματικοί στην Ευρώπη συνέχισαν να 
επεξεργάζονται την έννοια των άρρητων αριθμών, γεγονός που συνέβαλλε στην ανάπτυξη της Άλγεβρας.

René Descartes (17ος αιώνας): Ο Καρτέσιος ήταν ο πρώτος εισήγαγε τον όρο «πραγματικοί αριθμοί» για να 
ξεχωρίσει τις ρίζες πολυωνυμικών εξισώσεων από τους «φανταστικούς» αριθμούς.

18ος - 19ος αιώνας: Τον 18ο και 19ο αιώνα έγινε σημαντική πρόοδος στη θεωρία των άρρητων και υπερβατι-
κών αριθμών. Ο Lambert απέδειξε ότι το π δεν είναι ρητός αριθμός, ενώ ο Hermite και ο Lindemann απέδειξαν 
ότι οι αριθμοί e και π είναι υπερβατικοί, δηλαδή δεν είναι ρίζες καμίας πολυωνυμικής εξίσωσης με ακέραιους συ-
ντελεστές. Με αυτές τις εξελίξεις καθιερώθηκε και η έννοια των πραγματικών αριθμών.

Μελετώ

το συγκεκριμένο θέμα

	
Οι Πραγματικοί αριθμοί
Οι πραγματικοί αριθμοί έχουν μια ενδιαφέρουσα ιστορία, που αρχίζει από την αρχαιό-
τητα και εντοπίζεται σε διάφορους πολιτισμούς.

Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα
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Στο παρακάτω τετράγωνο, διπλασιάζουμε τη πλευρά του. Πώς θα επιδράσει 
αυτή η αλλαγή στο εμβαδόν του;

 

Απόλυτη τιμή 

Η απόλυτη τιμή ενός πραγματικού αριθμού α συμβολίζεται με |α| και είναι ίση με την απόστα-
ση του σημείου, που παριστάνει τον αριθμό α, από την αρχή Ο του άξονα.

Παραδείγματα: 	   Από τον ορισμό της απόλυτης τιμής βρίσκουμε:  

•	 ​​|+ 3|​  =  3​.	 ​←​  Η απόλυτη τιμή ενός θετικού αριθμού είναι ο ίδιος αριθμός.

•	 ​​|− 5|​  =  5​.  	​ ←​  Η απόλυτη τιμή ενός αρνητικού αριθμού είναι ο αντίθετός του.

•	 ​​|0|​  =  0​.    	 ​←​  Η απόλυτη τιμή του μηδέν είναι το μηδέν. 

Οι πράξεις στους πραγματικούς αριθμούς	
Πρόσθεση

Για να προσθέσουμε δύο ομόσημους αριθμούς, προσθέτουμε τις απόλυτες τιμές τους και 
στο άθροισμα βάζουμε το πρόσημό τους.

Παραδείγματα: 	   ​+ 5 + 8  =  + 13​.

		    ​− 2, 1 − 5, 7  =  − 7, 8​.

Για να προσθέσουμε δύο ετερόσημους αριθμούς, αφαιρούμε την μικρότερη απόλυτη τιμή 
από τη μεγαλύτερη και στη διαφορά βάζουμε το πρόσημο του αριθμού που έχει τη μεγαλύ-
τερη απόλυτη τιμή.

Παραδείγματα: 	  ​+ 9 − 5  =  + 4​.

1.3 |  Πράξεις πραγματικών και ιδιότητες –  
Ιδιότητες δυνάμεων
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		​  − 7 + 1, 5  =  − 5, 5​.

Πολλαπλασιασμός

Για να πολλαπλασιάσουμε δύο ομόσημους αριθμούς, πολλαπλασιάζουμε τις απόλυτες τιμές 
τους και στο γινόμενο αυτό βάζουμε πρόσημο  ​+​.

Παραδείγματα: 	  ​​(+ 5)​​⋅(+ 6)​  =  + 30​.

		   ​​(− 4)⋅​​(− 1)​  =  + 4​.

Για να πολλαπλασιάσουμε δύο ετερόσημους αριθμούς, πολλαπλασιάζουμε τις απόλυτες τι-
μές τους και στο γινόμενο αυτό βάζουμε πρόσημο  ​−​.

Παραδείγματα: 	  ​​(+ 5)​​⋅(− 6)​  =  − 30​.

		   ​​(− 4)⋅​​(+ 1)​  = ​ − 4​​.

	 Γενικά:

Οι ιδιότητες της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασμού
Ιδιότητα Πρόσθεση Πολλαπλασιασμός

Αντιμεταθετική ​α + β  =  β + α​ ​α ⋅ β  =  β ⋅ α​

Προσεταιριστική ​α + ​(β + γ)​  = ​ (α + β)​ + γ​ ​α ⋅ ​(β ⋅ γ)​  = ​ (α ⋅ β)​ ⋅ γ​

Ουδέτερο στοιχείο ​α + 0  =  α​ ​α ⋅ 1  =  α​ 

Αντίθετος / Αντίστροφος ​α + ​(− α)​  =  0​ ​α ⋅ ​ 1 _ α ​  =  1​,  ​α  ≠  0​

Επιμεριστική α ⋅ ​(β ± γ)​  =  α ⋅ β ± α ⋅ γ​​

Επίσης ισχύουν:
•	 ​α ⋅ 0  =  0​.

•	 Αν  ​α ⋅ β  =  0​, τότε  ​α  =  0​  ή  ​β  =  0​.

•	 Αν  ​α + β  =  0​  τότε οι αριθμοί α και β λέγονται αντίθετοι.
		  π.χ:  Είναι  ​​(+ 5)​ + ​(− 5)​  =  0​, άρα οι αριθμοί ​+ 5​ και ​− 5​ είναι αντίθετοι.

•	 Αν  ​α ⋅ β  =  1​ τότε οι αριθμοί α και β λέγονται αντίστροφοι.	
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		  π.χ:  Είναι  ​​ 2 _ 3 ​ ⋅ ​ 3 _ 2 ​  = ​  6 _ 6 ​  =  1​, άρα οι αριθμοί ​​ 2 _ 3 ​​ και ​​ 3 _ 2 ​​ είναι αντίστροφοι.

Αφαίρεση – Διαίρεση
Οι πράξεις της αφαίρεσης και της διαίρεσης γίνονται με τη βοήθεια της πρόσθεσης και του πολλαπλασια-
σμού αντιστοίχως.

Για να βρούμε τη διαφορά δύο αριθμών, προσθέτουμε στο μειωτέο τον αντίθετο του αφαι-
ρετέου. 

​α − β  =  α + ​(− β)​​

. Παράδειγμα: 	    ​15 − ​(− 6)​  =  15 + ​(+ 6)​  =  21​.

Για να βρούμε το πηλίκο δύο αριθμών (α : β, με β ≠ 0), πολλαπλασιάζουμε το διαιρετέο με 
τον αντίστροφο του διαιρέτη.

​α : β  = ​  α _ β ​  =  α ⋅ ​ 1 _ β ​​.

. Παράδειγμα: 	      ​6 : 8  =  6 ⋅ ​ 1 _ 8 ​  = ​  6 _ 8 ​  = ​  3 _ 4 ​​.

Δυνάμεις

Η δύναμη με βάση έναν πραγματικό αριθμό α και εκθέτη ένα φυσικό αριθμό ​ν  >  1​ συμβο-
λίζεται με αν και είναι το γινόμενο ν παραγόντων ίσων με τον αριθμό α.

​​α​​ ν​  = ​  α ⋅ α ⋅ . .  .  ⋅ α     
ν παράγοντες

​​

Παραδείγματα: 	      ​​2​​ 4​  =  2 ⋅ 2 ⋅ 2 ⋅ 2  =  16​.

		       ​​​(− 3)​​​ 2​  = ​ (− 3)​ ⋅ ​(− 3)​  =  9​.

Ορίζουμε επίσης:  
•	 ​​α​​ 1​  =  α​.				    π.χ. 	​​ 5​​ 1​  =  5​.

•	 ​​α​​ 0​  =  1​,  με  α​≠​0.			   π.χ. 	​​ 8​​ 0​  =  1​.

•	 ​​α​​ −ν​  = ​  1 _ α ​​ ,  με  α​≠​0.			   π.χ.  	​​ 4​​ −2​  = ​  1 _ ​4​​ 2​ ​  = ​  1 _ 16 ​​.

Ιδιότητες δυνάμεων
Για τις δυνάμεις πραγματικών αριθμών με ακέραιους εκθέτες και εφόσον αυτές ορίζονται, ισχύουν οι ιδιότητες:

Ιδιότητες Παραδείγματα
1. ​​α​​ μ​ ⋅ ​α​​ ν​  = ​ α​​ μ+ν​​ ​​2​​ 2​ ⋅ ​2​​ 3​  = ​ 2​​ 2+3​  = ​ 2​​ 5​​
2. ​​α​​ μ​ : ​α​​ ν​  = ​ α​​ μ−ν​​ ​​3​​ 5​ : ​3​​ 3​  = ​ 3​​ 5−3​  = ​ 3​​ 2​​
3. ​​​(α ⋅ β)​​​ ν​  = ​ α​​ ν​ ⋅ ​β​​ ν​​ ​​​(9 ⋅ 8)​​​ 2​  = ​ 9​​ 2​ ⋅ ​8​​ 2​​

4. ​​​(​ α _ β ​)​​​ 
ν
​  = ​  ​α​​ ν​ _ ​β​​ ν​ ​​ ​​​(​ 2 _ 3 ​)​​​ 

4

​  = ​  ​2​​ 4​ _ ​3​​ 4​ ​​

5. ​​​(​α​​ μ​)​​​ ν​  = ​ α​​ μν​​ ​​​(​7​​ 2​)​​​ 3​  = ​ 7​​ 2⋅3​  = ​ 7​​ 6​​

6.
 ​​​​
​​(​ α _ β ​)​​​ 

−ν

​  =​
	​
​ ​​  ​​​(​ 

β
 _ α ​)​​​ 

ν

​​
	

​​​(​ 2 _ 3 ​)​​​ 
−4

​  = ​​ (​ 3 _ 2 ​)​​​ 
4

​​

ν



Π
ΡΑ

ΓΜ
ΑΤ

ΙΚ
Ο

Ι 
Α

Ρ
ΙΘ

Μ
Ο

Ι

26

1. Να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης:

​​​(12 − 3 ⋅ 5)​​​ 2​ + 2 ⋅ ​(​6​​ 2​ − 7 ⋅ 8)​ − ​(​ 1 _ 2 ​ + 3 : ​ 6 _ 5 ​)​​.

Λύση:

​​​(12 − 3 ⋅ 5)​​​ 2​ + 2 ⋅ ​(​6​​ 2​ − 7 ⋅ 8)​ − ​(​ 1 _ 2 ​ + 3 : ​ 6 _ 5 ​)​ =

= ​​(12 − 15)​​​ 2​ + 2 ⋅ ​(36 − 56)​ − ​(​ 1 _ 2 ​ + 3 ⋅ ​ 5 _ 6 ​)​ =

= ​​(− 3)​​​ 2​ + 2 ⋅ ​(− 20)​ − ​(​ 1 _ 2 ​ + ​ 5 _ 2 ​)​ =

= 9 − 40 − ​ 6 _ 2 ​ =

= 9 − 40 − 3 =

= − 34.​

Προτεραιότητα των πράξεων:

1. Υπολογίζουμε τις δυνάμεις.

2. Εκτελούμε τους πολλαπλασιασμούς και τις διαιρέσεις με τη σει-
ρά που εμφανίζονται στην παράσταση.

3. Εκτελούμε τις προσθέσεις και τις αφαιρέσεις με τη σειρά που 
εμφανίζονται στην παράσταση.

Αν υπάρχουν παρενθέσεις, εκτελούμε πρώτα τις πράξεις μέσα 
στις παρενθέσεις με την παραπάνω σειρά.

 

2. Να απλοποιήσετε την παράσταση: 	​ A  = ​ 
​​(x ⋅ ​y​​ −2​)​​​ 3​ ⋅ x

 ___________ ​x​​ 2​ ⋅ ​y​​ −4​ ​​ .

Στη συνέχεια να βρείτε την τιμή της παράστασης Α για ​x  =  6​ και ​y  =  − 3​.

Λύση:        
Απλοποιούμε την παράσταση σύμφωνα με τις ιδιότητες των δυνάμεων:

        ​ ​  ↓​ 
​​(α⋅β)​​​ ν​=​α​​ ν​⋅​β​​ ν​

​​                       ​  ↓​ 
​​(​α​​ μ​)​​​ ν​=​α​​ μν​

​​          ​  ↓​ 
​α​​ μ​⋅​α​​ ν​=​α​​ μ+ν​

​​    ​  ↓​ 
​α​​ μ​:​α​​ ν​=​α​​ μ−ν​

​​                                 ↓​ 
​α​​ −ν​=​ 1 _ α ​

​​       ​  ↓​ 
​​(​ α _ β ​)​​​ 

ν
​=​ ​α​​ ν​ _ ​β​​ ν​ ​

​​

A  = ​ 
​​(x ⋅ ​y​​ −2​)​​​ 3​ ⋅ x

 ___________ ​x​​ 2​ ⋅ ​y​​ −4​ ​   = ​ 
​x​​ 3​ ⋅ ​​(​y​​ −2​)​​​ 3​ ⋅ x

 ____________ ​x​​ 2​ ⋅ ​y​​ −4​ ​   = ​ 
​x​​ 4​ ⋅ ​y​​ −6​

 _ ​x​​ 2​ ⋅ ​y​​ −4​ ​  = ​ x​​ 4−2​ ⋅ ​y​​ −6−​(−4)​​  = ​ x​​ 2​ ⋅ ​y​​ −2​  = ​  ​x​​ 2​ _ ​y​​ 2​ ​  = ​​ (​ x _ y ​)​​​ 
2
​ .​

Για ​x  =  6​ και ​y  =  − 3​, έχουμε:     	​ Α  = ​​ (​ 6 _ − 3 ​)​​​ 
2

​  = ​​ (− 2)​​​ 2​  =  4​.
 

Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα

ν
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	Χαρακτήρισε ως Σωστές ή Λάθος τις προτάσεις που ακολουθούν βάζοντας ένα x στην κατάλ-
ληλη θέση.

Σωστό Λάθος

α) Η απόλυτη τιμή ενός αρνητικού αριθμού είναι αρνητικός αριθμός. 

β) Για να προσθέσουμε δύο ετερόσημους αριθμούς, προσθέτουμε τις από-
λυτες τιμές τους και στο άθροισμα βάζουμε το πρόσημο του αριθμού που 
έχει τη μεγαλύτερη απόλυτη τιμή. 

γ) Αν το άθροισμα δύο αριθμών είναι αρνητικό τότε οι αριθμοί είναι αρνη-
τικοί.

δ) Το γινόμενο δύο αρνητικών αριθμών είναι πάντα θετικός αριθμός.

ε) Για να βρούμε το πηλίκο δύο αριθμών, πολλαπλασιάζουμε τον διαιρετέο 
με τον αντίστροφο του διαιρέτη. 

στ) Δύο αντίθετοι αριθμοί έχουν ίσες απόλυτες τιμές.

1

	Ποια είναι η τιμή των παρακάτω παραστάσεων; Επίλεξε τη σωστή απάντηση:

Α Β Γ
α) ​​​(− 2)​​​ 3​​

​− 6​ ​− 8​ ​+ 8​

β) ​​​(​5​​ 2​)​​​ 0​​ 1 5 25

γ) ​​​(​ 1 _ 2 ​)​​​ 
−1

​​ ​​ 1 _ 2 ​​ ​− ​ 1 _ 2 ​​ 2

δ) ​​​(− 3)​​​ −3​​ 9 27 ​− ​ 1 _ 27 ​​

ε) ​​(​2​​ 4​ : ​2​​ 6​)​ ⋅ ​2​​ 3​​ 2 4 16

στ) ​​​(​2​​ −3​)​​​ 2​ ⋅ ​2​​ 5​​ 0,5 2 32

2

	Υπολόγισε τις τιμές των παραστάσεων.

	α) ​− 5 + 2 − 8 + 6 − 7​	 β) ​− 2​(3 − 4 ⋅ 2)​ − ​(16 + 2)​​	 γ) ​​(− 8)​:​(− 2)​ + ​(− 5)​ ⋅ 3 + 17​

	 δ) ​1 − 4 ⋅ ​[5 ⋅ ​(+ 6 − 13)​ + 19]​​	 ε) ​35 :​(− 5)​ + 2 ​​(− 1)​​​ 4​ − 2 ⋅ ​3​​ 2​​	 στ) ​​(14 − 3 ⋅ 12)​:​(28 − 15 ⋅ 2)​​

3

	Υπολόγισε τις τιμές των παραστάσεων.

	 α)  ​​ 1 _ 4 ​ − ​(6 ⋅ ​ 1 _ 3 ​ − 4 ⋅ ​ 1 _ 5 ​)​​	 β) ​8 : ​ 4 _ 3 ​ + ​ 1 _ 5 ​ ⋅ ​ 15 _ 2 ​​	 γ) ​​ 
​ 1 _ 2 ​ + ​ 1 _ 3 ​
 _ 

  ​ 5 _ 4 ​ ⋅ ​ 2 _ 3 ​ − 1 
 ​​ 	 δ) ​​(3 − ​ 1 _ 2 ​)​ + ​(​ 3 _ 2 ​ ⋅ ​ 1 _ 5 ​ − ​ 2 _ 5 ​)​: ​ 1 _ 4 ​​

4
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	 Απλοποίησε τις παραστάσεις,

	 α) ​8x + 3 − 5x + 4 − x​	 β) ​2​(4x − 1)​ − 3​(2x + 4)​​	 γ) ​5​(x − 3y)​ − 4​(x − y + 3)​ − x + 12​
5

	Γράψε τις παρακάτω παραστάσεις με τη μορφή μίας δύναμης:

	α) ​​3​​ 2​ ⋅ ​3​​ 3​ ⋅ 3​	      β) ​​​(− 5)​​​ 8​ ⋅ ​​(− 5)​​​ −3​ ⋅ ​(− 5)​ ⋅ ​​(− 5)​​​ −1​​	          γ) ​​ ​​
(− 2)​​​ 6​ ​​(− 2)​​​ 5​ _ ​​(− 2)​​​ 3​ ​​		 

	 δ) ​​7​​ 8​ ⋅ ​  7 ⋅ ​7​​ 2​ _ ​​(7 ⋅ ​7​​ 4​)​​​ 2​ ​​	      ε) ​​​(​6​​ −1​)​​​ −2​ ⋅ ​6​​ 0​ ⋅ ​​(​6​​ −4​)​​​ 2​​	         στ) ​​​(− ​ 1 _ 2 ​)​​​ 
−5

​ ⋅ ​4​​ −3​ ⋅ 8​

6

	Απλοποίησε τις παραστάσεις:

	α) ​2 ​x​​ 3​ ⋅ 5 ​x​​ 2​​	 β) ​​​(​x​​ 2​)​​​ −3​ ⋅ ​​(​x​​ 2​)​​​ 2​ ⋅ x​		  γ) ​​​(​ 1 _ 3 ​ x ​y​​ 3​)​​​ 
−1

​ ⋅ ​​(3 ​x​​ 2​ y)​​​ 3​​	

	 δ) ​​(− ​ 1 _ 5 ​ α ​β​​ 3​ ​γ​​ 3​)​:​(− ​ 1 _ 10 ​ α ​γ​​ 4​)​​	 ε) ​​​(xy)​​​ 2​ ⋅ ​​(​ 1 _ 2 ​ x ​y​​ 3​)​​​ 
−1

​ ⋅ ​(− ​ 1 _ 4 ​ ​x​​ −4​)​​

7

 Υπολόγισε τις τιμές των παραστάσεων:	

	 α) ​​​(− 1)​​​ 5​ − ​​(− 1)​​​ 3​ − ​​(− 1)​​​ 0​ − ​​(− 1)​​​ 2​ − ​​(− 1)​​​ 4​​	 β) ​​​(− ​2​​ 3​)​​​ 2​ ⋅ ​2​​ −3​ ⋅ 2​ 	 γ) ​​2​​ 4​ ⋅ ​5​​ 4​ + 0, ​4​​ 6​ ⋅ ​5​​ 6​​	

	 δ) ​​ ​15​​ 3​ _ ​5​​ 3​ ​ + ​ ​16​​ 4​ _ ​8​​ 4​ ​ − ​ ​35​​ 2​ _ ​7​​ 2​ ​​	 ε) ​​ ​​
(− 12)​​​ −3​ _ ​​(− 6)​​​ −3​ ​ + ​ ​​

(− 4)​​​ 5​ _ ​4​​ 5​ ​  − ​ ​​
(− 24)​​​ 2​ _ ​8​​ 2​ ​​

8

 Υπολόγισε την τιμή των παρακάτω παραστάσεων:

	 α) ​​|5 − 8|​ + ​|− 3 + 7|​ − ​|4 − 9|​​

	 β)  ​​​|5 − 12|​​​ 2​ + ​​(​ ​
|− 4 + 2|​ _ 2 ​ )​​​ 

2

​ − ​|​3​​ 2​ + 7|​​

	 γ)  ​​​|6 − 9|​​​ 3​ + ​​(​ ​
|− 6 + 4|​ _ 4 ​ )​​​ 

−2

​ − ​​|​3​​ 2​|​​​ 2​​

9

 Απλοποίησε την παράσταση: 	​ A  = ​ 
​​(​α​​ 2​ ⋅ ​β​​ −1​)​​​ 3​ ⋅ ​β​​ 4​

  ___________ α ⋅ ​β​​ −5​ ⋅ β ​​ .

Στη συνέχεια, βρες την τιμή της παράστασης Α για ​α  =  2, 5​ και ​β  =  0, 8​.

10

Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα
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Αξιοποιώντας την αριθμομηχανή  υπολόγισε τους παρακάτω αριθμούς:

•	 ​​√ 
_

 5 ​ =​

•	 ​​√ 
_

 20 ​ =​

•	 ​​√ 
_

 5 ​ ⋅ ​√ 
_

 20 ​ =​

•	 ​​√ 
_

 5 ⋅ 20 ​ =​

•	 ​​ ​√ 
_

 20 ​ _ 
​√ 
_

 5 ​
 ​ =​

•	 ​​√ 
_

 ​ 20 _ 5 ​ ​ =​
Τι παρατηρείς;

 

Τετραγωνική ρίζα 
Θυμόμαστε – Μαθαίνουμε:

Τετραγωνική ρίζα ενός θετικού αριθμού α, λέγεται ο θετικός αριθμός, ο οποίος, όταν υψω-
θεί στο τετράγωνο, δίνει τον αριθμό α.

•	 Η τετραγωνική ρίζα του α συμβολίζεται με ​​√ 
_

 α ​​.    ​​​√ 
_

 α ​​​ ​
↙τετραγωνική

​           ρίζα ​ ​

	​​​​  ​
       ↖υπόρριζη

​             ποσότητα​​​
•	 Ορίζουμε επίσης: ​​√ 

_
 0 ​  =  0​.

Από τον ορισμό της τετραγωνικής ρίζας προκύπτουν τα εξής:

•	 Δεν ορίζεται ρίζα αρνητικού αριθμού γιατί δεν υπάρχει αριθμός που το τετράγωνό του να είναι αρ-
νητικός αριθμός. Για παράδειγμα δεν ορίζεται η ​​√ 

_
 − 1 ​​.

•	 Είναι λάθος να γράψουμε ​​√ 
_

 25 ​  =  − 5​  παρόλο που  ​​​(− 5)​​​ 2​  =  25​.

•	 Επίσης:

		  Aν  ​α  ≥  0​, με ​​√ 
_

 α ​  =  x​ τότε  ​​x​​ 2​  =  α​ , όπου ​x  ≥  0​.

		  Aν  ​α  ≥  0​, τότε   ​​​(​√ 
_

 α ​)​​​ 2​  =  α​.

Γενικά ισχύει ότι:	   	 	 Π.χ.  ​​√ 
_

 ​​(− 5)​​​ 2​ ​  = ​ |− 5|​  =  5​.

Ιδιότητες των ριζών
Παρατηρούμε ότι:	

•	 ​​√ 
_

 100 ⋅ 4 ​  = ​ √ 
_

 400 ​  =  20​	

•	 και	​ ​√ 
_

 100 ​ ⋅ ​√ 
_

 4 ​  =  10 ⋅ 2  =  20​.
Άρα: ​​√ 
_

 4 ⋅ 100 ​  = ​ √ 
_

 4 ​ ⋅ ​√ 
_

 100 ​​.

Επίσης

•	 ​
​√ 
_

 ​ 100 _ 4 ​ ​   = ​ √ 
_

 25 ​  =  5​	 και

•	  ​ ​√ 
_

 100 ​ _ 
​√ 
_

 4 ​
 ​ ​ = ​  10 _ 2 ​  =  5​.

Άρα:  ​​√ 
_

 ​ 100 _ 4 ​ ​   = ​  ​√ 
_

 100 ​ _ 
​√ 
_

 4 ​
 ​ ​.

1.4 |  Ιδιότητες τετραγωνικών ριζών  
              (ρίζα γινομένου και πηλίκου)

​​√ 
_

 ​x​​ 2​ ​  = ​ |x|​​
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Γενικά:
Αν α, β δύο μη αρνητικοί αριθμοί, τότε:

Το γινόμενο των τετραγωνικών ριζών τους ισούται με την τετραγωνική ρίζα του γινομένου 
τους.	

​​√ 
_

 α ​ ⋅ ​√ 
_

 β ​  = ​ √ 
_

 α ⋅ β ​​.

Παράδειγμα: 	   ​​√ 
_

 3 ​ ⋅ ​√ 
_

 12 ​  = ​ √ 
_

 3 ⋅ 12 ​  = ​ √ 
_

 36 ​  =  6​.

Σχόλιο: Παρατηρούμε ότι το γινόμενο των άρρητων αριθμών ​​√ 
_

 3 ​​ και ​​√ 
_

 12 ​​ είναι ρητός αριθμός.

Το πηλίκο των τετραγωνικών ριζών τους ισούται με την τετραγωνική ρίζα του πηλίκου 
τους.	

​​ ​√ 
_

 α ​ _ 
​√ 
_

 β ​
 ​  = ​ √ 

_

 ​ α _ β ​ ​​,   ​β  >  0​.

Παράδειγμα: 	​​  ​√ 
_

 28 ​ _ 
​√ 
_

 7 ​
 ​  = ​ √ 

_

 ​ 28 _ 7 ​ ​  = ​ √ 
_

 4 ​  =  2​.

Σχόλιο: Παρατηρούμε ότι το πηλίκο των άρρητων αριθμών ​​√ 
_

 28 ​​ και ​​√ 
_

 7 ​​ είναι ρητός αριθμός.

Αποδείξεις:
α)  ​​√ 

_
 α ​ ⋅ ​√ 

_
 β ​  = ​ √ 

_
 α ⋅ β ​​

Υψώνουμε το 1ο μέλος της εξίσωσης στο τετράγωνο:

​
​​
 ​
​​(​√ 

_
 α ​ ⋅ ​√ 

_
 β ​)​​​ 

2
​  =  ​​(​√ 

_
 α ​)​​​ 2​ ⋅ ​​(​√ 

_
 β ​)​​​ 

2
​  =  α ⋅ β​

Υψώνουμε το 2ο μέλος της εξίσωσης στο τετράγωνο:

​
​​(​√ 
_

 α ⋅ β ​)​​​ 
2
​  =  α ⋅ β​

Παρατηρούμε ότι τα δύο μέλη της εξίσωσης είναι μη αρνητικά και έχουν το ίδιο τετράγωνο ​α ⋅ β​, άρα είναι 
ίσα, δηλαδή:

​​√ 
_

 α ​ ⋅ ​√ 
_

 β ​  = ​ √ 
_

 α ⋅ β ​​.

β)  Με τον ίδιο τρόπο προκύπτει:   ​√ 
_

 α ​ _ 
​√ 
_

 β ​
 ​  = ​ √ 

_

 ​ α _ β ​ ​​,   ​β  >  0​.

Παρατηρούμε:	

​​√ 
_

 16 + 9 ​  = ​ √ 
_

 25 ​  =  5​		
​​√ 
_

 16 ​ + ​√ 
_

 9 ​  =  4 + 3  =  7​.
    Άρα:   ​​√ 

_
 16 + 9 ​  ≠  √ 

_
 16 ​ + ​√ 

_
 9 ​

Γενικά, αν α, β είναι θετικοί αριθμοί, τότε  ​​√ 
_

 α ​ + ​√ 
_

 β ​  ≠ ​ √ 
_

 α + β ​​.

Αντιλαμβάνομαι

με προσομοίωση
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1. Να αποδείξετε ότι:	  ​​√ 
_

 12 ​  =  2 ​√ 
_

 3 ​​.

Λύση:
Είναι 	​​ √ 

_
 12 ​  = ​ √ 

_
 4 ⋅ 3 ​  = ​ √ 

_
 4 ​ ⋅ ​√ 

_
 3 ​  =  2 ​√ 

_
 3 ​​.

Παρατήρηση: Ο αριθμός 12 μπορεί να αναλυθεί και με άλλον τρόπο σε γινόμενο παραγόντων π.χ. ​
12  =  2 ⋅ 6​, αλλά οι αριθμοί 2 και 6 δεν είναι τέλεια τετράγωνα (δηλαδή τετράγωνα φυσικών αριθμών).

Γενικά ισχύει:  ​​√ 
_

 ​α​​ 2​ ⋅ β ​  =  α ⋅ ​√ 
_

 β ​​,  για τους μη αρνητικούς αριθμούς α και β. 

 

2. Να αποδείξετε ότι:	​​ √ 
_

 8 ​ + ​√ 
_

 50 ​ − ​√ 
_

 32 ​  =  3 ​√ 
_

 2 ​​.

Λύση:

	 ​​√ 
_

 8 ​ + ​√ 
_

 50 ​ − ​√ 
_

 32 ​  =​√ 
_

 4 ⋅ 2 ​ + ​√ 
_

 25 ⋅ 2 ​ − ​√ 
_

 16 ⋅ 2 ​

	                              = ​√ 
_

 4 ​ ⋅ ​√ 
_

 2 ​ + ​√ 
_

 25 ​ ⋅ ​√ 
_

 2 ​ − ​√ 
_

 16 ​ ⋅ ​√ 
_

 2 ​

	                              = 2 ​√ 
_

 2 ​ + 5 ​√ 
_

 2 ​ − 4 ​√ 
_

 2 ​

	                              = ​(2 + 5 − 4)​ ⋅ ​√ 
_

 2 ​

	                              = 3 ​√ 
_

 2 ​ .​

​←​ Είναι  ​​√ 
_

 α ​ ⋅ ​√ 
_

 β ​  = ​ √ 
_

 α ⋅ β ​​ .

←​ Προκύπτει από την εφαρμογή της επιμεριστικής 
ιδιότητας.

 

3. Να αποδείξετε ότι η πλευρά α ενός τετραγώνου με εμβαδόν 20​​m​​ 2​​ είναι ​α  =  2 ​√ 
_

 5 ​  m​.

Λύση: 
Το εμβαδόν του τετραγώνου είναι: 	​​ α​​ 2​  =  20  ​m​​ 2​​,

άρα η πλευρά του τετραγώνου είναι:	​ α  = ​ √ 
_

 20 ​  m  = ​ √ 
_

 4 ⋅ 5 ​  m  = ​ (​√ 
_

 4 ​ ⋅ ​√ 
_

 5 ​)​m  =  2 ​√ 
_

 5 ​  m​.
 

Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα
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	Χαρακτήρισε ως Σωστές ή Λάθος τις προτάσεις που ακολουθούν βάζοντας ένα x στην κατάλ-
ληλη θέση.

Σωστό Λάθος

α) Η τετραγωνική ρίζα αρνητικού αριθμού δεν ορίζεται στους πραγματι-
κούς αριθμούς.

β) Το γινόμενο των τετραγωνικών ριζών δύο θετικών αριθμών είναι ίσο με 
την τετραγωνική ρίζα του γινομένου τους.

γ) Η τετραγωνική ρίζα του 25 δίνει αποτέλεσμα τους αριθμούς ​− 5​ και  5.

δ) Το πηλίκο των τετραγωνικών ριζών δύο μη αρνητικών αριθμών είναι ίσο 
με την τετραγωνική ρίζα του πηλίκου τους.

ε) Το γινόμενο των άρρητων αριθμών ​​√ 
_

 2 ​​ και ​​√ 
_

 8 ​​ είναι ρητός αριθμός.

1

	Επίλεξε τη σωστή απάντηση:

	α) Ο αριθμός  ​​√ 
_

 80 ​​  είναι ίσος με:

    		   i. ​4 ​√ 
_

 10 ​​	 ii. ​8 ​√ 
_

 10 ​​	 iii. ​4 ​√ 
_

 5 ​​	 iv. 40

	 β) Το μισό του αριθμού  ​​√ 
_

 8 ​​  είναι:

   		    i. ​​√ 
_

 4 ​​	 ii. ​​√ 
_

 2 ​​	 iii. 4	 iv. ​​√ 
_

 16 ​​

	 γ) Ένα τετράγωνο έχει εμβαδόν  50cm2 . To μήκος της πλευράς του είναι:

   		    i. 5	 ii. 25	 iii. ​2 ​√ 
_

 5 ​​	 iv. ​5 ​√ 
_

 2 ​​

	 δ) Το κλάσμα  ​​ 1 _ 
​√ 
_

 2 ​
 ​​  έχει άρρητο παρονομαστή. Ένα ισοδύναμό του με ρητό παρονομαστή είναι:

		      i. ​​ ​√ 
_

 2 ​ _ 2 ​​	 ii. ​​ 1 _ 2 ​​	 iii. ​​ ​√ 
_

 2 ​ _ 1 ​​	 iv. ​​ 1 + ​√ 
_

 2 ​ _ 2 ​​

2

	Υπολόγισε την τιμή των παραστάσεων:

	α) ​​√ 
_

 16 ⋅ 25 ​​  	 β)​​√ 
_

 ​ 81 _ 9 ​ ​​ 	 γ) ​​√ 
_

 144 ⋅ 9 ​​ 		  δ) ​​√ 
_

 ​ 225 _ 16 ​ ​​

	 ε) ​​ ​√ 
_

 200 ​ _ 
​√ 
_

 8 ​
 ​​  	 στ) ​​ ​√ 

_
 48 ​ _ 

​√ 
_

 12 ​
 ​​ 	 ζ) ​​ ​√ 

_
 128 ​ _ 

​√ 
_

 2 ​
 ​​

3

	Υπολόγισε την τιμή των παραστάσεων:

	α) ​​√ 
_

 50 ​ ⋅ ​√ 
_

 18 ​​ 	 β) ​​√ 
_

 27 ⋅ 3 ​ ⋅ ​√ 
_

 4 ​​ 	 γ) ​​√ 
_

 32 ⋅ 4 ​ ⋅ ​√ 
_

 8 ​​	 δ) ​​√ 
_

 45 ⋅ 5 ​ ⋅ ​√ 
_

 6 ​ ⋅ ​√ 
_

 3 ⋅ 2 ​​
4

	 Γράψε τις ρίζες σε απλούστερη  μορφή, όπως το παράδειγμα:	   ​​√ 
_

 12 ​  =  2 ​√ 
_

 3 ​​	

	 α) ​​√ 
_

 20 ​  =  . .  .  .  . .​ 	 β) ​​√ 
_

 32 ​  =  . .  .  .  . .​	 γ) ​​√ 
_

 75 ​  =  . .  .  .  . .​	 δ) ​​√ 
_

 72 ​  =  . .  .  .  . .​	 ε) ​​√ 
_

 1800 ​  =  . .  .  .  . .​
5
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	Απόδειξε τις ισότητες: 

	α) ​​√ 
_

 18 ​ + ​√ 
_

 50 ​ − ​√ 
_

 72 ​  =  2 ​√ 
_

 2 ​​	 β) ​​√ 
_

 12 ​ + ​√ 
_

 27 ​ − ​√ 
_

 75 ​  =  0​	 γ) ​​√ 
_

 45 ​ − ​√ 
_

 5 ​ − ​√ 
_

 80 ​  =  − 2 ​√ 
_

 5 ​​

	 δ) ​​√ 
_

 32 ​ + ​√ 
_

 18 ​ + ​√ 
_

 8 ​ + ​√ 
_

 2 ​  =  10 ​√ 
_

 2 ​​	 ε) ​​√ 
_

 27 ​ − ​√ 
_

 12 ​  = ​ √ 
_

 3 ​​	 στ) ​3 ​√ 
_

 20 ​ − ​√ 
_

 45 ​ − 4 ​√ 
_

 5 ​  =  − ​√ 
_

 5 ​​

6

	Υπολόγισε τις παραστάσεις:

	α) ​​√ 
_

 2 ​ ⋅ ​√ 
_

 8 ​ + ​√ 
_

 3 ​ ⋅ ​√ 
_

 12 ​ + ​√ 
_

 ​√ 
_

 81 ​ ​​	 β) ​​(​√ 
_

 7 ​ + ​√ 
_

 5 ​)​​(​√ 
_

 7 ​ − ​√ 
_

 5 ​)​​ 	 γ) ​​(4 ​√ 
_

 12 ​ − ​√ 
_

 3 ​)​ ⋅ ​√ 
_

 3 ​ − ​(5 ​√ 
_

 50 ​)​ ⋅ ​√ 
_

 2 ​​
7

 Υπολόγισε τις παραστάσεις:

	 α) ​​√ 
_______________

  5 + ​√ 
___________

  14 + ​√ 
_

 2 + ​√ 
_

 4 ​ ​ ​ ​​	 β) ​​√ 
____________

  3 + ​√ 
_

 9 ​√ 
_

 2 ​√ 
_

 64 ​ ​ ​ ​​	 γ) ​​ 2 ​√ 
_

 72 ​ + 4 ​√ 
_

 18 ​  ___________ 
2 ​√ 

_
 8 ​
 ​​

8

Η τετραγωνική ρίζα του 2 ήταν ο πρώτος αριθμός που ανα-
καλύφθηκε ως άρρητος, πιθανότατα από τον Ίππασο, έναν 
Πυθαγόρειο μαθηματικό στην Αρχαία Ελλάδα. Η ανακάλυψη 
αυτή αμφισβήτησε την πεποίθηση που υπήρχε μέχρι τότε, ότι 
όλοι οι αριθμοί μπορούν να εκφραστούν ως κλάσματα. 

Γενικά, οι Πυθαγόρειοι ανέπτυξαν μεθόδους για την προσέγ-
γιση άρρητων αριθμών με κλασματική αναδρομή. Η σύγχρο-
νη χρήση του συμβόλου της ρίζας καθιερώθηκε το 1525 από 
τον Christoff Rudolf. Η μελέτη της τετραγωνικής ρίζας οδήγη-
σε επίσης στην ανάπτυξη των μιγαδικών αριθμών​.

Μελετώ

το συγκεκριμένο θέμα

	
Η Τετραγωνική Ρίζα

Φανταστική γκραβούρα του φιλοσόφου 
Ιππάσου του Μεταπόντου. Από το βιβλίο 
του 1580 "Illustrium philosophorum et 
sapientum effigies ab eorum numistatibus 

extractae, του Girolamo Olgiati" .

Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα
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Ανακεφαλαίωση (Πραγματικοί αριθμοί)
Σύνολα αριθμών

•	 Φυσικοί αριθμοί ​​(ℕ)​​:		  0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, ... 

•	 Ακέραιοι αριθμοί ​​(ℤ)​​:  Είναι οι φυσικοί αριθμοί μαζί με τους αντίστοιχους αρνητικούς τους:	

​. .  .   − 5,   − 4,   − 3,   − 2,   − 1,  0,  1,  2,  3,  4,  5,   .  . .​

•	 Ρητοί αριθμοί ​​(ℚ)​​:  Είναι οι αριθμοί που έχουν ή μπορούν να πάρουν τη μορφή ενός κλάσματος   
​​ 
μ

 _ ν ​​, όπου μ, ν ακέραιοι αριθμοί με  ​v  ≠  0​.

		  Π.χ.  	​ 5  = ​  5 _ 1 ​​ ,	​ − 0, 01  =  − ​  1 _ 100 ​​ ,	​ 0, 333 .  .  .   = ​  1 _ 3 ​​.

•	 Άρρητοι λέγονται οι αριθμοί που δεν είναι ρητοί, δηλαδή οι άρρητοι αριθμοί δεν μπορούν να πά-
ρουν τη μορφή ​​ 

μ
 _ ν ​​ , όπου μ, ν ακέραιοι και  ν ≠ 0. 

		  Π.χ.  �​​√ 
_

 2 ​ ,   ​√ 
_

 3 ​ ,   ​√ 
_

 5 ​ ,   ​√ 
_

 7 ​ ,   .  . .​  ο αριθμός  ​π  =  3, 14 .  . ., ο αριθμός ​0,10100100010000..........  

•	 Πραγματικοί αριθμοί ​​(ℝ)​​:  Αποτελούνται από τους ρητούς και από τους άρρητους αριθμούς. Οι 
πραγματικοί αριθμοί αποτελούν το σύνολο όλων των αριθμών που έχουμε μελετήσει έως τώρα.

Οι πραγματικοί αριθμοί καλύπτουν πλήρως την ευθεία των αριθμών.

Οι δεκαδικοί αριθμοί που έχουν άπειρα δεκαδικά ψηφία, με ένα τμήμα επαναλαμβανόμενων 
δεκαδικών ψηφίων ονομάζονται περιοδικοί δεκαδικοί αριθμοί και το τμήμα των δεκαδικών 
ψηφίων που επαναλαμβάνεται ονομάζεται περίοδος.

Κάθε ρητός αριθμός μπορεί να γραφεί ως δεκαδικός ή περιοδικός δεκαδικός αριθμός.

Οι άρρητοι αριθμοί έχουν άπειρο πλήθος δεκαδικών ψηφίων μη περιοδικών.

Σύγκριση: 
•	 Μεγαλύτερος από δύο θετικούς ρητούς είναι εκείνος που έχει την μεγαλύτερη απόλυτη τιμή.  

		  Π.χ. ​+ 2  <  + 3​.

•	 Μεγαλύτερος από δύο αρνητικούς ρητούς είναι εκείνος που έχει την μικρότερη απόλυτη τιμή. 

		  Π.χ. ​− 2  >  − 3​.

Η απόλυτη τιμή ενός πραγματικού αριθμού α συμβολίζεται με |α| και είναι ίση με την απόστα-
ση του σημείου, που παριστάνει τον αριθμό α, από την αρχή Ο του άξονα.

Αντιλαμβάνομαι

με προσομοίωση
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Οι πράξεις στους πραγματικούς αριθμούς	

Πρόσθεση

•	 Για να προσθέσουμε δύο ομόσημους αριθμούς, προσθέτουμε τις απόλυτες τιμές τους και 
στο άθροισμά βάζουμε το πρόσημό τους.

•	 Για να προσθέσουμε δύο ετερόσημους αριθμούς, αφαιρούμε την μικρότερη απόλυτη τιμή 
από τη μεγαλύτερη και στη διαφορά βάζουμε το πρόσημο του αριθμού που έχει τη μεγα-
λύτερη απόλυτη τιμή.

Πολλαπλασιασμός

•	 Για να πολλαπλασιάσουμε δύο ομόσημους αριθμούς, πολλαπλασιάζουμε τις απόλυτες τι-
μές τους, και στο γινόμενο αυτό βάζουμε πρόσημο + .

•	 Για να πολλαπλασιάσουμε δύο ετερόσημους αριθμούς, πολλαπλασιάζουμε τις απόλυτες 
τιμές τους, και στο γινόμενο αυτό βάζουμε πρόσημο – .

Οι ιδιότητες της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασμού

Ιδιότητα Πρόσθεση Πολλαπλασιασμός
Αντιμεταθετική ​α + β  =  β + α​ ​α ⋅ β  =  β ⋅ α​

Προσεταιριστική ​α + ​(β + γ)​  = ​ (α + β)​ + γ​ ​α ⋅ ​(β ⋅ γ)​  = ​ (α ⋅ β)​ ⋅ γ​

Ουδέτερο στοιχείο ​α + 0  =  α​ ​α ⋅ 1  =  α​ 

Αντίθετος / Αντίστροφος ​α + ​(− α)​  =  0​ ​α ⋅ ​ 1 _ α ​  =  1​,  ​α  ≠  0​

Επιμεριστική α ⋅ ​(β ± γ)​  =  α ⋅ β ± α ⋅ γ​​

Επίσης ισχύουν:
•	 ​α ⋅ 0  =  0​.

•	 Αν  ​α ⋅ β  =  0​, τότε  ​α  =  0​  ή  ​β  =  0​.

•	 Αν  ​α + β  =  0​  τότε οι αριθμοί α και β λέγονται αντίθετοι.
		  Αν  ​α ⋅ β  =  1​ τότε οι αριθμοί α και β λέγονται αντίστροφοι.
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Αφαίρεση – Διαίρεση

•	 Για να βρούμε τη διαφορά δύο αριθμών, προσθέτουμε στο μειωτέο τον αντίθετο του αφαι-
ρετέου. 

​α − β  =  α + ​(− β)​​

•	 Για να βρούμε το πηλίκο δύο αριθμών (α : β, με β ≠ 0), πολλαπλασιάζουμε το διαιρετέο με 
τον αντίστροφο του διαιρέτη.

​α : β  =  α ⋅ ​ 1 _ β ​​             ή            ​​ α _ β ​  =  α ⋅ ​ 1 _ β ​​

Δυνάμεις

Η δύναμη με βάση έναν πραγματικό αριθμό α και εκθέτη ένα φυσικό αριθμό ν > 1 συμβολίζεται με αν και εί-
ναι το γινόμενο ν παραγόντων ίσων με τον αριθμό α.

​​​α​​ ν​  = ​  α ⋅ α ⋅ . .  .  ⋅ α     
ν παράγοντες

​​​

Ιδιότητες Παραδείγματα
1. ​​α​​ μ​ ⋅ ​α​​ ν​  = ​ α​​ μ+ν​​ ​​2​​ 2​ ⋅ ​2​​ 3​  = ​ 2​​ 2+3​  = ​ 2​​ 5​​
2. ​​α​​ μ​ : ​α​​ ν​  = ​ α​​ μ−ν​​ ​​3​​ 5​ : ​3​​ 3​  = ​ 3​​ 5−3​  = ​ 3​​ 2​​
3. ​​​(α ⋅ β)​​​ ν​  = ​ α​​ ν​ ⋅ ​β​​ ν​​ ​​​

(9 ⋅ 8)​​​ 2​  = ​ 9​​ 2​ ⋅ ​8​​ 2​​

4. 
​
​​(​ α _ β ​)​​​ 

ν
​  = ​  ​α​​ ν​ _ ​β​​ ν​ ​​

​
​​(​ 2 _ 3 ​)​​​ 

4

​  = ​  ​2​​ 4​ _ ​3​​ 4​ ​​

5. 
​
​​(​α​​ μ​)​​​ ν​  = ​ α​​ μν​​

​
​​(​7​​ 2​)​​​ 3​  = ​ 7​​ 2⋅3​  = ​ 7​​ 6​​

      6.
 ​​​​
​​(​ α _ β ​)​​​ 

−ν

​  =​
	​
​ ​​  ​​​(​ 

β
 _ α ​)​​​ 

ν

​​
	 ​

​​(​ 2 _ 3 ​)​​​ 
−4

​  = ​​ (​ 3 _ 2 ​)​​​ 
4

​​

Τετραγωνική ρίζα 

Τετραγωνική ρίζα ενός θετικού αριθμού α, λέγεται ο θετικός αριθμός, ο οποίος, όταν υψωθεί 
στο τετράγωνο, δίνει τον αριθμό α. 

•	 Η τετραγωνική ρίζα του α συμβολίζεται με ​​√ 
_

 α ​​.	

•	 Ορίζουμε επίσης: ​​√ 
_

 0 ​  =  0​.

•	 Επίσης:

		  Aν  ​α  ≥  0​, με ​​√ 
_

 α ​  =  x​ τότε  ​​x​​ 2​  =  α​ , όπου ​x  ≥  0​.

		  Aν  ​α  ≥  0​, τότε   ​​​(​√ 
_

 α ​)​​​ 2​  =  α​.

Γενικά:
Αν α, β δύο μη αρνητικοί αριθμοί, τότε:

•	 Το γινόμενο των τετραγωνικών ριζών τους ισούται με την τετραγωνική ρίζα του γινομένου τους.	
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​​√ 
_

 α ​ ⋅ ​√ 
_

 β ​  = ​ √ 
_

 α ⋅ β ​​.

•	 Το πηλίκο των τετραγωνικών ριζών τους ισούται με την τετραγωνική ρίζα του πηλίκου τους.	

​​ ​√ 
_

 α ​ _ 
​√ 
_

 β ​
 ​  = ​ √ 

_

 ​ α _ β ​ ​​,   ​β  >  0​.

Γενικά, αν α, β είναι θετικοί αριθμοί, τότε  ​​√ 
_

 α ​ + ​√ 
_

 β ​  ≠ ​ √ 
_

 α + β ​​.

Αυτοαξιολόγηση (Πραγματικοί αριθμοί)
Χαρακτήρισε ως Σωστές ή Λάθος τις προτάσεις, βάζοντας ένα x στην κατάλληλη θέση.

Σωστό Λάθος

1. Ο αριθμός ​− ​ 6 _ 3 ​​ είναι ρητός και ακέραιος αριθμός.

2. Ο αριθμός ​​√ 
_

 64 ​​ είναι ρητός, ακέραιος και φυσικός αριθμός. 

3. Αν ένας αριθμός έχει άπειρα δεκαδικά ψηφία τότε είναι άρρητος αριθμός.

4. Είναι ​​|5 − 2|​  =  5 + 2​.

5. Ισχύει ότι ​0,​3 ̅ ​  >  0, 3​.

6. Ο αριθμός ​​ 5 _ 11 ​​ βρίσκεται δεξιότερα στην αριθμογραμμή από τον αριθμό ​​ 1 _ 2 ​​.

7. Κάθε ρητός αριθμός έχει ή μπορεί να πάρει τη μορφή κλάσματος με ακέραιους 
όρους.
8. Κάθε ακέραιος αριθμός είναι ρητός αριθμός.

9. Ο αριθμός ​​√ 
_

 5 ​​ έχει άπειρα δεκαδικά ψηφία χωρίς κάποιο τμήμα επαναλαμβα
νομένων δεκαδικών ψηφίων.
10. Μεγαλύτερος από δύο αρνητικούς ρητούς είναι εκείνος που έχει τη μεγαλύτε-
ρη απόλυτη τιμή. 
11. Η απόλυτη τιμή ενός αρνητικού αριθμού είναι ο αντίθετός του.

12. Το γινόμενο δύο ετερόσημων αριθμών είναι αρνητικό.

13. Αν ​α − β  =  0​ τότε οι αριθμοί α και β λέγονται αντίθετοι.

14. Αν ​α ⋅ β  =  1​ τότε οι αριθμοί α και β λέγονται αντίστροφοι.	

15. Ισχύει  ​​α​​ μ​ ⋅ ​α​​ ν​  = ​ α​​ μ⋅ν​​.

16. Ο αριθμός ​​2​​ −5​​ είναι αρνητικός αριθμός.

17. Ο αριθμός ​− ​2​​ −2​​ είναι αρνητικός αριθμός.

18. Είναι ​​√ 
_

 α ⋅ β ​  = ​ √ 
_

 α ​ ⋅ ​√ 
_

 β ​​.

19. Είναι ​​√ 
_

 α + β ​  = ​ √ 
_

 α ​ + ​√ 
_

 β ​​.

20. Το διπλάσιο του αριθμού ​​√ 
_

 10 ​​ είναι ο αριθμός ​​√ 
_

 40 ​​.

   Σε αυτό το σημείο, θα πρέπει να είσαι σε θέση να ικανοποιείς όλους τους προσδοκώμενους μαθησιακούς στόχους. Γύρνα στην αρχή 
της θεματικής ενότητας και σημείωσε       στα αντίστοιχα σημεία. Υπάρχουν στόχοι που αισθάνεσαι ότι δεν έχεις ικανοποιήσει πλήρως; 
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  �Διερευνώ μαθηματικές κανονικότητες και 
τις εκφράζω με αλγεβρικές παραστάσεις 
της μορφής     y = αν2, α > 0

2.1: Κανονικότητες της μορφής  ​α ⋅ ​ν​​ 2​​

+ Ανακεφαλαίωση / Αυτοαξιολόγηση

ΚΑΝΟΝΙΚΟΤΗΤΕΣ Α.2

Στην ενότητα αυτή θα διερευνήσουμε μαθηματικές κανονικότητες της μορφής y=αx​​ 2. Θα 
ανακαλύψουμε πώς αυτές οι κανονικότητες μπορούν να περιγράψουν φαινόμενα της φύ-
σης και της καθημερινότητας. 

Είσαι έτοιμος/η να δεις πώς τα μαθηματικά μοτίβα σε βοηθούν να προβλέπεις και να εξη-
γείς τον κόσμο γύρω σου;
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Σφαιρίδια:    ….         ….              ….                      ….                             ….

α) Σημείωσε κάτω από κάθε σχήμα τον αριθμό των σφαιριδίων από τα οποία 
αποτελείται. 

β) Σχεδίασε τα δύο επόμενα σχήματα.

γ) Πόσα σφαιρίδια έχει το 6ο σχήμα και πόσα το 20ο ;

δ) Βρες τον κανόνα με τον οποίο προκύπτει κάθε επόμενο σχήμα. 

ε) Βρες έναν κανόνα με τον οποίο μπορούμε να βρούμε τα σφαιρίδια από τα 
οποία αποτελείται το ν-οστό σχήμα.

 

Τέλεια τετράγωνα
Οι αριθμοί:    1,  4,  9,  16,  25,  36,  …   είναι τα τετράγωνα των φυσικών αριθμών (​≠  0​) και ονομάζονται        
τέλεια τετράγωνα.
Τα τέλεια τετράγωνα αποτελούν μία κανονικότητα, καθώς εμφανίζονται σύμφωνα με τον κανόνα  ​​ν​​ 2​​, όπου ν 
η σειρά κάθε αριθμού. 

•	 Για  ​ν  =  1​  έχουμε:  ​​1​​ 2​  =  1​

•	 Για  ​ν  =  2​  έχουμε:  ​​2​​ 2​  =  4​

•	 Για  ​ν  =  3​  έχουμε:  ​​3​​ 2​  =  9​

•	 Για  ​ν  =  4​  έχουμε:  ​​4​​ 2​  =  16​

•	 Για  ​ν  =  5​  έχουμε:  ​​5​​ 2​  =  25​

	            κ.ο.κ.

Ο γενικός όρος της κανονικότητας είναι:   ​​α​ ν​​  = ​ ν​​ 2​​.

2.1 |  Κανονικότητες της μορφής  ​α ⋅ ​ν​​ 2​​
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Γενικά:
Η κανονικότητα:	 1α,  4α,  9α,  16α,  25α,  36α,  …	

προκύπτει από το γινόμενο των τέλειων τετραγώνων με έναν αριθμό α. 

Ο γενικός όρος της κανονικότητας είναι:  ​α ⋅ ​ν​​ 2​​.

. Παράδειγμα: 	   Η κανονικότητα  2, 8, 18, 32, 50, …  προκύπτει αν διπλασιάσουμε τα τέλεια τετράγωνα.

		    Οι αριθμοί αυτοί έχουν γενικό όρο:   ​2 ⋅ ​ν​​ 2​​.

	Τοποθετούμε τετράγωνα, όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα, ώστε το σχήμα που θα σχημα-
τιστεί να είναι επίσης τετράγωνο.

Σειρά σχήματος (ν) Σχήματα Τετραγωνάκια (x)

​ν  =  1​ 1

​ν  =  2​ 4

​ν  =  3​

​ν  =  4​

​ν  =  5​

α) Συμπλήρωσε τον παραπάνω πίνακα.

β) Βρες τον κανόνα που δίνει το πλήθος των μικρών τετραγώνων x από τα οποία αποτελείται ένα 
μεγάλο τετράγωνο πλευράς ν.

γ) Από πόσα τετραγωνάκια αποτελείται το σχήμα στην 100η σειρά;

δ) Σε ποια σειρά βρίσκεται το τετράγωνο το οποίο αποτελείται από 169 μικρά τετράγωνα;

1

Αντιλαμβάνομαι

με προσομοίωση
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	Οι Γνώμονες του Πυθαγόρα:

α) Από πόσα τετραγωνάκια αποτελείται κάθε σχήμα;

β) Σχεδίασε τα δύο επόμενα σχήματα.

γ) Πόσα τετραγωνάκια έχει το 10ο σχήμα;

δ) Πόσους τύπους που περιγράφουν το πλήθος των τετραγώνων μπορείς να βρεις;

ε) Υπολόγισε το άθροισμα των τετραγώνων των δύο, τριών και τεσσάρων πρώτων σχημάτων.

στ) Με ποιον τρόπο θα υπολόγιζες το άθροισμα των τετραγώνων των 50 πρώτων σχημάτων;

2

	Παρατήρησε το παρακάτω σχήμα και προσπάθησε να απαντήσεις στις ερωτήσεις:

                  

α) Πόσα τετράγωνα θα έχει το επόμενο σχήμα;

β) Πόσα τετράγωνα θα έχει το εικοστό σχήμα;

γ) Ποιος είναι ο τύπος που περιγράφει το πλήθος των τετραγώνων γενικά;  

δ) Προσπάθησε να «κόψεις» κατάλληλα καθένα από τα παραπάνω σχήματα ώστε να δημιουργή-
σεις τετράγωνα, όπως φαίνεται στην εικόνα: 

Σχημάτισε με τον τρόπο αυτόν το επόμενο σχήμα.

3

Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα
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	Συμπλήρωσε τους παρακάτω πίνακες με τα αντίστοιχα γινόμενα γραμμών – στηλών, όπως φαί-
νεται στο παράδειγμα:

x 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 2 4 6 8 10 12 14 16 18
3
4
5
6
7
8
9

Οι αριθμοί στη διαγώνιο αποτελούν μία κανονικότητα με γενικό όρο:	 ____________

4

	 Γράψε τα 20 πρώτα τέλεια τετράγωνα. 5
	Γράψε τους πέντε πρώτους όρους από τις κανονικότητες με γενικό όρο:

	α) ​​ν​​ 2​​	 β) ​2 ⋅ ​ν​​ 2​​	 γ) ​3 ⋅ ​ν​​ 2​​	 δ) ​10 ⋅ ​ν​​ 2​​
6

Τετραγωνικός αριθμός ή τέλειο τετράγωνο είναι ένας φυσικός αριθμός 
που είναι το τετράγωνο ενός άλλου ακέραιου αριθμού. Είναι δηλαδή το 
γινόμενο κάποιου ακέραιου με τον εαυτό του.

Ιστορική αναδρομή

Οι τετραγωνικοί αριθμοί αποτελούν μέρος της μελέτης των μαθηματικών 
από την αρχαιότητα. Στην αρχαία Ελλάδα, οι Πυθαγόρειοι ασχολήθηκαν 
με την τετραγωνική ρίζα, ειδικά μετά  την ανακάλυψη ότι η τετραγωνι-
κή ρίζα του 2 είναι άρρητος αριθμός. Ο 18ος αιώνας έφερε το θεώρημα 
των τεσσάρων τετραγώνων του Λαγκράνζ, το οποίο έδειξε ότι κάθε θε-
τικός ακέραιος μπορεί να εκφραστεί ως άθροισμα τεσσάρων τετραγωνι-
κών αριθμών. Σήμερα, οι τετραγωνικοί αριθμοί χρησιμοποιούνται στην 
επίλυση πολυωνυμικών εξισώσεων και στη θεωρία αριθμών.

Υπολογισμός τετραγωνικών αριθμών

Υπάρχουν διάφοροι τρόποι υπολογισμού τετραγωνικών αριθμών. Ένας 
από αυτούς είναι ότι ο n-οστός τετραγωνικός αριθμός μπορεί να υπολο-
γιστεί από τον προηγούμενο με τον τύπο n²=(n−1)2+(2n−1).

Μελετώ

το συγκεκριμένο θέμα

	
Οι Τετραγωνικοί αριθμοί

Ο τετραγωνικός αριθμός 
16, εκφρασμένος ως το 

άθροισμα γνωμόνων.
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Ανακεφαλαίωση (Κανονικότητες της μορφής αν2)

Οι Πυθαγόρειοι φιλόσοφοι αποτέλεσαν μια φιλοσοφική σχολή, η οποία ιδρύθηκε τον 6ο αιώνα π.Χ. από 
τον Πυθαγόρα τον Σάμιο στον Κρότωνα της Κάτω Ιταλίας. Οι γνώσεις μας για τους Πυθαγόρειους, όπως 
και για τον ίδιο τον Πυθαγόρα, προέρχονται αποκλειστικά από έργα μεταγενέστερων συγγραφέων. Οι 
Πυθαγόρειοι έβλεπαν τους αριθμούς ως πλήθος αντικειμένων, ανακαλύπτοντας τις «πυθαγόρειες τριάδες» 
και την έννοια της ασυμμετρίας, που αποτέλεσε σημαντικό επίτευγμα της σχολής τους. Επίσης, συνέδεσαν 
τους αριθμούς με την γεωμετρία. Εισήγαγαν την ιδέα των «πολυγωνικών αριθμών»: τριγωνικοί αριθμοί, 
τετραγωνικοί αριθμοί, πενταγωνικοί αριθμοί κ.λπ. Η «γεωμετρική ονοματολογία» γίνεται κατανοητή όταν οι 
αριθμοί απεικονίζονται με κουκκίδες διατεταγμένες σε σχήματα όπως τρίγωνα, τετράγωνα και πεντάγωνα.

Ομαδική δραστηριότητα

Παρατηρήστε τα παρακάτω σχήματα και προσπαθήστε να συμπληρώσετε τα σχήματα που λείπουν:

1 5

Μπορείτε να εντοπίσετε κάποιο μοτίβο στην ακολουθία των αριθμών που προκύπτει;

Αντιλαμβάνομαι

με προσομοίωση

   Σε αυτό το σημείο, θα πρέπει να είσαι σε θέση να ικανοποιείς όλους τους προσδοκώμενους μαθησιακούς στόχους. Γύρνα στην αρχή 
της θεματικής ενότητας και σημείωσε       στα αντίστοιχα σημεία. Υπάρχουν στόχοι που αισθάνεσαι ότι δεν έχεις ικανοποιήσει πλήρως; 



  �Εκφράζω ρεαλιστικές καταστάσεις με απλές 
αλγεβρικές παραστάσεις

  �Αναγνωρίζω τα μονώνυμα και τα πολυώνυ-
μα, τον βαθμό τους και υπολογίζω την αριθ-
μητική τιμή ενός πολυωνύμου. 

  �Υπολογίζω το άθροισμα, τη διαφορά και το 
γινόμενο μονωνύμων και απλών πολυωνύ-
μων κυρίως μιας μεταβλητής.

  �Διερευνώ και αποδεικνύω αλγεβρικά και ερ-
μηνεύω (όπου είναι δυνατόν) γεωμετρικά τις 
ταυτότητες: (α±β)2=α²±2αβ+β², α²-β²=(α-β)
(α+β).

  �Χρησιμοποιώ τις ταυτότητες για να μετατρέ-
πω αλγεβρικές παραστάσεις σε άλλη μορφή.

  �Αναγνωρίζω την επιμεριστική ιδιότητα ως το 
βασικό κοινό στοιχείο των πράξεων πολυω-
νύμων, των ταυτοτήτων και της παραγοντο-
ποίησης.

  �Παραγοντοποιώ απλά πολυώνυμα (κυρίως 
μιας μεταβλητής) με κοινό παράγοντα, ομα-
δοποίηση και χρήση ταυτοτήτων.

  �Προσδιορίζω το ΕΚΠ μονωνύμων και απλών 
πολυωνύμων μιας μεταβλητής.

  �Υπολογίζω το αποτέλεσμα των πράξεων με 
απλές ρητές παραστάσεις (πρόσθεση, αφαί-
ρεση, πολλαπλασιασμός, διαίρεση).

  �Απλοποιώ ρητές παραστάσεις.

3.1: Μονώνυμα 

3.2: Πράξεις με μονώνυμα

3.3: Πολυώνυμα, βαθμός πολυωνύμου, αριθμη-
τική τιμή πολυωνύμου

3.4: Άθροισμα, διαφορά και γινόμενο πολυωνύ-
μων μιας μεταβλητής

3.5: Ταυτότητες: (α±β)2=α²±2αβ+β², α²-β²=(α-β)
(α+β).

3.6: Παραγοντοποίηση πολυωνύμων με κοινό 
παράγοντα, ομαδοποίηση και ταυτότητες

3.7: ΕΚΠ πολυωνύμων

3.8: Ρητές παραστάσεις, απλοποίηση

3.9: Πολλαπλασιασμός και διαίρεση ρητών πα-
ραστάσεων

3.10: Πρόσθεση και αφαίρεση ρητών παραστά-
σεων

+ Ανακεφαλαίωση / Αυτοαξιολόγηση

•	

ΑΛΓΕΒΡΙΚΕΣ 
ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΙΣ Α.3

Στην ενότητα αυτή θα μελετήσουμε αλγεβρικές παραστάσεις, από τα μονώνυμα και τα πο-
λυώνυμα μέχρι και την εφαρμογή ταυτοτήτων. Θα μάθουμε επίσης να περιγράφουμε κατα-
στάσεις της καθημερινής ζωής μέσω αλγεβρικών παραστάσεων.
Πώς μπορείς να χρησιμοποιήσεις τις ιδιότητες των πολυωνύμων στη μοντελοποίηση προ-
βλημάτων; 
Είσαι έτοιμος/η να αξιοποιήσεις τις αλγεβρικές σου γνώσεις για την επίλυση σύνθετων 
εφαρμογών;
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Βρες την περίμετρο και το εμβα-
δόν των παρακάτω σχημάτων. 

Ποια είναι η αριθμητική τους τιμή 
αν γνωρίζεις ότι

 ​x  =  2​, ​y  =  4​ και  ​α  =  3​;

 

 Θυμόμαστε – Μαθαίνουμε:

  	      

Αριθμητικές παραστάσεις ονομάζονται οι παραστάσεις που περιέχουν πρά-
ξεις μόνο με αριθμούς.

Παραδείγματα: 	     ​1 + 2 ⋅ 3​ ,	​ 5 ⋅ 8 − ​ 1 _ 2 ​​ ,	​ 2 ⋅ ​​(− 3)​​​ 2​ + 4 : ​ 1 _ 3 ​​.

Αλγεβρικές παραστάσεις ονομάζονται οι παραστάσεις που περιέχουν πράξεις με αριθ-
μούς και μεταβλητές (ή πράξεις μόνο με μεταβλητές).

Παραδείγματα: 	    ​5x − ​ 2 _ 3 ​ xy​ ,	​​   α _ 2 ​α​​ 2​ − 3β ​​ ,	​ x + x + x​.

Αν σε μια αλγεβρική παράσταση αντικαταστήσουμε τις μεταβλητές με αριθμούς και κάνου-
με τις πράξεις, θα προκύψει ένας αριθμός που λέγεται αριθμητική τιμή ή απλά τιμή της αλ-
γεβρικής παράστασης. 

Παράδειγμα: 	 Η τιμή της αλγεβρικής παράστασης   ​2 ​x​​ 2​ + xy​   για  ​x  =  3​  και  ​y  =  − 1​,  είναι:

​2 ⋅ ​3​​ 2​ + 3 ⋅ ​(− 1)​  =  2 ⋅ 9 − 3  =  18 − 3  =  15​.

Μονώνυμα

Μονώνυμα λέγονται οι αλγεβρικές παραστάσεις οι οποίες αποτελούνται 
από τα παρακάτω: 

•	 έναν αριθμητικό παράγοντα

•	 μεταβλητές με εκθέτες φυσικούς αριθμούς,

μεταξύ των οποίων σημειώνεται μόνο η πράξη του πολλαπλασιασμού.

Μονώνυμο:

​5 ​x​​ 2​ y​

3.1 |  Μονώνυμα
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Παραδείγματα μονωνύμων:   �5x ,   x3​ ,   ​2 ​x​​ 3​ ​y​​ 2​​,   ​− ​ 1 _ 5 ​ ​α​​ 4​ β​ ,   ​​(2 − ​√ 
_

 3 ​)​x ​y​​ 3​ z​.  Ακόμη, το ​​ x _ 2 ​​ είναι μονώνυμο κα-

θώς εκφράζει το γινόμενο ​​ 1 _ 2 ​ ⋅ x​.

•	 Προσοχή, οι επόμενες παραστάσεις δεν είναι μονώνυμα:   ​​  2 _ α − 3 ​​ ,   ​2 ​√ 
_

 x ​​ ,   ​1 + 3 ​x​​ 2​​ ,   ​5 ​y​​ −2​​.  Επίσης 

το ​​ 5 _ x ​​  δεν είναι μονώνυμο καθώς ο διαιρέτης είναι μεταβλητή. 

Συμφωνούμε ακόμη να θεωρούνται και οι αριθμοί ως μονώνυμα και τα ονομάζουμε σταθερά μονώνυμα.

Παραδείγματα: 	    Οι αριθμοί  5, ​− 1​,  ​​ 1 _ 2 ​​  είναι μονώνυμα.

Σε ένα μονώνυμο:	

•	 Ο αριθμητικός παράγοντας ονομάζεται συντε-
λεστής του μονωνύμου.

•	 Το γινόμενο όλων των μεταβλητών του με τους 
αντίστοιχους εκθέτες τους, λέγεται κύριο μέρος 
του μονωνύμου.

Βαθμός μονωνύμου

Βαθμός του μονωνύμου ως προς όλες τις μεταβλητές του 
λέγεται το άθροισμα των εκθετών των μεταβλητών του.

•	 Ο εκθέτης μιας μεταβλητής λέγεται βαθμός του μονωνύμου ως προς τη μεταβλητή αυτή. 

. Παράδειγμα: 	  To μονώνυμο  ​5 ​x​​ 2​ y​  είναι:

•	 2ου  βαθμού ως προς x.

•	 1ου  βαθμού ως προς y.

•	 3ου  βαθμού ως προς x και y.

Τα σταθερά μονώνυμα, (δηλαδή οι αριθμοί) είναι μηδενικού βαθμού. Ειδικότερα, ο αριθμός 0 λέγεται μη-
δενικό μονώνυμο και δεν έχει βαθμό.

Όμοια λέγονται τα μονώνυμα που έχουν το ίδιο κύριο μέρος.

. Παράδειγμα: 	� Τα μονώνυμα: ​2 ​x​​ 2​ y​ , ​− 5 ​x​​ 2​ y​ ,  ​y ​x​​ 2​​  είναι όμοια γιατί έχουν όλα το ίδιο κύριο μέρος  
(το ​​x​​ 2​ y​).

Ειδικότερα
•	 Τα όμοια μονώνυμα που έχουν τον ίδιο συντελεστή, λέγονται ίσα. π.χ.  ​5 ​x​​ 2​ y​  και  ​5y ​x​​ 2​​.

•	 Τα όμοια μονώνυμα που έχουν αντίθετους συντελεστές, λέγονται αντίθετα.  π.χ.  ​2α ​β​​ 3​​  και  ​− 2α ​β​​ 3​​.

Αντιλαμβάνομαι

με προσομοίωση
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1. Να βρείτε τον συντελεστή, το κύριο μέρος και τον βαθμό ως προς όλες τις μεταβλητές των μονω-
νύμων:

​2 ​x​​ 3​ ​y​​ 2​​ ,     ​− ​ 1 _ 5 ​ ​α​​ 2​ β​ ,     ​​√ 
_

 2 ​ α ​β​​ 3​ γ​ ,     xy.

Λύση:

Μονώνυμα Συντελεστής Κύριο μέρος Βαθμός

​2 ​x​​ 3​ ​y​​ 2​​ 2 ​​x​​ 3​ ​y​​ 2​​ 5

​
− ​ 1 _ 5 ​ ​α​​ 2​ β​

​
− ​ 1 _ 5 ​​ ​​α​​ 2​ β​ 3

​​√ 
_

 2 ​ α ​β​​ 3​ γ​ ​​√ 
_

 2 ​​ ​α ​β​​ 3​ γ​ 5

xy 1 xy 2
 

2. Να βρείτε την αριθμητική τιμή του μονωνύμου  ​− ​ 3 _ 2 ​ ​x​​ 3​ ​y​​ 2​​ , αν  ​x  = ​  1 _ 2 ​​  και  ​y  =  − 3​.

Λύση:
Αντικαθιστούμε τις τιμές ​x  = ​  1 _ 2 ​​  και  ​y  =  − 3​ στο μονώνυμο ​− ​ 2 _ 3 ​ ​x​​ 3​ ​y​​ 2​​  και βρίσκουμε:

​− ​ 2 _ 3 ​ ​x​​ 3​ ​y​​ 2​  =  − ​ 2 _ 3 ​ ⋅ ​​(​ 1 _ 2 ​)​​​ 
3

​ ⋅ ​​(− 3)​​​ 2​  =  − ​ 2 _ 3 ​ ⋅ ​ 1 _ 8 ​ ⋅ 9  =  − ​ 18 _ 24 ​  =  − ​ 3 _ 4 ​ .​
 

	Χαρακτήρισε ως Σωστές ή Λάθος τις προτάσεις που ακολουθούν βάζοντας ένα x στην κατάλ-
ληλη θέση.

Σωστό Λάθος

α) Η παράσταση ​​ 1 _ 2 ​ ​x​​ 2​ ​y​​ 3​ z​  είναι μονώνυμο.

β) Η παράσταση ​− 5 ​x​​ −2​ ​y​​ 3​​  είναι μονώνυμο.

γ) Το μονώνυμο  ​​x​​ 5​ y​ είναι 5ου βαθμού ως προς x και y.

δ) Τα μονώνυμα ​2 ​x​​ 2​ y​ και ​2x ​y​​ 2​​  είναι ίσα.

ε) Το 0 ονομάζεται μηδενικό μονώνυμο και δεν έχει βαθμό.

1

Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα
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	Ποιες από τις παρακάτω παραστάσεις είναι μονώνυμα και ποια όχι; Αιτιολόγησε την απάντησή 
σου.

	 α) ​4 ​x​​ 3​​	 β) ​3x + 2y​	 γ) ​− 7 + 11x​	 δ) ​​ 1 _ 2 ​ z​	 ε) ​​ 1 _ ​x​​ 2​ ​​ 	 στ) ​8 ​α​​ 2​ ​β​​ −1​​

2

	Ποια από τα μονώνυμα

​2 ​x​​ 2​ y​,  ​− 2 ​y​​ 2​ x​,  ​2 ​xy​​ 2​​,  ​2 ​x​​ 2​ ​y​​ 2​​,  ​− 2xy​,  ​2y ​x​​ 2​​,

	 α) είναι όμοια;

	 β) είναι ίσα;

	 γ) είναι αντίθετα;

3

	Δίνεται το μονώνυμο ​− 5 ​x​​ 2​ ​y​​ 3​ z​.  Συμπλήρωσε τα κενά στις παρακάτω προτάσεις:

•	 Το μονώνυμο έχει συντελεστή ………… και κύριο μέρος ……… 

•	 Είναι  ……… βαθμού ως προς x, είναι  ……… βαθμού ως προς y και είναι  ……… βαθ-
μού ως προς z.

•	 Είναι  ……… βαθμού ως προς x, y και z.

•	 Το αντίθετό του είναι το μονώνυμο ………… και το όμοιό του που έχει συντελεστή το 3 εί-
ναι το μονώνυμο ………….

4

	 Βρες τον συντελεστή, το κύριο μέρος και τον βαθμό των μονωνύμων:

Μονώνυμα Συντελεστής Κύριο μέρος Βαθμός ως προς όλες 
τις μεταβλητές

​− x ​y​​ 7​​

​​ 1 _ 10 ​ ⋅ ​κ​​ 3​ ​λ​​ 2​​

​4 ​√ 
_

 2 ​ ⋅ αβ​

​5x​
5

5

	Βρες την αριθμητική τιμή του μονωνύμου:

	α) ​3 ​x​​ 2​ y​ ,   για  ​x  =  2​  και ​y  =  5​.

	 β) ​​ 1 _ 2 ​ ​x​​ 3​ y​ ,   για  x  =  − 1​ και ​y  =  0, 1​.

	 γ) ​− 4 ​κ​​ 2​ ​λ​​ 2​​ ,   για  ​κ  =  − 0, 25​ και ​λ  =  4​.

6
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	Κατασκεύασε ένα μονώνυμο με μεταβλητές x και y, το οποίο:

	α) είναι 3ου βαθμού ως προς x και 2ου βαθμού ως προς y.

	 β) είναι 3ου βαθμού ως προς x και y.

	 γ) είναι όμοιο με το μονώνυμο ​− 3x ​y​​ 5​​.

	 δ) είναι ίσο με το μονώνυμο ​​2​​ 2​ ​xy​​ 3​​.

	 ε) είναι αντίθετο του ​​ 1 _ 10 ​ ​x​​ 5​ y​.

7

 Βρες τις τιμές των αριθμών μ και v, αν γνωρίζεις ότι το μονώνυμο ​− 2 ​x​​ μ​ ​y​​ ν​ ​z​​ 4​​, είναι μηδενικού 
βαθμού ως προς y και 9ου βαθμού ως προς x, y και z.

Στη συνέχεια βρες την τιμή του μονωνύμου για ​x  =  − 1​, ​y  =  6​ και ​z  =  − 2​.

8

Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα
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Ποιο μονώνυμο εκφράζει το εμβαδόν 
του χρωματισμένου γκρι μέρους στο 
διπλανό σχήμα;  

Πρόσθεση – Αφαίρεση μονωνύμων
Προσθέτουμε (ή αφαιρούμε) όμοια μονώνυμα σύμφωνα με την επιμεριστική ιδιότητα, όπως φαίνεται πα-
ρακάτω: 

Παραδείγματα: 	 	 ​2 ​x​​ 2​ + 5 ​x​​ 2​  = ​ (2 + 5)​ ⋅ ​x​​ 2​  =  7 ​x​​ 2​​.

			​​   x​​ 3​ y − 4 ​x​​ 3​ y  = ​ (1 − 4)​ ⋅ ​x​​ 3​ y  =  − 3 ​x​​ 3​ y​.

Γενικά:

Το άθροισμα όμοιων μονωνύμων είναι μονώνυμο όμοιο με αυτά και έχει συντελεστή το 
άθροισμα των συντελεστών τους.

	 Σχόλιο: Αν τα μονώνυμα δεν είναι όμοια τότε το άθροισμά τους δεν είναι μονώνυμο.      Π.χ.  ​2x + ​x​​ 2​​.

Πολλαπλασιασμός μονωνύμων
. Παράδειγμα: 	 ​​(2 ​x​​ 2​)​ ⋅ ​(5 ​x​​ 4​)​  = ​ (2 ⋅ 5)​ ⋅ ​(​x​​ 2​ ⋅ ​x​​ 4​)​  =  10 ​x​​ 2+4​  =  10 ​x​​ 6​​.	
	 ↑                               ↑
	                           Προσεταιριστική             Ιδιότητα
	                                         ιδιότητα                 α​​ μ​ ⋅ ​α​​ ν​  = ​ α​​ μ+ν​​

Γενικά:

Το γινόμενο μονωνύμων είναι μονώνυμο με:

•	 συντελεστή το γινόμενο των συντελεστών τους και

•	 κύριο μέρος το γινόμενο όλων των μεταβλητών τους με εκθέτη κάθε μεταβλητής 
το άθροισμα των εκθετών της.

3.2 |  Πράξεις με μονώνυμα
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Διαίρεση μονωνύμων

Παραδείγματα: 	 ​​(8 ​x​​ 5​)​:​(6 ​x​​ 2​)​  = ​  8 ​x​​ 5​ _ 6 ​x​​ 2​ ​  = ​  8 _ 6 ​ ⋅ ​ ​x​​ 5​ _ ​x​​ 2​ ​  = ​  4 _ 3 ​ ​x​​ 5−2​  = ​  4 _ 3 ​ ​x​​ 3​​.		
			          	                ↑
				            Ιδιότητα ​​ ​α​​ μ​ _ ​α​​ ν​ ​  = ​ α​​ μ−ν​​

			​​   (6x ​y​​ 2​)​:​(− 2x ​y​​ 5​)​  = ​ 
6x ​y​​ 2​

 _ − 2x ​y​​ 5​ ​  = ​  6 _ − 2 ​ ⋅ ​ x _ x ​ ⋅ ​ 
​y​​ 2​

 _ ​y​​ 5​ ​  =  − 3 ​x​​ 0​ ​y​​ −3​  = ​  − 3 _ ​y​​ 3​ ​​.

			          	                         ↑	                   ↑
				                      Ιδιότητα            Είναι ​​α​​ 0​  =  1​
				                      ​​ ​α​​ μ​ _ ​α​​ ν​ ​  = ​ α​​ μ−ν​​         και ​​α​​ −ν​  = ​  1 _ ​α​​ ν​ ​​

Παρατήρηση: Το πηλίκο των μονωνύμων στο πρώτο παράδειγμα είναι μονώνυμο ​​(​ 4 _ 3 ​ ​x​​ 3​)​​, ενώ στο δεύτερο 

παράδειγμα, το πηλίκο δεν είναι μονώνυμο γιατί περιέχει διαίρεση διά μεταβλητή ​​(− ​ 3 _ ​y​​ 3​ ​)​​. 

1. Να κάνετε τις πράξεις:

	 α) ​ 1 _ 3 ​ ​α​​ 2​ β + 2 ​α​​ 2​ β − ​α​​ 2​ β	 β) ​​(6 ​x​​ 2​)​ ⋅ ​(− ​ 2 _ 3 ​ x)​​	 γ) ​​(2y)​:​(​ 2 _ 3 ​ ​y​​ 3​)​​

Λύση:

	 α) ​​ 1 _ 3 ​ ​α​​ 2​ β + 2 ​α​​ 2​ β − ​α​​ 2​ β  = ​ (​ 1 _ 3 ​ + 2 − 1)​ ⋅ ​α​​ 2​ β  = ​ (​ 1 _ 3 ​ + 1)​ ⋅ ​α​​ 2​ β  = ​ (​ 1 _ 3 ​ + ​ 3 _ 3 ​)​ ⋅ ​α​​ 2​ β  = ​  4 _ 3 ​ ⋅ ​α​​ 2​ β​.

	 β) ​​(6 ​x​​ 2​)​ ⋅ ​(− ​ 2 _ 3 ​ x)​  = ​ (− 6 ⋅ ​ 2 _ 3 ​)​​(​x​​ 2​ x)​  =  − 4 ​x​​ 3​​.	

	 γ) ​​(2y)​:​(​ 2 _ 3 ​ ​y​​ 3​)​  = ​ 
​ 2 _ 1 ​ ⋅ y

 _ 
​ 2 _ 3 ​ ⋅ ​y​​ 3​

 ​  = ​  6 _ 2 ​ ⋅ ​y​​ 1−3​  =  3 ​y​​ −2​  = ​  3 _ ​y​​ 2​ ​​.

 

Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα
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2. Να βρείτε τα μονώνυμα που εκφράζουν:

α) την περίμετρο και 	

β) το εμβαδόν του  σχήματος.

Λύση:
α) Παρατηρούμε ότι:

​AB  =  ZE + ΔΓ  =  x + x  =  2x​  και  

​BΓ  =  ΑZ + ΕΔ  =  x + x  =  2x​.

Επομένως η περίμετρος του σχήματος είναι:

	​ Π  =  ΑΒ + ΒΓ + ΓΔ + ΔΕ + ΕΖ + ΖΑ =

	 = 2x + 2x + x + x + x + x =

	 = 8x.​

Άρα: 	​ Π  =  8x​.

β)  1ος τρόπος:

Χωρίζουμε το σχήμα σε τρία τετράγωνα 
πλευράς x, επομένως το εμβαδόν του σχήμα-
τος είναι:

​Ε  = ​ x​​ 2​ + ​x​​ 2​ + ​x​​ 2​  =  3 ​x​​ 2​​.

   2ος τρόπος:

Συμπληρώνουμε το μεγάλο τετράγωνο, το 
οποίο έχει πλευρά 2x. Το εμβαδόν του σχήμα-
τος είναι:

​Ε  = ​​ (2x)​​​ 2​ − ​x​​ 2​  =  4 ​x​​ 2​ − ​x​​ 2​  =  3 ​x​​ 2​​.
Σε κάθε περίπτωση το εμβαδόν του σχήματος 

εκφράζεται από τη σχέση:			 
		  ​Ε  =  3 ​x​​ 2​​.
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	Χαρακτήρισε ως Σωστές ή Λάθος τις προτάσεις που ακολουθούν βάζοντας ένα x στην κατάλ-
ληλη θέση.

Σωστό Λάθος
α) Το άθροισμα δύο μονωνύμων είναι μονώνυμο. 

β) Το άθροισμα δύο όμοιων μονωνύμων είναι μονώνυμο όμοιο με αυτά. 

γ) Ο συντελεστής του γινομένου δύο μονωνύμων είναι το γινόμενο των συ-
ντελεστών τους.
δ) Η διαίρεση δύο μονωνύμων είναι πάντοτε μονώνυμο.

ε) Πολλαπλασιάζουμε μονώνυμα μόνο αν αυτά είναι όμοια. 

1

	Αντιστοίχισε τις πράξεις με το σωστό αποτέλεσμα:

α)  ​​3x​​ 3​ ⋅ 2x​ i.  ​6 ​x​​ 3​​

β)  ​​12x​​ 4​ : (2 ​x)​​ 2​​ ii.  ​6 ​x​​ 4​​

γ)  ​​3x​​ 2​ + 2 ​x​​ 2​​ iii.  ​6 ​x​​ 2​​

δ)  ​2x ⋅ 3 ​x​​ 2​​ iv.  ​4 ​x​​ 2​​

ε)  ​​5x​​ 2​ − 1 ​x​​ 2​​ v.  ​5 ​x​​ 2​​

2

	Κάνε τις παρακάτω προσθέσεις και αφαιρέσεις.   

	α) ​4 ​x​​ 2​ + 5 ​x​​ 2​​	 β) ​9 ​x​​ 3​ − 4 ​x​​ 3​​	 γ) ​12 ​α​​ 4​ − 15 ​α​​ 4​ + ​α​​ 4​​	 δ) ​2 ​y​​ 3​ + ( − 2 ​y​​ 3​ )​

	 ε) ​6 ​y​​ 4​ + 3 ​y​​ 4​ − ​y​​ 4​​	 στ) ​​ 1 _ 4 ​ ​α​​ 3​ + 0, 5 ​α​​ 3​ − ​α​​ 3​​	 ζ) ​4 ​√ 
_

 2 ​ ​x​​ 3​ − ​√ 
_

 2 ​ ​x​​ 3​ + 2 ​√ 
_

 2 ​ ​x​​ 3​​

3

	Βρες τα γινόμενα:

	α) ​3x ⋅ 7 ​x​​ 3​​	 β) ​4x ⋅ ​(− 6x)​​	 γ) ​​ 5 _ 2 ​ ​κ​​ 2​ ⋅ 4κ​	 δ) ​− ​α​​ 2​ ⋅ ​(− 2 ​α​​ 3​)​​	

	 ε) ​4 ​y​​ 4​ ⋅ ​(− 0, 2y)​​ 	 στ) ​​​(2x)​​​ 2​ ⋅ ​​(​x​​ 2​)​​​ 3​​	 ζ) ​− 3 ​α​​ 5​ ⋅ ​(− ​ 2 _ 3 ​ α)​ ⋅ ​(​ 5 _ 2 ​ ​α​​ 3​)​​ 

4
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	 Βρες τα πηλίκα:

	 α) ​10 ​y​​ 4​ : 2 ​y​​ 3​​	 β) ​12x:​(− 16x)​​	 γ) ​− 6 ​x​​ 2​ :​(− 4 ​x​​ 3​)​​ 	 δ)  ​​ 8 _ 3 ​​  α2 : (4α4)

	 ε) ​​6y​​ 3​ :​(− 0, 1y)​​ 	 στ) ​​(​ 1 _ 5 ​ ​x​​ 8​)​:​(​ 3 _ 10 ​ ​x​​ 2​)​​	 ζ) ​​​(− 4α)​​​ 2​ : ​​(2 ​α​​ 3​)​​​ 2​​ 

5

	Κάνε τις πράξεις:

	α) ​​(​4x​​ 3​ − 2 ​x​​ 3​)​ ⋅ ​(5 ​x​​ 2​ − ​x​​ 2​)​​	 β) ​​(− 5 ​x​​ 4​ − ​x​​ 4​)​:​(6x + x − 4x)​​	 γ) ​​ ​x​​ 2​ ⋅ x + 5 ​x​​ 3​ _ 3 ​x​​ 3​ − ​x​​ 3​ ​​	

	 δ) ​​​(​x​​ 2​)​​​ 4​ : ​​(− ​ 3 _ 4 ​ x)​​​ 
2

​​  	 ε) ​​ ​​
(​x​​ 2​)​​​ 2​ ⋅ ​​(− x)​​​ 3​ ⋅ 2x  ___________ ​x​​ 3​ + 3 ​x​​ 3​ ​​	  στ) ​− ​ 1 _ 3 ​ ​α​​ 3​ ⋅ ​​(− 3α)​​​ 2​ + ​ ​​

(− 2 ​α​​ 2​)​​​ 3​ _ 2α ​​

6

	Για ένα ορθογώνιο γνωρίζουμε ότι έχει μήκος α και πλάτος β. Βρες την αλγεβρική παράσταση 
που εκφράζει: 

	 α) την περίμετρο και 

	 β) το εμβαδόν του ορθογωνίου. 

	 Ποια από τις αλγεβρικές παραστάσεις που προέκυψαν είναι μονώνυμο;

7

 Δίνεται τετράγωνο πλευράς x. Βρες το μονώνυμο που περιγράφει:

	 α) την περίμετρο του τετραγώνου.

	 β) το εμβαδόν του τετραγώνου.

	 γ) τη διαγώνιο του τετραγώνου.

8

 Στο τετράγωνο πλευράς x της άσκησης 8, διπλασιάζουμε την πλευρά του. Εξέτασε πώς μετα-
βάλλονται: 

	 α) η περίμετρος,  β) το εμβαδόν γ) η διαγώνιος του τετράγωνου.

9

Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα
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Κάνε τις πράξεις στα παρακάτω μονώνυμα:

•	 ​​x​​ 2​ + 2 ​x​​ 2​ =​……………………….
•	 ​​α​​ 5​ − 2 ​α​​ 5​ =​……………………….

Οι παραστάσεις που προκύπτουν είναι μονώνυμα; Ποιος είναι ο βαθμός τους;

Προσπάθησε να κάνεις τις πράξεις και στην παράσταση  ​​x​​ 3​ + 2 ​x​​ 2​ − x​. Τι παρα-
τηρείς;

 

Πολυώνυμα
Στην προηγούμενη παράγραφο είδαμε, ότι το άθροισμα όμοιων μονωνύμων είναι μονώνυμο όμοιο με αυτά. 

. Παράδειγμα: 	​ 4 ​x​​ 2​ + 2 ​x​​ 2​  =  6 ​x​​ 2​​.

Αν όμως τα μονώνυμα δεν είναι όμοια, τότε το άθροισμά τους δεν είναι μονώνυμο.     π.χ. 	​2 ​x​​ 3​ + 5 ​x​​ 2​ + 1​. 

Η παράσταση αυτή ονομάζεται πολυώνυμο.

Γενικά:

Αν δύο τουλάχιστον μονώνυμα δεν είναι όμοια, τότε το άθροισμά 
τους δεν είναι μονώνυμο αλλά μια αλγεβρική παράσταση, που 
λέγεται πολυώνυμο. 

Πολυώνυμο

​4 ​x​​ 2​ + 3x − 1​

Ένα πολυώνυμο μπορεί να περιέχει περισσότερες από μία μεταβλητές.    π.χ.	​ 2 ​x​​ 2​ y + 3x ​y​​ 3​ + xy​.

Κάθε μονώνυμο που περιέχεται σε ένα πολυώνυμο λέγεται όρος του πολυωνύμου.

. Παράδειγμα: 	 Το πολυώνυμο 	  ​​4 ​x​​ 2​   ⎵ ​   ​+ 3x   ⎵ ​   ​− 1    ⎵ ​​ ,    έχει τρεις όρους. 
                                                                 όρος όρος όρος

•	 Αν το πολυώνυμο έχει δύο όρους λέγεται διώνυμο.		  π.χ.	​ 2 ​x​​ 2​ − 6x​.

•	 Αν το πολυώνυμο έχει τρεις όρους λέγεται τριώνυμο.		  π.χ.	​​ x​​ 2​ + 2x + 3​.

Δεχόμαστε ότι κάθε μονώνυμο είναι και πολυώνυμο. Συμφωνούμε ακόμη να θεωρούνται και οι αριθμοί ως 
πολυώνυμα και τα ονομάζουμε σταθερά πολυώνυμα.

Βαθμός πολυωνύμου
Αν το πολυώνυμο έχει μία μεταβλητή, για παράδειγμα το x, τότε ο μεγαλύτερος εκθέτης του x λέγεται βαθ-
μός του πολυωνύμου.

3.3 |  Πολυώνυμα. Βαθμός πολυωνύμου,  
                 αριθμητική τιμή πολυωνύμου.
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. Παράδειγμα: 	

Βαθμός 
     ​
4x ​​​​​ ​2​​​​ 

↓
 ​ + 3x − 1​

Ο βαθμός του πολυωνύμου ​4 ​x​​ 2​ + 3x − 1​  είναι ο μεγαλύτερος εκθέτης του x, 
δηλαδή το 2. 

Λέμε ότι το πολυώνυμο είναι 2ου βαθμού.

Γενικά:

Βαθμός ενός πολυωνύμου ως προς μία ή περισσότερες μεταβλητές του, είναι ο μεγαλύτε-
ρος από τους βαθμούς των όρων του.

. Παράδειγμα: 	 Το πολυώνυμο  ​2 ​x​​ 2​ y + 3x ​y​​ 3​ − xy​, είναι:

•	 2ου  βαθμού ως προς x.	 (Ο μεγαλύτερος εκθέτης του x είναι 2).

•	 3ου  βαθμού ως προς y.	 (Ο μεγαλύτερος εκθέτης του y είναι 3).

•	 4ου  βαθμού ως προς x και y.	� (Ο μεγαλύτερος από τους βαθμούς των όρων του είναι το 4, 

							​​       2 ​x​​ 2​ y   ⏟
 

    
 ​  + ​3x ​y​​ 3​   ⏟

 
   

 ​    ​− xy   ⏟
 

 
 ​​ . 

							         3ου         4ου      2ου  
						                       βαθμού  βαθμού βαθμού )

Τα σταθερά πολυώνυμα (δηλαδή οι αριθμοί) είναι μηδενικού βαθμού. Ειδικότερα ο αριθμός 0 λέγεται μηδε-
νικό πολυώνυμο και δεν έχει βαθμό.

Αριθμητική τιμή πολυωνύμου  
Αν ένα πολυώνυμο έχει μία μεταβλητή, για παράδειγμα το x, μπορούμε να το συμβολίσουμε ως ​A​(x)​​, (ή ​B​(x)​​ 
ή ​P​(x)​​ κ.α.). Για ευκολία συνήθως γράφουμε ένα πολυώνυμο κατά τις φθίνουσες δυνάμεις του x:

Κατά τις  
φθίνουσες  
δυνάμεις  

​P​(x)​  =  5 ​x​​ 2​ + 2 + 3 ​x​​ 4​ − x       ​       ⎯ → ​       P​(x)​  =  3 ​x​​ 4​ + 5 ​x​​ 2​ − x + 2​.

Αν σε ένα πολυώνυμο αντικαταστήσουμε τις μεταβλητές με αριθμούς και κάνουμε τις πράξεις, θα προκύψει 
ένας αριθμός που λέγεται αριθμητική τιμή ή απλά τιμή του πολυωνύμου. 

. Παράδειγμα: 	 Βρείτε την τιμή του πολυωνύμου  ​P​(x)​  =  2 ​x​​ 3​ − x + 1​,  για ​x  =  − 2​.

Λύση:  Αντικαθιστούμε το x με το ​− 2​ και κάνουμε τις πράξεις:	

​P​(− 2)​  =  2 ⋅ ​​(− 2)​​​ 3​ − ​(− 2)​ + 1  =  2 ⋅ ​(− 8)​ + 2 + 1  =  − 16 + 3  =  − 13​.

Ίσα πολυώνυμα

Δύο πολυώνυμα είναι ίσα, όταν έχουν όρους ίσα μονώνυμα.

. Παράδειγμα: 	 Για ποιες τιμές των α, β και γ τα πολυώνυμα  ​​x​​ 2​ + 2x − 5​  και  ​α ​x​​ 2​ + βx + γ​  είναι ίσα; 

Λύση: Τα πολυώνυμα είναι ίσα αν:

​α  =  1​ ,  ​β  =  2​  και  ​γ  =  − 5​.
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1. Δίνεται το πολυώνυμο  ​2 ​x​​ 4​ y + 3x ​y​​ 5​ − ​x​​ 2​ ​y​​ 2​​.

α) Να βρείτε τον βαθμό του πολυωνύμου:

•	 ως προς x

•	 ως προς y

•	 ως προς x και y.

β) Να βρείτε την τιμή του πολυωνύμου για ​x  = ​  1 _ 2 ​​ και ​y  =  − 1​.

Λύση:
α) Ο βαθμός του πολυωνύμου ​2 ​x​​ 4​ y + 3x ​y​​ 5​ − ​x​​ 2​ ​y​​ 2​​ ,

•	 ως προς x, είναι:	 4,

•	 ως προς y, είναι:	 5,

•	 ως προς x και y, είναι:	 6.

β) Η τιμή του πολυωνύμου  ​2 ​x​​ 4​ y + 3x ​y​​ 5​ − ​x​​ 2​ ​y​​ 2​​,  για ​x  = ​  1 _ 2 ​​ και ​y  =  − 1​ είναι:

	​ 2 ⋅ ​​(​ 1 _ 2 ​)​​​ 
4

​ ⋅ ​(− 1)​ + 3 ⋅ ​ 1 _ 2 ​ ⋅ ​​(− 1)​​​ 5​ − ​​(​ 1 _ 2 ​)​​​ 
2

​ ⋅ ​​(− 1)​​​ 2​  =  − 2 ⋅ ​ 1 _ 16 ​ − ​ 3 _ 2 ​ − ​ 1 _ 4 ​

	 	                                               = − ​ 1 _ 8 ​ − ​ 3 _ 2 ​ − ​ 1 _ 4 ​ =

	 	                                               = − ​ 1 _ 8 ​ − ​ 12 _ 8 ​ − ​ 2 _ 8 ​  =  − ​ 15 _ 8 ​ .​
 

2. Δίνεται το πολυώνυμο ​P​(x)​  = ​ x​​ 3​ − 2x + 4​. Να βρείτε τα πολυώνυμα: ​P​(− 3x)​​  και  ​P​(​x​​ 2​)​​.

Λύση:

Σχόλιο:  Σε ένα πολυώνυμο, όπως το ​P​(x)​  = ​ x​​ 3​ − 2x + 4​,  θεωρούμε ότι 
το x εκφράζει μια «άδεια θέση» στην οποία μπορούμε να τοποθετήσουμε 
αριθμούς, κλάσματα, μεταβλητές, ακόμη και παραστάσεις. ​​

P​(. . .)​  =  .. ​.​​ 3​ − 2 ⋅ . .  .  + 4​

•	 Αν στο ​P​(x)​  = ​ x​​ 3​ − 2x + 4​, θέσουμε όπου x την παράσταση ​− 3x​, έχουμε: 

​P​(− 3x)​  = ​​ (− 3x)​​​ 3​ − 2​(− 3x)​ + 4  =  − 27 ​x​​ 3​ + 6x + 4​.

•	 Αν στο ​P​(x)​  = ​ x​​ 3​ − 2x + 4​, θέσουμε όπου x το ​​x​​ 2​​, έχουμε: 

​P​(​x​​ 2​)​  = ​​ (​x​​ 2​)​​​ 3​ − 2​(​x​​ 2​)​ + 4  = ​ x​​ 6​ − 2 ​x​​ 2​ + 4​.

 

Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα
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	Συμπλήρωσε τα κενά στις παρακάτω προτάσεις:

	α) �Βαθμός ενός πολυωνύμου ως προς μία ή περισσότερες μεταβλητές του, είναι ο …………………. 
από τους βαθμούς των όρων του.

	 β) �Κάθε αριθμός μπορεί να θεωρηθεί και ως πολυώνυμο, οπότε λέγεται ……………….. πολυώνυ-
μο. Ειδικότερα, ο αριθμός μηδέν λέγεται μηδενικό πολυώνυμο και δεν έχει ………………………., 
ενώ κάθε άλλο σταθερό πολυώνυμο είναι ……………….. βαθμού.

1

	Δίνεται το πολυώνυμο ​− 3 ​x​​ 2​ y + 6 ​x​​ 3​ − 8x ​y​​ 4​​. Συμπλήρωσε τα κενά:

	α) Το πολυώνυμο  αποτελείται από ……… όρους. 

	 β) �Ο βαθμός του πολυωνύμου ως προς x είναι ……… , ως προς y είναι ……… και ως προς x και 
y είναι ……… 

2

	Υπολόγισε την αριθμητική τιμή του πολυωνύμου ​Ρ(x )   =  3 ​x​​ 2​ − 5x + 2​ για: 

	α) ​x  =  5​	 β) ​x  =  − 1​	 γ) ​x  =  − ​ 1 _ 2 ​​
3

	Υπολόγισε την αριθμητική τιμή του πολυωνύμου ​− 2 ​x​​ 4​ y + ​x​​ 2​ ​y​​ 3​ + 3x ​y​​ 5​​  για  ​x  =  − 1​  και  ​y  =  2​.4

	 Δίνεται το πολυώνυμο ​P​(x)​  =  5 ​x​​ 3​ + 8 − 4x − 2 ​x​​ 4​​.

	 α) Γράψε το πολυώνυμο κατά τις φθίνουσες δυνάμεις του x και βρες τον βαθμό του.

	 β) Απόδειξε ότι ​P​(− 1)​  =  P​(1)​ − 2 ​.

5

	Δίνεται το πολυώνυμο ​P​(x)​  =  α ​x​​ 3​ + β ​x​​ 2​ + γx + δ​. Βρες τις τιμές των α, β, γ και δ, ώστε το πο-
λυώνυμο ​P​(x)​​ να είναι ίσο με το ​Q​(x)​  =  4 ​x​​ 3​ − 2x + 5​.

6

	Δίνονται τα πολυώνυμα ​Α​(x)​  = ​ x​​ 3​ + 4 ​x​​ 2​ − x + 2​  και  ​Β​(x)​  = ​ (α + 1)​ ​x​​ 3​ + ​(β − 2)​ ​x​​ 2​ + γx + ​√ 
_

 δ ​​. 
Βρες τις τιμές των α, β, γ και δ, ώστε ​Α​(x)​  =  Β​(x)​​.

7
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 Δίνεται το πολυώνυμο  ​P​(x)​  =  3 ​x​​ 3​ − 4 ​x​​ 2​ − x​. Βρες τα πολυώνυμα:

	 α) ​P​(2x)​​	 β) ​P​(− x)​​	 γ) ​P​(​x​​ 2​)​​
8

 Για ένα ορθογώνιο γνωρίζουμε ότι έχει μήκος  ​2x + 3​  και πλάτος  ​x − 1​. 

	 α) Βρες το πολυώνυμο που περιγράφει την περίμετρο του ορθογωνίου. 

	 β) Υπολόγισε την περίμετρο του ορθογωνίου αν ​x  = ​  1 _ 2 ​​.

9

 Προσδιόρισε το πολυώνυμο που εκφράζει το μήκος και το εμβαδόν κύκλου διαμέτρου ​10x. 10

Ιστορική αναδρομή

Η ιστορία των πολυωνύμων ξεκινά από την αρχαιότητα, αλλά η πλήρης 
ανάπτυξή τους ήρθε κατά την Αναγέννηση με την επίλυση των πολυωνυ-
μικών εξισώσεων. 

Η εύρεση των ριζών των πολυωνύμων είναι ένα από τα παλαιότερα μαθη-
ματικά προβλήματα. Πριν τον 15ο αιώνα, οι αλγεβρικές εξισώσεις εκφράζο-
νταν με λέξεις. Οι Κινέζοι το 200 π.Χ. στο βιβλίο «Αριθμητική σε εννιά στά-
δια», περιγράφουν σε ένα πρόβλημα: τρία μέρη μιας καλής σοδειάς, δύο 
μέρη μιας μέτριας σοδειάς, και ένα μέρος μιας κακής σοδειάς πωλούνται για 
29 dou, το οποίο θα μπορούσε να γραφτεί σήμερα ως 3x + 2y + z = 29, δη-
λαδή να έχει τη μορφή πολυωνυμικής εξίσωσης.

Μελετώ

το συγκεκριμένο θέμα

	
Τα πολυώνυμα

Το γράφημα ενός πολυωνύμου, 
βαθμού 6.

Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα
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Ένα εργοστάσιο αυτοκινήτων για να κατα-
σκευάσει x αυτοκίνητα ξοδεύει καθημερινά 
1.500€ σε υλικά για κάθε αυτοκίνητο, 8.000€ 
σε μισθούς και ​​ 2 _ 3 ​ x​​ 2​​ για τα έξοδα συντήρησης 
του εργοστασίου και την μεταφορά. 

•	 Πόσα χρήματα απαιτούνται καθημερινά 
για την κατασκευή x αυτοκινήτων;

•	 Πόσα χρήματα απαιτούνται για την κατα-
σκευή 4 αυτοκινήτων;

 

Πρόσθεση – Αφαίρεση πολυωνύμων
Οι μεταβλητές ενός πολυωνύμου εκφράζουν αριθμούς και γι´ αυτό στις πράξεις μεταξύ πολυωνύμων ισχύ-
ουν οι ιδιότητες των πράξεων των πραγματικών αριθμών.

. Παράδειγμα: 	  Έστω τα πολυώνυμα  ​A​(x)​  =  2 ​x​​ 3​ + 3 ​x​​ 2​ + 5​   και   ​B​(x)​  = ​ x​​ 3​ + 3 ​x​​ 2​ − x + 3​.

•	 Πρόσθεση:

	 ​A​(x)​ + B​(x)​  = ​ (2 ​x​​ 3​ + 3 ​x​​ 2​ + 5)​ + ​(​x​​ 3​ + 3 ​x​​ 2​ − x + 3)​ =

	                      = ​2 ​x​​ 3​ 
‾

​ ​+ 3 ​x​​ 2​ ​  ​+ 5   ⎵ ​  ​+ ​x​​ 3​ 
‾

​ ​+ 3 ​x​​ 2​ ​ − x  ​+ 3   ⎵ ​ =

	                     = ​(2 + 1)​ ​x​​ 3​ + ​(3 + 3)​ ​x​​ 2​ − x + ​(5 + 3)​ =

	                     = 3 ​x​​ 3​ + 6 ​x​​ 2​ − x + 8.​

​←​ Απαλείφουμε τις παρενθέσεις.

​←​ Κάνουμε αναγωγή ομοίων όρων.

​←​ Εκτελούμε τις πράξεις.

•	 Αφαίρεση:

	 ​A​(x)​ − B​(x)​  = ​ (2 ​x​​ 3​ + 3 ​x​​ 2​ + 5)​ − ​(​x​​ 3​ + 3 ​x​​ 2​ − x + 3)​ =

	                      = ​2 ​x​​ 3​ 
‾

​ ​+ 3 ​x​​ 2​ ​  ​+ 5   ⎵ ​  ​− ​x​​ 3​ 
‾

​ ​− 3 ​x​​ 2​ ​ + x  ​− 3   ⎵ ​ =

	                      = ​(2 − 1)​ ​x​​ 3​ + ​(3 − 3)​ ​x​​ 2​ + x + ​(5 − 3)​ =

	                      = ​x​​ 3​ + x + 2.​

​←​ Απαλείφουμε τις παρενθέσεις.

​←​ Κάνουμε αναγωγή ομοίων όρων.

​←​ Εκτελούμε τις πράξεις.

Πολλαπλασιασμός μονωνύμου με πολυώνυμο
. Παράδειγμα: 	  Έστω το μονώνυμο  ​A​(x)​  =  5 ​x​​ 3​​  και το πολυώνυμο  ​B​(x)​  =  4 ​x​​ 2​ + x​.

•	 Πολλαπλασιασμός: 

​←​ Εφαρμόζουμε την επιμεριστική ιδιότητα.

​←​ Είναι ​​α​​ μ​ ⋅ ​α​​ ν​  = ​ α​​ μ+ν​​.

3.4 |  Άθροισμα, διαφορά και γινόμενο πολυωνύμων  
μιας μεταβλητής

Αντιλαμβάνομαι

με προσομοίωση
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Γενικά: 

Για να πολλαπλασιάσουμε μονώνυμο με πολυώνυμο, πολλαπλασιάζουμε το μονώνυμο 
με κάθε όρο του πολυωνύμου και προσθέτουμε τα γινόμενα που προκύπτουν.

Πολλαπλασιασμός πολυωνύμου με πολυώνυμο
. Παράδειγμα: 	  Έστω τα πολυώνυμα ​A​(x)​  =  2 ​x​​ 2​ − x​   και   ​B​(x)​  =  4 ​x​​ 3​ − ​x​​ 2​​.

•	 Πολλαπλασιασμός:

	​Α​(x)​ ⋅ B​(x)​  =  ​(2 ​x​​ 2​ + x)​ ⋅ ​(4 ​x​​ 3​ + ​x​​ 2​)​ =

                   	= ​2 ​x​​ 2​ ⋅ 4 ​x​​ 3​   ⏟
​ + ​2 ​x​​ 2​ ⋅ ​x​​ 2​   ⏟

​ + ​x ⋅ 4 ​x​​ 3​   ⏟
​ + ​x ⋅ ​x​​ 2​   ⏟

​ =

	                   =     8 ​x​​ 5​     +    ​2 ​x​​ 4​ 
‾

​   +   ​4 ​x​​ 4​ 
‾

​  +    ​x​​ 3​   =

	                   =     8 ​x​​ 5​ + 6 ​x​​ 4​ + ​x​​ 3​ .​

​←​ Εφαρμόζουμε την επιμεριστική ιδιότητα.

​←​ Είναι ​​α​​ μ​ . ​α​​ ν​  = ​ α​​ μ+ν​​.

Γενικά:

Για να πολλαπλασιάσουμε πολυώνυμο με πολυώνυμο, πολλαπλασιάζουμε κάθε όρο του 
ενός πολυωνύμου με κάθε όρο του άλλου πολυωνύμου και προσθέτουμε τα γινόμενα που 
προκύπτουν.

1. Δίνονται τα πολυώνυμα

​Α​(x)​  = ​ x​​ 2​ − x​   και   ​B​(x)​  = ​ x​​ 2​ + 2x − 1​.

Να κάνετε τις πράξεις:       α) ​A​(x)​ + B​(x)​​	 β) ​A​(x)​ − B​(x)​​		  γ) ​A​(x)​ ⋅ B​(x)​​

Λύση:

α) 
	 ​A​(x)​ + B​(x)​  = ​ (​x​​ 2​ − x)​ + ​(​x​​ 2​ + 2x − 1)​ =

	                      = ​​x​​ 2​ _​ ​− x ​ + ​​x​​ 2​ _​ ​+ 2x ​ − 1 =

	                      = 2 ​x​​ 2​ + x − 1.​

2ος τρόπος:  Η πρόσθεση μπορεί να εκτελεστεί και κάθετα:

​

​       x​​ 2​ − x

​+      ​x​​ 2​ + 2x − 1   
‾

​

     2 ​x​​ 2​ + x − 1​

β)
	 ​A​(x)​ − B​(x)​  = ​ (​x​​ 2​ − x)​ − ​(​x​​ 2​ + 2x − 1)​ =

	                      = ​​x​​ 2​​ − x − ​​x​​ 2​​ − 2x + 1 =

	                      = − 3x + 1.​

2ος τρόπος:  Μπορούμε να προσθέσουμε κάθετα στο ​Α​(x)​​ το ​
− B​(x)​​:

​

​        x​​ 2​ − x

​+    − ​x​​ 2​ − 2x + 1   
‾

​

      0 ​x​​ 2​ − 3x + 1​

γ) 
	​ A​(x)​ ⋅ B​(x)​  = ​ (​x​​ 2​ − x)​ ⋅ ​(​x​​ 2​ + 2x − 1)​ =

	                     = ​x​​ 4​ + 2 ​x​​ 3​ − ​x​​ 2​ − ​x​​ 3​ − 2 ​x​​ 2​ + x =

	                     = ​x​​ 4​ + ​x​​ 3​ − 3 ​x​​ 2​ + x.​
 

Αντιλαμβάνομαι

με προσομοίωση

Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα
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	Συμπλήρωσε τα κενά:

	α) ​​(​x​​ 3​ + 2x + 1)​ + ​(​x​​ 3​ + x − 2)​  =  . .  . . ​x​​ 3​ + . .  .  . x − . .  . .​	 β) ​​(​x​​ 2​ + 2x)​ + ​(. .  .  .  .  . .)​  =  2 ​x​​ 2​ + 4x​

	 γ) ​​(​4x​​ 2​ + 2x + 1)​ − ​(. . . . .  .  .  .  . .)​  =  3 ​x​​ 2​ − x + 2​                δ) ​4 ​x​​ 2​ ⋅ ​(5 ​x​​ 2​ + x)​  =  20 ​x​​ ....​ + 4 ​x​​ ....​​

1

	Κάνε τις πράξεις:

	α) ​​(​2x​​ 2​ + 3x)​ + ​(5 ​x​​ 2​ − 6x + 1)​​		  β) ​​(− ​x​​ 3​ + 4 ​x​​ 2​ − 2)​ + ​(​x​​ 3​ − 4 ​x​​ 2​ + x + 3)​​

	 γ) ​​(​x​​ 5​ − 3 ​x​​ 3​)​ − ​(4 ​x​​ 5​ − 2 ​x​​ 3​ + x + 3)​​		  δ) ​​(​x​​ 2​ + x + 2)​ − ​(​x​​ 2​ + 2x + 2)​​

	 ε) ​​(0, 5 ​x​​ 3​ − ​x​​ 2​ − 0, 3)​ − ​(0, 1 ​x​​ 2​ − 2)​ + ​(​x​​ 3​ − x + 1, 1 ​x​​ 2​)​​

2

	Υπολόγισε τα γινόμενα:

	α) ​​x​​ 3​ ⋅ ​(​x​​ 2​ − 4x)​​		  β) ​− ​ 1 _ 2 ​ ​x​​ 3​ ⋅ ​(4 ​x​​ 3​ − 2 ​x​​ 2​ + 8)​​	 γ) ​​(2 ​x​​ 2​ − 3)​ ⋅ ​(4 ​x​​ 3​ − 5x + 2)​​	
	
	 δ) ​​(− ​x​​ 2​ + 2x + 1)​ ⋅ ​(​x​​ 3​ + 7x − 4)​​	 ε) ​​(x − 2)​ ⋅ ​(2x + 4)​ ⋅ ​(x − 1)​​	 στ) ​​​(− 2x + 3)​​​ 2​​

3

	Έστω δύο πολυώνυμα ​Α​(x)​​ και ​Β​(x)​​ καθένα από τα οποία έχει βαθμό 3. Ποιες από τις παρακά-
τω προτάσεις είναι σωστές;

 Α Β Γ Δ

α)  Το  ​Α​(x)​ + B​(x)​​  έχει βαθμό: 3 6 9 Το πολύ 3

β)  Το  ​Α​(x)​ − B​(x)​​  έχει βαθμό: 3 6 9 Το πολύ 3

γ)  Το  ​Α​(x)​ ⋅ B​(x)​​  έχει βαθμό: 3 6 9 Το πολύ 3

δ)  Το  ​​​[Α​(x)​]​​​ 2​​  έχει βαθμό: 3 6 9 Το πολύ 3

4

	 Δίνονται τα πολυώνυμα ​P​(x)​  = ​ x​​ 3​ − 2x + 5​ και ​Q​(x)​  =  3 ​x​​ 3​ − x​. Βρες τα πολυώνυμα:

	 α) ​3 ⋅ P​(x)​ + Q​(x)​​		 β) ​Q​(x)​ − ​[Ρ​(x)​ − x]​​	 γ) ​P​(− x)​ + Q​(2x)​​
5

	Έστω ​P​(x)​  = ​ (​x​​ 3​ − 5 ​x​​ 2​ + 12x)​ − ​(4 ​x​​ 3​ − 8 ​x​​ 2​ + 12x)​ + ​(− 7 ​x​​ 2​ + 15)​​ και ​Q​(x)​  =  α ​x​​ 3​ + β ​x​​ 2​ + γx + δ,​ 
Βρες τις τιμές των α, β, γ και δ, ώστε τα πολυώνυμα ​P​(x)​​ και ​Q​(x)​​ να είναι ίσα.

6
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	Κάνε τις πράξεις:

	α) ​​(xy − 4y)​​(2xy − ​x​​ 2​)​ − ​x​​ 2​ y​(x − y)​​ 	

	 β) ​αβ​(​α​​ 2​ − 4α + 6α ​β​​ 4​)​ − ​α​​ 2​ β​(1 + 3 ​β​​ 3​)​​
	 γ) ​​(5 ​x​​ 3​ − 8x + 3)​​(x − 2)​ − ​(x − 1)​​(x − 2)​​(5 ​x​​ 2​ + 5x − 3)​​

7

 Δίνονται τα πολυώνυμα ​A​(x)​  =  − ​x​​ 2​ + 5x − 2​ και ​Β​(x)​  =  6x − 3​.

α) Βρες τα πολυώνυμα: 

	 i. ​2A​(x)​ ⋅ ​ 1 _ 3 ​ B​(x)​​	

	 ii. ​B​(x)​ ⋅ ​[A​(x)​ − B​(x)​]​​ 

β) Βρες την τιμή των παραστάσεων: 

	 i. ​Α​(0)​ ⋅ Β​(0)​​		

	 ii. ​A​(− 1)​ ⋅ B​(1)​​		

	 iii. ​A​(​√ 
_

 2 ​)​ + B​(​√ 
_

 2 ​)​​
γ) Προσδιόρισε το πολυώνυμο ​Γ​(x)​  =  A​(​x​​ 3​)​ − B​(− x)​​ και βρες τον βαθμό του.

8

 

Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα
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Για να υπολογίσουμε τον αριθμό ​​199​​ 2​​, ακολουθούμε δύο διαφορετικές μεθό-
δους που φαίνονται παρακάτω:

                                      

Ποια μέθοδος φαίνεται συντομότερη; Τι πλεονεκτήματα εντοπίζεις στη δεύτερη 
μέθοδο σε σχέση με την πρώτη;

 

Ταυτότητες
Υπάρχουν ισότητες που αληθεύουν για ορισμένες τιμές των μεταβλητών τους. 

Παραδείγματα: 	  

•	 Η ισότητα  ​x − 3  =  5​,	 αληθεύει μόνο για  ​x  =  8​.

•	 Η ισότητα  ​​x​​ 2​  =  4​ ,       αληθεύει μόνο για ​x  =  2​ και ​x  =  − 2​.

•	 Η ισότητα  ​x + y  =  2​	 αληθεύει για  ​x  =  1​  και  ​y  =  1​, όπως επίσης και για  ​x  =  0, 5​  και  ​y  =  1, 5​
. 			   Αληθεύει και για άλλες τιμές των x και y, αλλά δεν αληθεύει για παράδειγμα αν  	
			​   x  =  3​  και  ​y  =  1​.	

Υπάρχουν όμως και ισότητες, που αληθεύουν για όλες τις τιμές των μεταβλητών τους.

Παραδείγματα: 	  

•	 Η ισότητα  ​0x  =  0​  αληθεύει για όλες τις τιμές της μεταβλητής x.

•	 Η ισότητα  ​α + β  =  β + α​  αληθεύει για οποιαδήποτε τιμή των α και β.

Οι ισότητες αυτές ονομάζονται ταυτότητες.

Γενικά:

Ταυτότητα λέγεται κάθε ισότητα που περιέχει μεταβλητές και αληθεύει για όλες τις τιμές 
των μεταβλητών της.

3.5 |  Ταυτότητες
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Αξιοσημείωτες ταυτότητες 
Στην παράγραφο αυτήν θα ασχοληθούμε με ταυτότητες της μορφής: 

•	 ​​​(α + β)​​​ 2​  = ​ α​​ 2​ + 2αβ + ​β​​ 2​​ ,  

•	 ​​​(α − β)​​​ 2​  = ​ α​​ 2​ − 2αβ + ​β​​ 2​​  και 

•	 (α + β)(α – β) = α2 – β2​​,

τις οποίες χαρακτηρίζουμε ως αξιοσημείωτες καθώς είναι αρκετά χρήσιμες στους υπολογισμούς και στην 
απλοποίηση παραστάσεων.

Τετράγωνο αθροίσματος ​​​​(α + β)​​​ 2​  = ​ α​​ 2​ + 2αβ + ​β​​ 2​​ 

Η παράσταση  ​​​(α + β)​​​ 2​​  είναι το γινόμενο  ​​(α + β)​ ⋅ ​(α + β)​​, στο οποίο αν εφαρμόσουμε την επιμεριστική ιδι-
ότητα, έχουμε:

​​​(α + β)​​​ 2​  = ​ (α + β)​ ⋅ ​(α + β)​  = ​ α​​ 2​ + ​αβ 
‾

​ + ​βα 
‾

​ + ​β​​ 2​  = ​ α​​ 2​ + 2αβ + ​β​​ 2​​.

	 Άρα:     
 

 ​​​(α + β)​​​ 2​  = ​ α​​ 2​ + 2αβ + ​β​​ 2​​ 

Γεωμετρική ερμηνεία:
Γεωμετρικά μπορούμε να σχηματίζουμε ένα τετράγωνο πλευράς ​α + β​ το οποίο έχει εμβαδόν ​​​(α + β)​​​ 2​​.

Το τετράγωνο πλευράς ​α + β​ χωρίζεται σε 4 επιφάνειες με 
εμβαδά ​​α​​ 2​​, ​αβ​, ​αβ​ και ​​β​​ 2​​, όπως φαίνεται στο διπλανό σχή-
μα.

Το εμβαδόν του μεγάλου τετραγώνου ισούται με το άθροισμα 
των εμβαδών των τεσσάρων μικρότερων επιφανειών, άρα:

​​​(α + β)​​​ 2​  = ​ α​​ 2​ + αβ + αβ + ​β​​ 2​​     ή

​​​(α + β)​​​ 2​  = ​ α​​ 2​ + 2αβ + ​β​​ 2​​.

Τετράγωνο διαφοράς (α − β)​​​ 2​  = ​ α​​ 2​ − 2αβ + ​β​​ 2​​ 

Η παράσταση  ​​​(α − β)​​​ 2​​  είναι το γινόμενο  ​​(α − β)​ ⋅ ​(α − β)​​, στο οποίο αν εφαρμόσουμε την επιμεριστική ιδι-
ότητα, έχουμε:

​​​(α − β)​​​ 2​  = ​ (α − β)​ ⋅ ​(α − β)​  = ​ α​​ 2​ − ​αβ 
‾

​ − ​βα 
‾

​ + ​β​​ 2​  = ​ α​​ 2​ − 2αβ + ​β​​ 2​​.

Άρα:    ​​​ (α − β)​​​ 2​  = ​ α​​ 2​ − 2αβ + ​β​​ 2​​ .
Γεωμετρική ερμηνεία:
Γεωμετρικά μπορούμε να σχηματίζουμε πάλι ένα τετράγωνο πλευράς ​α − β​ το οποίο έχει εμβαδόν ​​​(α − β)​​​ 2​​. 

Αντιλαμβάνομαι

με προσομοίωση

Αντιλαμβάνομαι

με προσομοίωση
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Αρχικά σχηματίζουμε τετράγωνο πλευράς α με εμβαδόν ​​α​​ 2​​. 

•	 Μειώνουμε το μήκος α κατά β και σχηματίζουμε το μπλε 
τετράγωνο πλευράς ​α − β​ με εμβαδόν ​​​(α − β)​​​ 2​​.

•	 Το εμβαδόν του μπλε τετραγώνου ισούται με το εμβαδόν 
του μεγάλου τετραγώνου εκτός του οριζόντιου και του 
κατακόρυφου ορθογωνίου τα οποία έχουν εμβαδά ​αβ​. 

•	 Ωστόσο, η αφαίρεση του ​αβ​ δύο φορές από το μεγάλο 
τετράγωνο θα αφαιρέσει το τετράγωνο με εμβαδόν ​​β​​ 2​​ δύο 
φορές. Για τον λόγο αυτόν, προσθέτουμε το ​​β​​ 2​​ και έχουμε:

​​​(α − β)​​​ 2​  = ​ α​​ 2​ − αβ − αβ + ​β​​ 2​​     ή

(α − β)​​​ 2​  = ​ α​​ 2​ − 2αβ + ​β​​ 2​​.

α

α

Γινόμενο αθροίσματος επί διαφορά (α + β)​ ⋅ ​(α − β)​  = ​ α​​ 2​ − ​β​​ 2​
Στην παράσταση  ​​(α + β)​ ⋅ ​(α − β)​​, εφαρμόζουμε την επιμεριστική ιδιότητα:

​​(α + β)​ ⋅ ​(α − β)​  = ​ α​​ 2​ − ​αβ​ + ​βα​ − ​β​​ 2​  = ​ α​​ 2​ − ​β​​ 2​​.

Άρα:    ​​​  ​​(α + β)​ ⋅ ​(α − β)​  = ​ α​​ 2​ − ​β​​ 2​​

Γεωμετρική ερμηνεία:

Σχηματίζουμε ένα τετράγωνο πλευράς α με εμβαδόν ​​α​​ 2​​ και μέσα σε 
αυτό σχηματίζουμε τετράγωνο πλευράς β με εμβαδόν ​​β​​ 2​​, όπως φαί-
νεται στο διπλανό σχήμα.

Το εμβαδόν της γαλάζιας επιφάνειας ισούται με τη διαφορά των 
εμβαδών των δύο τετραγώνων: ​​α​​ 2​ − ​β​​ 2​​.

Μεταφέρουμε το ορθογώνιο με διαστάσεις (α − β)​ × β​ και 
σχηματίζουμε ένα νέο ορθογώνιο με διαστάσεις ​​(α + β)​ × ​(α − β)​​, 
όπως φαίνεται στο διπλανό σχήμα.

Στο νέο ορθογώνιο, η γαλάζια επιφάνεια με διαστάσεις (α + β)​ × ​
(α − β) έχει το ίδιο εμβαδόν με την αντίστοιχη επιφάνεια του αρχι-
κού, δηλαδή:

​​(α + β)​ ⋅ ​(α − β)​  = ​ α​​ 2​ − ​β​​ 2​​.

Συνοπτικά:

 

      

Ταυτότητα Απόδειξη

1.
Τετράγωνο αθροίσματος:

​​​(α + β)​​​ 2​  = ​ α​​ 2​ + 2αβ + ​β​​ 2​​ ​​​(α + β)​​​ 2​  = ​ (α + β)​ ⋅ ​(α + β)​  = ​ α​​ 2​ + αβ + βα + ​β​​ 2​  = ​ α​​ 2​ + 2αβ + ​β​​ 2​​

2.
Τετράγωνο διαφοράς:

​​​(α − β)​​​ 2​  = ​ α​​ 2​ − 2αβ + ​β​​ 2​​ ​​​(α − β)​​​ 2​  = ​ (α − β)​ ⋅ ​(α − β)​  = ​ α​​ 2​ − αβ − βα + ​β​​ 2​  = ​ α​​ 2​ − 2αβ + ​β​​ 2​​

3.
Γινόμενο αθροίσματος επί 

διαφορά:

​​(α + β)​ ⋅ ​(α − β)​  = ​ α​​ 2​ − ​β​​ 2​​
​​(α + β)​ ⋅ ​(α − β)​  = ​ α​​ 2​ − αβ + βα − ​β​​ 2​  = ​ α​​ 2​ − ​β​​ 2​​
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1. (Τετράγωνο αθροίσματος)  Να υπολογίσετε το ανάπτυγμα των ταυτοτήτων:

	 α) ​​​(x + 3)​​​ 2​​ ,	 β) ​​​(2x + 1)​​​ 2​​ ,	 γ) ​​​(​ 1 _ 2 ​ + y)​​​ 
2

​​.

Λύση:
	 α) ​​​(x + 3)​​​ 2​  = ​ x​​ 2​ + 2 ⋅ x ⋅ 3 + ​3​​ 2​  = ​ x​​ 2​ + 6x + 9​.		

	 β) ​​​(2x + 1)​​​ 2​  = ​​ (2x)​​​ 2​ + 2 ⋅ 2x ⋅ 1 + ​1​​ 2​  =  4 ​x​​ 2​ + 4x + 1​.		

	 γ) ​​​(​ 1 _ 2 ​ + y)​​​ 
2

​  = ​​ (​ 1 _ 2 ​)​​​ 
2

​ + 2 ⋅ ​ 1 _ 2 ​ ⋅ y + ​y​​ 2​  = ​  1 _ 4 ​ + y + ​y​​ 2​​.
 

2. (Τετράγωνο διαφοράς)  Να υπολογίσετε το ανάπτυγμα των ταυτοτήτων:

	 α) ​​​(x − 3)​​​ 2​​ ,	 β) ​​​(​√ 
_

 3 ​ − ​√ 
_

 2 ​)​​​ 2​​ ,	 γ) ​​​(2x − 3y)​​​ 2​​.
Λύση:
	 α) ​​​(x − 3)​​​ 2​  = ​ x​​ 2​ − 2 ⋅ x ⋅ 3 + ​3​​ 2​  = ​ x​​ 2​ − 6x + 9​.		

	 β) ​​​(​√ 
_

 3 ​ − ​√ 
_

 2 ​)​​​ 2​  = ​​ (​√ 
_

 3 ​)​​​ 2​ − 2 ⋅ ​√ 
_

 3 ​ ⋅ ​√ 
_

 2 ​ + ​​(​√ 
_

 2 ​)​​​ 
2
​  =  3 − 2 ​√ 

_
 6 ​ + 2  =  5 − 2 ​√ 

_
 6 ​​.		

	 γ) ​​​(2x − 3y)​​​ 2​  = ​​ (2x)​​​ 2​ − 2 ⋅ 2x ⋅ 3y + ​​(3y)​​​ 2​  =  4 ​x​​ 2​ − 12xy + 9 ​y​​ 2​​.

 

3. (Γινόμενο αθροίσματος επί διαφορά)  Να υπολογίσετε  το ανάπτυγμα των ταυτοτήτων:

	 α) ​​(x + 2)​​(x − 2)​​ ,	 β) ​​(2x − 3y)​​(2x + 3y)​​ ,	 γ) ​​(x + 5)​​(5 − x)​​.

Λύση:
	 α) ​​(x + 2)​​(x − 2)​  = ​ x​​ 2​ − ​2​​ 2​  = ​ x​​ 2​ − 4​.		

	 β) ​​(2x − 3y)​​(2x + 3y)​  = ​​ (2x)​​​ 2​ − ​​(3y)​​​ 2​  =  4 ​x​​ 2​ − 9 ​y​​ 2​​	.

	 γ) ​​(x + 5)​​(5 − x)​  = ​ 5​​ 2​ − ​x​​ 2​  =  25 − ​x​​ 2​​.	​ ←​�  Στην ταυτότητα ​​(α + β)​​(α − β)​  = ​ α​​ 2​ − ​β​​ 2​​, θεωρήσαμε   
α  =  5​ και ​β  =  x​.

 

4. Με τη βοήθεια της ταυτότητας ​​(α + β)​​(α − β)​  = ​ α​​ 2​ − ​β​​ 2​​, να υπολογίσετε το γινόμενο:

​102 ⋅ 98​

Λύση:
​102 ⋅ 98  = ​ (100 + 2)​ ⋅ ​(100 − 2)​  = ​ 100​​ 2​ − ​2​​ 2​  =  10 . 000 − 4  =  9 . 996​.

 

Αντιλαμβάνομαι

με προσομοίωση
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5. Να μετατρέψετε το κλάσμα ​​  1 _ 
​√ 
_

 2 ​ − 3
 ​​ που έχει άρρητο παρονομαστή σε ισοδύναμο με ρητό παρονο-

μαστή.

Λύση:

Μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε την ταυτότητα  ​​(α + β)​ ⋅ ​(α − β)​  = ​ α​​ 2​ − ​β​​ 2​​, ώστε να υψώσουμε τη 
ρίζα στο τετράγωνο. Για τον λόγο αυτόν πολλαπλασιάζουμε τους όρους του κλάσματος ​​  1 _ 

​√ 
_

 2 ​ − 3
 ​​ με ​​

√ 
_

 2 ​ + 3​ και έχουμε:

​​  1 _ 
​√ 
_

 2 ​ − 3
 ​  = ​   ​√ 

_
 2 ​ + 3 ___________  

​(​√ 
_

 2 ​ − 3)​​(​√ 
_

 2 ​ + 3)​
 ​  = ​   ​√ 

_
 2 ​ + 3 _ 

​​(​√ 
_

 2 ​)​​​ 
2
​ − ​3​​ 2​

 ​  = ​  ​√ 
_

 2 ​ + 3 _ ​2​​ 2​ − 9 ​  =  − ​ ​√ 
_

 2 ​ + 3 _ 5 ​​ .

 

	Κάνε την αντιστοίχιση:

Γινόμενο αθροίσματος επί διαφορά
​​(α + β)​​ 2​​ ​​α​​ 2​ − 2αβ + ​β​​ 2​​

Τετράγωνο αθροίσματος
​​(α − β)​​ 2​​ ​​α​​ 2​ + 2αβ + ​β​​ 2​​

Τετράγωνο διαφοράς ​(α + β ) (α − β)​ ​​α​​ 2​ − ​β​​ 2​​

1

	Υπολόγισε τα αναπτύγματα:

	α) ​​​(x + 5)​​​ 2​​	 β) ​​​(2 + 3x)​​​ 2​​	 γ) ​​​(5x + 2y)​​​ 2​​	            δ) ​​​(x + ​ 1 _ 2 ​)​​​ 
2

​​	

	 ε) ​​​(​x​​ 2​ + 1)​​​ 2​​	 στ) ​​​(x + ​ 1 _ x ​)​​​ 
2

​​	 ζ) ​​​(​√ 
_

 2 ​ + ​√ 
_

 3 ​)​​​ 2​​	            η) ​​​(αβ + 1)​​​ 2​​	  

2

	Υπολόγισε τα αναπτύγματα:

	α) ​​​(x − 1)​​​ 2​​	 β) ​​​(4x − 2)​​​ 2​​	 γ) ​​​(2 ​x​​ 2​ − 3x)​​​ 2​​	 δ) ​​​(x − ​ 1 _ 3 ​)​​​ 
2

​​	

	 ε) ​​​(​α​​ 3​ − 4α)​​​ 2​​	 στ) ​​​(​ α _ 9 ​ − ​ 3 _ α ​)​​​ 
2

​​	 ζ) ​​​(2xy − 5)​​​ 2​​	 η) ​​​(− x − y)​​​ 2​​	  

3

	Υπολόγισε τα αναπτύγματα:

	α) ​​(x + 2)​​(x − 2)​​	 β) ​​(2x − 1)​​(2x + 1)​​ 	 γ) ​​(3α + 10β)​​(3α − 10β)​​	 δ) ​​(​x​​ 2​ − 3)​​(​x​​ 2​ + 3)​​	

	 ε) ​​(​√ 
_

 2 ​ + ​√ 
_

 3 ​)​​(​√ 
_

 2 ​ − ​√ 
_

 3 ​)​​	 στ) ​​(5x − ​ 1 _ 2 ​)​​(5x + ​ 1 _ 2 ​)​​ 	 ζ) ​​(x − 8)​​(8 + x)​​  	 η) ​​(1 + 2 ​√ 
_

 x ​)​​(1 − 2 ​√ 
_

 x ​)​​

4

Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα
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	 Συμπλήρωσε τα κενά παρακάτω:

	 α) ​​​(x + . .  . .)​​​ 2​  =  . .  .  .  + . .  .  .  + 4​  	 β) ​​​(. .  .  .  − 5)​​​ 2​  =  4 ​α​​ 2​ − . .  .  .  + . .  . .​ 	

	 γ) ​​​(. .  .  .  − 3)​​​ 2​  =  . .  .  .  − 6x + . .  . .​	 δ) ​​​(2 − . .  . .)​​​ 2​  =  . .  .  .  − 20α + . .  . .​	

	 ε) ​​​(. .  .  .  + . .  . .)​​​ 2​  =  16 ​x​​ 2​ + 16xy + . .  . .​	 στ) ​​(. .  .  .  − 5y)​​(. .  .  .  + 5y)​  =  9 ​x​​ 2​ − . .  . .​

5

	Εκτέλεσε τις παρακάτω πράξεις:

	α) ​​​(x − 2y)​​​ 2​ + ​​(x + 2y)​​​ 2​​	 β) ​​(x + 5)​​(x − 5)​ − ​​(5 − x)​​​ 2​ − 5x​

	 γ) ​2 ​​(4x − 3)​​​ 2​ + 4x​(2x − 3)​​(2x + 3)​​	 δ) ​​​(x − 3y)​​​ 2​ + ​(3x + 2y)​​(3x − 2y)​ − ​​(3x − y)​​​ 2​​

6

	Απόδειξε τις παρακάτω ισότητες:

	α) ​​​(5x − 3)​​​ 2​ − ​(5x + 3)​​(5x − 3)​ + 30x  =  18​	 β) ​​​(α + ​ 1 _ α ​)​​​ 
2

​ − ​​(α − ​ 1 _ α ​)​​​ 
2

​  =  4​

	 γ) ​​​(​α​​ 2​ + 2 ​β​​ 2​)​​​ 2​ − ​​(2αβ)​​​ 2​  = ​ α​​ 4​ + 4 ​β​​ 4​​		  δ) ​​​(2x)​​​ 2​ + ​​(​x​​ 2​ − 1)​​​ 2​  = ​​ (x​​ 2​ + 1)​​​ 2​​

7

 Απόδειξε ότι το ​Ρ​(x)​  = ​​ (x + 2)​​​ 2​ + ​​(2x − 1)​​​ 2​ − 5​(x − 1)​​(x + 1)​​ είναι ένα σταθερό πολυώνυμο.8

	Βρες το ανάπτυγμα της ταυτότητας: ​​​(α + β + γ)​​​ 2​​.9
 

	Μετάτρεψε τα κλάσματα σε ισοδύναμα με ρητό παρονομαστή:

	α)  ​​  1 _ 
2 + ​√ 

_
 2 ​
 ​​	 β)  ​​  1 _ 

​√ 
_

 7 ​ − 3
 ​​ 	 γ)  ​​  4 _ 

​√ 
_

 5 ​ + ​√ 
_

 3 ​
 ​​	       δ)  ​​  6 _ 

3 ​√ 
_

 2 ​ − ​√ 
_

 6 ​
 ​​

10

	Εξέτασε αν το τρίγωνο με πλευρές  ​​​​α  = ​ x​​ 2​ + ​y​​ 2​​, ​β  =  2xy​   και   ​γ  = ​ x​​ 2​ − ​y​​ 2​​   είναι ορθογώνιο.11

	Υπολόγισε με τη βοήθεια της ταυτότητας «γινόμενο αθροίσματος επί διαφορά» τα γινόμενα:

α) 1.002 ⋅ 998	 β) 105 ⋅ 995	  γ) 2,02 ⋅ 1,98	   δ) 2.003 ⋅ 1.997
12

Αντιλαμβάνομαι

με προσομοίωση

Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα
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Παρακάτω φαίνεται ο κήπος ενός σπιτιού, τον οποίον πρέπει να καλύψουμε με 
γρασίδι, όπως φαίνεται στο σχήμα. 

Εκφράζουν το ίδιο τμήμα οι εκφράσεις  ​60 ​x​​ 2​ − 40x​ και  ​20x ⋅ ​(3x − 2)​​;

 

Παράγοντες
Σε ένα γινόμενο, π.χ. ​3 ⋅ 5  =  15  οι αριθμοί 3 και 5 που πολλαπλασιάζονται ονομάζονται παράγοντες.
	                      ​​​​​                    ↗​​ 

παράγοντας
​ ​     ​​​​​ ↖                      ​​ 

παράγοντας
​ ​​

Ομοίως, στο γινόμενο: ​​ ​​​(x − 1)​   ⎵ 
↑
 ​  ⋅ ​​(x + 1)​   ⎵ 

↑
 ​   = ​ x​​ 2​ − 1​,  οι αλγεβρικές παραστάσεις ​​(x − 1)​​ και ​​(x + 1)​​

	 παράγοντας	 παράγοντας
ονομάζονται παράγοντες.

Παραγοντοποίηση 
Θα μελετήσουμε τη διαδικασία με την οποία μπορούμε να βρούμε τους παράγοντες ενός πολυωνύμου, δη-
λαδή τις αλγεβρικές παραστάσεις οι οποίες έχουν γινόμενο το πολυώνυμο αυτό. Η διαδικασία αυτή λέγεται 
παραγοντοποίηση. 

Γενικά:

Παραγοντοποίηση ενός πολυωνύμου λέγεται η διαδικασία κατά την οποία ένα πολυώνυ-
μο, που είναι άθροισμα, μετατρέπεται σε γινόμενο παραγόντων.

. Παράδειγμα: 	 Το πολυώνυμο:	   	​ 2 ​α​​ 2​ − 2 ​β​​ 2​​  

		�  έχει δύο όρους που έχουν κοινό παράγοντα το 2, οπότε με τη βοήθεια της επιμεριστι-
κής ιδιότητας γράφεται:

​2 ​α​​ 2​ − 2 ​β​​ 2​  =  2​(​α​​ 2​ − ​β​​ 2​)​​.

3.6 |  Παραγοντοποίηση πολυωνύμων με κοινό  
                παράγοντα, ομαδοποίηση και ταυτότητες.



Α
Λ

ΓΕ
Β

Ρ
ΙΚ

Έ
Σ

 Π
Α

ΡΑ
Σ

ΤΆ
Σ

Ε
ΙΣ

72

Έχουμε μετατρέψει την παράσταση σε γινόμενο παραγόντων, ωστόσο αν εφαρμόσουμε την ταυτότητα ​​
(α + β)​​(α − β)​  = ​ α​​ 2​ − ​β​​ 2​​, η παράσταση γράφεται:

​2​(α + β)​​(α − β)​​.
Οι παράγοντες  2 ,  ​α + β​  και  ​α − β​,  δεν μπορούν να μετατραπούν σε γινόμενο απλούστερων παραγό-
ντων, δηλαδή σε γινόμενο παραγόντων που έχουν μικρότερο βαθμό από αυτούς. Επίσης δεν έχουν κοινό 
παράγοντα κάποιον αριθμό (εκτός του 1).

Στο εξής, όταν λέμε ότι παραγοντοποιούμε μία παράσταση, θα εννοούμε ότι δεν μπορεί να μετατραπεί σε γι-
νόμενο απλούστερων παραγόντων.

Κοινός παράγοντας
Όταν όλοι οι όροι μιας παράστασης έχουν κοινό παράγοντα, τότε η παράσταση μπορεί να παραγοντοποιη-
θεί με τη βοήθεια της επιμεριστικής ιδιότητας: 	​ αβ + αγ  =  α​(β + γ)​​.

. Παράδειγμα: 	 Να παραγοντοποιήσετε την παράσταση:  ​5x + 10​.

	 Λύση:  �
Παρατηρούμε ότι οι όροι της παράστασης έχουν κοινό παράγοντα το 5, (το 10 γράφεται ​2 ⋅ 5​) , άρα:

​5x + 10  =  5 ​(x + 2)​​. 
		                             ​ ↑​ Λέμε ότι βγάζουμε κοινό παράγοντα το 5.

Κοινός παράγοντας κατά ομάδες (Ομαδοποίηση)
Όταν σε ένα πολυώνυμο δεν υπάρχει κοινός παράγοντας σε όλους τους όρους του, χωρίζουμε τους όρους 
σε κατάλληλες ομάδες και παραγοντοποιούμε (αν είναι δυνατό) κάθε ομάδα. Στη συνέχεια, αν υπάρχει κοι-
νός παράγοντας μεταξύ των ομάδων, βγάζουμε κοινό παράγοντα.

. Παράδειγμα: 	  Να παραγοντοποιήσετε την παράσταση:  

​​x​​ 3​ + 2 ​x​​ 2​ + 3x + 6​.

	 Λύση:  Παρατηρούμε ότι δεν έχουν όλοι οι όροι της παράστασης κοινό παράγοντα. 

  ​ ​​x​​ 3​ + 2 ​x​​ 2​   ⎵ ​   ​+ 3x + 6   ⎵ ​ =

= ​x​​ 2​​(x + 2)​ + 3​(x + 2)​ =

= ​(x + 2)​​(​x​​ 2​ + 3)​.​

​←​ Χωρίζουμε την παράσταση σε δύο ομάδες.

​←​ Βγάζουμε κοινό παράγοντα από κάθε ομάδα.

​←​ Βγάζουμε κοινό παράγοντα το ​​(x + 2)​​.
	

Παρατήρηση:  Μπορούμε να χωρίσουμε την παράσταση σε διαφορετικές ομάδες, με το αποτέλεσμα να εί-
ναι το ίδιο:

	​​ x​​ 3​ + 2 ​x​​ 2​ + 3x + 6  = ​​ x​​ 3​ + 3x   ⎵ ​   ​+ 2 ​x​​ 2​ + 6   ⎵ ​ =

	                                    = x​(​x​​ 2​ + 3)​ + 2​(​x​​ 2​ + 3)​ =

  	                        = ​(​x​​ 2​ + 3)​​(x + 2)​.​
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Διαφορά τετραγώνων
Μπορούμε να παραγοντοποιήσουμε μια διαφορά τετραγώνων: ​​α​​ 2​ − ​β​​ 2​​, σύμφωνα με την ταυτότητα  ​​	
(α + β)​​(α − β)​  = ​ α​​ 2​ − ​β​​ 2​​, δηλαδή:

 ​​α​​ 2​ − ​β​​ 2​  = ​ (α + β)​​(α − β)​​. 

 . Παράδειγμα: 	 Να παραγοντοποιήσετε την παράσταση:  	​ 4 ​x​​ 2​ − 9​.

	 Λύση:  �Παρατηρούμε ότι οι όροι δεν έχουν κοινό παράγοντα. 						    
Η παράσταση όμως γράφεται ως διαφορά δύο τετραγώνων:

   ​4 ​x​​ 2​ − 9  = ​​ (2x)​​​ 2​ − ​3​​ 2​  = ​ (2x + 3)​​(2x − 3)​​.

    ↑​

Στη διαφορά τετραγώνων ​​α​​ 2​ − ​β​​ 2​  = ​ (α + β)​​(α − β)​​, θεωρούμε ​
α  =  2x​ και ​β  =  3​.

Ανάπτυγμα τετραγώνου
Μπορούμε να παραγοντοποιήσουμε ένα πολυώνυμο που είναι ανάπτυγμα τετραγώνου, σύμφωνα με τις 
ταυτότητες:

•	 ​​α​​ 2​ + 2αβ + ​β​​ 2​  = ​​ (α + β)​​​ 2​​ 
•	 ​​α​​ 2​ − 2αβ + ​β​​ 2​  = ​​ (α − β)​​​ 2​​

 Παραδείγματα: 	    Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις:  

		      α) ​​x​​ 2​ + 2x + 1​			 

		      β) ​​y​​ 2​ − 6y + 9​.

Λύση:

α)  ​​x​​ 2​ + 2x + 1  = ​ x​​ 2​ + 2 ⋅ x ⋅ 1 + ​1​​ 2​  = ​​ (x + 1)​​​ 2​​.

   ​↑​

Στο ανάπτυγμα ​​α​​ 2​ + 2αβ + ​β​​ 2​  = ​​ (α + β)​​​ 2​​,

θεωρούμε ​α  =  x​ και ​β  =  1​.

β)  ​​y​​ 2​ − 6y + 9  =  y​​ 2 − 2 ⋅ y ⋅ 3 + ​3​​ 2​  = ​​ (y − 3)​​​ 2​​.

   ​↑​

Στο ανάπτυγμα ​​α​​ 2​ − 2αβ + ​β​​ 2​  = ​​ (α − β)​​​ 2​​,

θεωρούμε ​α  =  y​ και ​β  =  3​.

Παραγοντοποίηση τριωνύμου ​α ​x​​ 2​ + βx + γ  =  0​, με διάσπαση όρου.
Μπορούμε να παραγοντοποιήσουμε ορισμένες εξισώσεις της μορφής ​α ​x​​ 2​ + βx + γ  =  0​,  με ​α  ≠  0​, μετά 
από κατάλληλη διάσπαση του μεσαίου όρου ​βx​. 
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. Παράδειγμα: 	 Να παραγοντοποιήσετε το τριώνυμο:	​​ x​​ 2​ + 4x + 3​.

	 Λύση:

​

​x​​ 2​ ​  + 4x   ⎵ 
↙     ↘

​ + 3 =

= ​​x​​ 2​ + x   ⏟
​   ​+ 3x + 3   ⏟

​ =

= x​(x + 1)​ + 3​(x + 1)​ =

= ​(x + 1)​​(x + 3)​.​

​←​ Διασπάμε το  ​4x​  σε  ​x + 3x​.

​←​ Παραγοντοποιούμε με ομαδοποίηση.

Σχόλιο: Αν διασπάσουμε το 4x σε διαφορετικά μονώνυμα, π.χ. ​2x + 2x​, τότε η ομαδοποίηση δεν είναι εφικτή.

Με ποιον τρόπο όμως μπορούμε να βρούμε κατάλληλα μονώνυμα ώστε αν γράψουμε τον μεσαίο όρο βx ως 
άθροισμα αυτών των μονωνύμων να είναι εφικτή η ομαδοποίηση; 

Μεθοδολογία:

Ένας τρόπος που μας επιτρέπει να παραγοντοποιήσουμε ορισμένα τριώνυμα της μορφής ​
α ​x​​ 2​ + βx + γ​, είναι ο ακόλουθος: 

•	 βρίσκουμε δύο αριθμούς, οι οποίοι έχουν γινόμενο ίσο με ​α ⋅ γ​. 

•	 γράφουμε τον μεσαίο όρο ​βx​ ως άθροισμα των δύο αυτών αριθμών.

Στη συνέχεια παραγοντοποιούμε το τριώνυμο ​α ​x​​ 2​ + βx + γ​ με τη βοήθεια της ομαδοποίησης.

. Παράδειγμα: 	 Να παραγοντοποιήσετε το τριώνυμο:	​ 2 ​x​​ 2​ + 7x + 6​.

Λύση:
      	 Είναι  ​​ 2   ⎵ ​ ​x​​ 2​   ​+ 7   ⎵ ​ x  ​+ 6   ⎵ ​  ,  με  α ⋅ γ  =  2 ⋅ 6  =  12.

		             α        β       γ​

Αναζητούμε δύο αριθμούς με γινόμενο 12 (​α ⋅ γ​) και άθροισμα 7 (β). 

Υπάρχουν πολλά ζευγάρια αριθμών που έχουν γινόμενο 12 (π.χ. 1·12, 2·6, 3·4 κ.τ.λ.). 

Όμως, μόνο το ζευγάρι 3 και 4 έχει άθροισμα 7. Άρα έχουμε:

​

2 ​x​​ 2​ ​  + 7x   ⎵ 
↙     ↘

​ + 6 =

= ​2 ​x​​ 2​ + 4x   ⏟
​   ​+ 3x + 6   ⏟

​ =

= 2x​(x + 2)​ + 3​(x + 2)​ =

= ​(x + 2)​ ⋅ ​(2x + 3)​.​

​

←​ Διασπάμε το  ​7x​  σε  ​4x + 3x​.

​←​ Παραγοντοποιούμε με ομαδοποίηση.

Αντιλαμβάνομαι

με προσομοίωση
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1. (Κοινός παράγοντας)  Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις:  

	 α) ​​α​​ 2​ + αβ − α​	 β) ​4 ​x​​ 2​ y + 2 ​x​​ 2​ ​y​​ 3​ − 8 ​x​​ 3​ y​	

	 γ) ​3x​(α + β)​ − 2y​(α + β)​​	 δ) ​α​(x − 2)​ + 3​(2 − x)​​

Λύση:
	 α) ​​α​​ 2​ + αβ − α  =  α​(α + β − 1)​​.	​ ←​ Κοινός παράγοντας το α.

	 β) ​4 ​x​​ 2​ y + 2 ​x​​ 2​ ​y​​ 3​ − 8 ​x​​ 3​ y  =  2 ​x​​ 2​ y​(2 + ​y​​ 2​ − 4x)​​.	 ​←​ Κοινός παράγοντας το ​2 ​x​​ 2​ y​.

	 γ) ​3x​(α + β)​ − 2y​(α + β)​  = ​ (α + β)​​(3x − 2y)​​.	​ ←​ Κοινός παράγοντας το ​​(α + β)​​.

	 δ) ​α​(x − 2)​ + 3​(2 − x)​  =  α​(x − 2)​ − 3​(x − 2)​

    	 = ​(x − 2)​​(α − 3)​.​
​←​ Για να δημιουργήσουμε κοινό παράγοντα, γράφουμε 
το ​3​(2 − x)​​ ως ​− 3​(x − 2)​​ και βγάζουμε κοινό παράγοντα το ​​
(x − 2)​​.

 

2. (Διαφορά τετραγώνων)  Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις:  

	 α) ​4 ​α​​ 2​ − 25 ​β​​ 2​​	 β) ​​x​​ 2​ − 3​	 γ)  ​​x​​ 4​ − 1​

Λύση:
α) ​4 ​α​​ 2​ − 25 ​β​​ 2​  = ​​ (2α)​​​ 2​ − ​​(5β)​​​ 2​  = ​ (2α + 5β)​​(2α − 5β)​​.	​ ←​  �Διαφορά τετραγώνων : 

​​α​​ 2​ − ​β​​ 2​  = ​ (α + β)​​(α − β)​​.

β) ​​x​​ 2​ − 3  = ​ x​​ 2​ − ​​(​√ 
_

 3 ​)​​​ 2​  = ​ (x − ​√ 
_

 3 ​)​​(x + ​√ 
_

 3 ​)​​.	​ ←​ Γράφουμε το 3 ως ​​​(​√ 
_

 3 ​)​​​ 
2
​​για να δημιουργή- 		

		  σουμε διαφορά τετραγώνων.

γ) ​​x​​ 4​ − 1  = ​​ (​x​​ 2​)​​​ 2​ − ​1​​ 2​  = ​ (​x​​ 2​ + 1)​​(​x​​ 2​ − 1)​ =	 ← Γράφουμε το ​x​​ 4​ ως ​​(​x​​ 2​)​​​ 2​για να δημιουργή-	                      
= ​(​x​​ 2​ + 1)​​(x + 1)​​(x − 1)​.​	      ​σουμε​ διαφορά τετραγώνων.

 

3. (Συνδυασμοί)  Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις:  

	 α) ​​α​​ 2​ − ​β​​ 2​ + α − β	​ β) ​​α​​ 2​ + 2αβ + ​β​​ 2​ − ​γ​​ 2​​	 γ) ​− 2 ​α​​ 3​ + 8 ​α​​ 2​ − 8α​	 δ) ​​​(​x​​ 2​ + 4)​​​ 2​ − 4 ​x​​ 2​​

Λύση:

α) ​​​α​​ 2​ − ​β​​ 2​ 
‾

​ + α − β  = ​ (α + β)​​(α − β)​ + ​(α − β)​ =
	 = ​(α − β)​​(α + β + 1)​.​	

​←​ Είναι:  ​​α​​ 2​ − ​β​​ 2​  = ​ (α + β)​​(α − β)​​.

​←​ Βγάζουμε κοινό παράγοντα το ​​(α − β)​​.

β) 	​​​α​​ 2​ + 2αβ + ​β​​ 2​  
‾

​ − ​γ​​ 2​  = ​​ (α + β)​​​ 2​ − ​γ​​ 2​ =

	 = ​(α + β + γ)​​(α + β − γ)​.​
​←​ Ανάπτυγμα τετραγώνου: ​​α​​ 2​ + 2αβ + ​β​​ 2​  = ​​ (α + β)​​​ 2​​.

​←​ Διαφορά τετραγώνων:  ​​α​​ 2​ − ​β​​ 2​  = ​ (α + β)​​(α − β)​​.

γ) ​− 2 ​α​​ 3​ + 12 ​α​​ 2​ − 18α  =  − 2α​(​α​​ 2​ − 6α + 9)​ =

	 = − 2α ​​(α − 3)​​​ 2​ .​	
​←​ Κοινός παράγοντάς το  ​− 2α​.

​←​ �Στην παρένθεση εμφανίζεται ανάπτυγμα τετραγώνου: ​​
α​​ 2​ − 2αβ + ​β​​ 2​  = ​​ (α − β)​​​ 2​​.

δ) 	​​​(​x​​ 2​ + 4)​​​ 2​ − 4 ​x​​ 2​  = ​​ (​x​​ 2​ + 4)​​​ 2​ − ​​(2x)​​​ 2​ =

	 = ​(​x​​ 2​ + 4 + 2x)​​(​x​​ 2​ + 4 − 2x)​ =

	 = ​​(x + 2)​​​ 2​ ​​(x − 2)​​​ 2​ .​

​←​ Διαφορά τετραγώνων:  ​​α​​ 2​ − ​β​​ 2​  = ​ (α + β)​​(α − β)​​.

​←​ �Στις παρενθέσεις εμφανίζονται αναπτύγματα τετραγώνων: ​​
α​​ 2​ ± 2αβ + ​β​​ 2​  = ​​ (α ± β)​​​ 2​​.
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4. Να υπολογίσετε την παράσταση με τη βοήθεια της διαφοράς τετραγώνων: ​​				  
	 α​​ 2​ − ​β​​ 2​  = ​ (α + β)​​(α − β)​​.

​​550​​ 2​ − ​450​​ 2​​.

Λύση:
Από τη διαφορά τετραγώνων ​​α​​ 2​ − ​β​​ 2​  = ​ (α + β)​​(α − β)​​ , έχουμε:

	​​ 550​​ 2​ − ​450​​ 2​  = ​ (550 + 450)​​(550 − 450)​ =

	 = 1 . 000 ⋅ 100 =

	 = 100.000​

Με τον τρόπο αυτόν, υπολογίσαμε με ευκολία την παράσταση, χωρίς δύσκολες πράξεις ή υπολογι-
στή τσέπης.

 

	Συμπλήρωσε τα κενά στις παρακάτω ισότητες:

	α) ​2x + 4  =  2​(. .  .  .  + . .  . .)​​	 β) ​9x − 12  =  3​(. .  .  .  − . .  . .)​​			 

	 γ) ​​x​​ 3​ + ​x​​ 2​  = ​ x​​ 2​​(. .  .  .  + . .  . .)​​	 δ) ​5 ​x​​ 4​ − 10 ​x​​ 2​ + 15x  =  5x​(. .  .  .  − . .  .  .  + . .  . .)​​	

	 ε) ​6​(x − 1)​ + x​(x − 1)​  = ​ (x − 1)​​(. .  .  .  + . .  . .)​​	 στ) ​− 3x − 15 ​x​​ 2​ + 9 ​x​​ 3​  =  − 3x​(. .  .  .  + . .  .  .  − . .  . .)​​

1

	Συμπλήρωσε τα κενά στις παρακάτω ισότητες:

	α) ​​x​​ 2​ − 4  = ​ (. .  .  .  + . .  . .)​​(. .  .  .  − . .  . .)​​	 β) ​9 ​x​​ 2​ − 4  = ​ (. .  .  .  + . .  . .)​​(. .  .  .  − . .  . .)​​	

	 γ) ​​x​​ 2​ + 4x + 4  = ​​ (. .  .  .  + . .  . .)​​​ 2​​		  δ) ​4 ​x​​ 2​ − 12x + 9  = ​​ (. .  .  .  − . .  . .)​​​ 2​​

2

	Παραγοντοποίησε τις παραστάσεις:					     (Κοινός παράγοντας)

	α) ​5x − 10​	 β) ​3 ​x​​ 2​ − 6x​	 γ) ​3 ​x​​ 2​ − 3x + 3​

	 δ) ​8 ​x​​ 2​ − 20x​	 ε) ​  ​x​​ 5​ − ​x​​ 3​ + ​x​​ 2​​	 στ) ​​x​​ 3​ ​y​​ 5​ + ​x​​ 5​ ​y​​ 3​​

	 ζ) ​ 4α ​β​​ 2​ − 2 ​α​​ 3​ ​β​​ 2​ − 6 ​α​​ 2​ ​β​​ 3​ γ​ 	 η) ​12 ​x​​ 4​ + 6 ​x​​ 3​​	 θ) ​  − 18 ​x​​ 5​ − 9 ​x​​ 4​ − 3 ​x​​ 2​​

3

	Παραγοντοποίησε τις παραστάσεις:		  	 (Κοινός παράγοντας)

	α) ​x​(5x + 3)​ − 2​(5x + 3)​​	 β) ​ 2 ​x​​ 2​​(1 − 4x)​ + 6x​(4x − 1)​​

	 γ) ​​(5x − 4)​​(2x + 1)​ + ​(4 − 5x)​​(x + 3)​​	 δ) ​​(3x − 2)​​(x − 1)​ + 2​(x − 1)​​

	 ε) ​  ​​(2x − 1)​​​ 2​ − 3​(2x − 1)​​	 στ) ​ x​(3x − 1)​ − 2 ​​(3x − 1)​​​ 2​​

4
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	 Παραγοντοποίησε τις παραστάσεις:			   (Ομαδοποίηση)

	 α) ​αβ − 2α + 2β − 4​	 β) ​xy − 5x − 5y + 25​	 γ) ​​x​​ 3​ + 3 ​x​​ 2​ + 2x + 6​

	 δ) ​4 ​x​​ 3​ − 6 ​x​​ 2​ + 6x − 9​	 ε) ​αβ − α − β + 1​	 στ) ​2x − 2 + βx − β + ​x​​ 2​ − x​

5

	Παραγοντοποίησε τις παραστάσεις:			   (Διαφορά τετραγώνων)

	α) ​​x​​ 2​ − 100​	 β) ​49 ​x​​ 2​ − 16​     	             γ) 25 ​x​​ 2​ − 9 ​y​​ 2​​               	    δ) ​ 36 ​x​​ 2​ − ​ 1 _ 4 ​​       ε)  – y2 	

	 στ) ​​x​​ 4​ − ​y​​ 4​​             ζ) ​​​(2x − 1)​​​ 2​ − 81​               η) ​​​(x − 3)​​​ 2​ − ​​(2x + 1)​​​ 2	    θ) ​9 ​x​​ 2​ − 4 ​​(x − 2)​​​ 2​​

6

	Παραγοντοποίησε τις παραστάσεις:			   (Ανάπτυγμα τετραγώνου)

	α) ​​x​​ 2​ + 6x + 9​	 β) ​25 − 10x + ​x​​ 2​​	 γ) ​​x​​ 2​ + 1 + 2x​

	 δ) ​4 ​x​​ 2​ + 12x + 9​	 ε) ​​x​​ 2​ − x + ​ 1 _ 4 ​​	 στ) ​9 ​x​​ 2​ + 12xy + 4 ​y​​ 2​​

7

 Παραγοντοποίησε τις παραστάσεις:			  (Διάσπαση όρου)

	 α) ​5 ​x​​ 2​ + 7xy + 2 ​y​​ 2​​	 β) ​2 ​x​​ 2​ − 3xy + ​y​​ 2​​	 γ) ​​x​​ 2​ − 3x + 2​		
	 δ) ​6 ​α​​ 2​ + 11α + 3​		  ε) ​2 ​y​​ 2​ + 5y + 2​	 στ) ​3 ​x​​ 2​ + 4x − 4​

8

	Παραγοντοποίησε τις παραστάσεις:			   (Συνδυασμοί)

	α) ​​α​​ 2​ − ​β​​ 2​ + α − β​		 β) ​​α​​ 2​ + 2αβ + ​β​​ 2​ − ​γ​​ 2​​	 γ) ​25 ​x​​ 2​ − ​y​​ 2​ − 5x + y​

	 δ) ​​(x − 1)​​(x − 2)​ + ​x​​ 2​ − 4​	 ε) ​​x​​ 2​ − ​y​​ 2​ + 10x + 25​	 στ) ​​​(x + y)​​​ 2​ − ​​(2x − 3y)​​​ 2​​
	 ζ) ​​(x + 3)​​(5x − 5)​ − x + 1​	 η) ​​β​​ 2​ − ​α​​ 2​ + 2α − 1​	 θ) ​4 ​x​​ 2​ − 9x + 5​

	 ι)​​x​​ 2​ − 6x + 9 + ​(x − 3)​​(2x − 1)​​	 ια) ​​α​​ 3​ − α + ​α​​ 4​ − 1​ 	 ιβ) ​2 ​x​​ 2​ − 4x + 2​

	 ιγ) ​​​(​x​​ 2​ + 4)​​​ 2​ − 4 ​x​​ 2​​		 ιδ) ​36 ​x​​ 2​ − ​​(​x​​ 2​ + 9)​​​ 2​​	 ιε) ​− 2 ​α​​ 3​ + 8 ​α​​ 2​ − 8α​

9

 
	Δίνονται τα πολυώνυμα:  ​									       

P​(x)​  =  2x​(3x − 1)​ − ​(x − 1)​​(x + 1)​ − 3 ​x​​ 2​ − 1​  και  ​Q​(x)​  = ​​ (3x − 2)​​​ 2​ − ​(2x − 1)​​(4x − 3)​​.

	 α) Κάνε τις πράξεις και δείξε ότι  ​P​(x)​  =  2 ​x​​ 2​ − 2x​  και  ​Q​(x)​  = ​ x​​ 2​ − 2x + 1​.

	 β) Παραγοντοποίησε τα πολυώνυμα ​P​(x)​​ και ​Q​(x)​​ του ερωτήματος (α).

10

Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα
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Ελάχιστο Κοινό Πολλαπλάσιο
Θυμόμαστε – Μαθαίνουμε: 
Δραστηριότητα: Να αναλύσετε τους αριθμούς  12, 18  και  30  σε γινόμενο πρώτων παραγόντων. 

Στη συνέχεια με τη βοήθεια αυτής της ανάλυσης να βρείτε το ΕΚΠ των αριθμών αυτών.

Λύση:
Ανάλυση σε γινόμενο πρώτων παραγόντων:

12 2 18 2 30 2
6 2 9 3 15 3
3 3 3 3 5 5
1 1 1

                     ​12  = ​ 2​​ 2​ ⋅ 3​                                  ​18  =  2 ⋅ ​3​​ 2​​                          ​30  =  2 ⋅ 3 ⋅ 5​
				  

Το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των αριθμών είναι το γινόμενο όλων των παραγόντων τους με εκθέτη καθε-
νός τον μεγαλύτερο από τους εκθέτες του.

​ΕΚΠ​(12, 18, 30)​  = ​ 2​​ 2​ ⋅ ​3​​ 2​ ⋅ 5  =  4 ⋅ 9 ⋅ 5  =  180​.

Με ανάλογο τρόπο, μπορούμε να ορίσουμε το ΕΚΠ μονωνύμων και πολυωνύμων.

ΕΚΠ Μονωνύμων 

Ελάχιστο Κοινό Πολλαπλάσιο (ΕΚΠ) δύο ή περισσοτέρων μονωνύμων ονομάζεται το μο-
νώνυμο που έχει: 

•	 Συντελεστή το ΕΚΠ των συντελεστών των μονωνύμων. 

•	 Κύριο μέρος το γινόμενο των κοινών και μη κοινών μεταβλητών τους με εκθέτη κα-
θενός τον μεγαλύτερο από τους εκθέτες του.

Παράδειγμα: 	 Να βρείτε το ΕΚΠ των μονωνύμων:

​12 ​x​​ 2​ y​ ,      ​18x ​y​​ 3​​       και       ​30xy​.

Λύση:  Το ΕΚΠ των μονωνύμων είναι:	​ ΕΚΠ  =  180 ​x​​ 2​ ​y​​ 3​​.
					      ​↗​

		    ​ΕΚΠ​(12, 18, 30)​  =  180​.          

  ​↖​ 

        Γινόμενο όλων των μεταβλητών 
        με τον μεγαλύτερο εκθέτη.

3.7 |  ΕΚΠ πολυωνύμων
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ΕΚΠ Πολυωνύμων 

Ελάχιστο Κοινό Πολλαπλάσιο (ΕΚΠ) δύο ή περισσοτέρων πολυωνύμων που έχουν πα-
ραγοντοποιηθεί, ονομάζεται το γινόμενο των κοινών και μη κοινών παραγόντων τους με εκ-
θέτη καθενός τον μεγαλύτερο από τους εκθέτες του.

Παράδειγμα: 	 Να βρείτε το ΕΚΠ των πολυωνύμων:

•	 Α(x) = 5x2 – 45 

•	 B(x) = 2x2 – 6x   

•	 Γ(x) = x2 – 6x + 9

Λύση:
Βήμα 1ο:  Παραγοντοποιούμε τα πολυώνυμα:

•	 ​Α​(x)​  =  5 ​x​​ 2​ − 45  =  5​(​x​​ 2​ − 9)​  =  5​(x + 3)​​(x − 3)​​.

•	 ​B​(x)​  =  2 ​x​​ 2​ − 6x  =  2x​(x − 3)​​.

•	 ​Γ​(x)​  = ​ x​​ 2​ − 6x + 9  = ​​ (x − 3)​​​ 2​​.

Βήμα 2ο:  Βρίσκουμε το ΕΚΠ των αριθμητικών παραγόντων:	​ EKΠ​(2, 5)​  =  10​.

Βήμα 3ο:  Βρίσκουμε το ΕΚΠ των πολυωνύμων  Α(x) , B(x)  και  Γ(x)  που είναι το γινόμενο των κοινών και 
μη κοινών παραγόντων με τον μεγαλύτερο εκθέτη:

​EKΠ  =  10 ⋅ x ​​(x − 3)​​​ 2​​(x + 3)​​.
				        ​↗​

		   ​ΕΚΠ​(2, 5)​  =  10​.          

​↖​ 

      Γινόμενο όλων των παραγόντων 
      με τον μεγαλύτερο εκθέτη.

1. Να βρείτε το ΕΚΠ των μονωνύμων:

	 α)  3, ​x​ και ​2 ​x​​ 2​​

	 β) ​6 ​x​​ 4​ y​ , ​​x​​ 2​ ​y​​ 2​​ και ​8 ​x​​ 5​ ​y​​ 3​ z​

Λύση:
	 α)  3, ​x​ και ​2 ​x​​ 2​​.   Το ΕΚΠ των συντελεστών 2 και 3 είναι 6. 

		  Το ΕΚΠ των μονωνύμων είναι:	​ ΕΚΠ  =  6 ​x​​ 2​​.

	 β) ​6 ​x​​ 5​​ , ​​x​​ 2​ ​y​​ 2​​ και ​8 ​x​​ 4​ ​y​​ 3​ z​.   Το ΕΚΠ των συντελεστών 6 και 8 είναι  24. 

		  Το ΕΚΠ των μονωνύμων είναι: 	​ ΕΚΠ  =  24 ​x​​ 5​ ​y​​ 3​ z​.
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2. Να βρείτε το ΕΚΠ των πολυωνύμων:

	 α) ​2x​, ​x + 5​  και  ​2x + 5​.

	 β) ​​x​​ 2​ − 1​  και  ​2 ​x​​ 2​ − 4x + 2​.

Λύση:
	 α) ​2x​, ​x + 5​  και  ​2x + 5​. 

Τα πολυώνυμα δεν παραγοντοποιούνται και δεν έχουν κανένα κοινό παράγοντα. 

Το ΕΚΠ των πολυωνύμων είναι το γινόμενό τους:	​ ΕΚΠ  =  2x ⋅ ​(x + 5)​ ⋅ ​(2x + 5)​​.

	 β) ​​x​​ 2​ − 1​  και  ​2 ​x​​ 2​ − 4x + 2​.

Παραγοντοποιούμε τα πολυώνυμα:

•	 ​​x​​ 2​ − 1  = ​ (x + 1)​​(x − 1)​​.

•	 ​2 ​x​​ 2​ − 4x + 2  =  2 ⋅ ​(​x​​ 2​ − 2x + 1)​  =  2 ⋅ ​​(x − 1)​​​ 2​​.

Το ΕΚΠ των πολυωνύμων είναι:		​  ΕΚΠ  =  2 ⋅ ​(x + 1)​ ​​(x − 1)​​​ 2​​.
 

	Ποιο από τα Α, Β, Γ είναι το ΕΚΠ των μονωνύμων που δίνεται σε κάθε περίπτωση; 

Μονώνυμα
ΕΚΠ

Α. Β. Γ.
 i.            ​x​ ,  ​​x​​ 2​​ ,  ​​x​​ 5​​ x ​​x​​ 5​​ ​​x​​ 8​​

 ii.           ​5x​ ,  ​10x​ ,  ​x​ 5x 10x ​10 ​x​​ 3​​

 iii.          ​​x​​ 3​​ ,  ​7 ​x​​ 4​​ ,  ​4 ​x​​ 4​​ ​11 ​x​​ 4​​ ​28 ​x​​ 11​​ ​28 ​x​​ 4​​

1

	Ποιο από τα Α, Β, Γ είναι το ΕΚΠ των μονωνύμων που δίνεται σε κάθε περίπτωση; 

Μονώνυμα
ΕΚΠ

Α. Β. Γ.

 i.          ​xy​ ,  ​​x​​ 2​ y​ ,  ​​x​​ 3​​ ​​x​​ 2​ y​ ​​x​​ 2​ ​y​​ 2​​ ​​x​​ 3​ y​

 ii.         ​2xy​ ,  ​4xz​ ,  ​6yz​ ​12xyz​ ​12 ​x​​ 2​ ​y​​ 2​ ​z​​ 2​​ ​24xyz​

 iii.        ​​x​​ 3​ ​y​​ 6​​ ,  ​​x​​ 4​​ ,  ​​y​​ 4​​ ​​x​​ 3​ ​y​​ 6​​ ​​x​​ 4​ ​y​​ 4​​ ​​x​​ 4​ ​y​​ 6​​

2
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	Ποιο από τα Α, Β, Γ είναι το ΕΚΠ των πολυωνύμω που δίνεται σε κάθε περίπτωση; 

Πολυώνυμα
ΕΚΠ

Α. Β. Γ.

i.         ​x​ ,  ​x + 1​ ,  ​x − 1​ ​x + 1​ ​​
(x + 1)​​(x − 1)​​ ​x​(x + 1)​​(x − 1)​​

ii.        ​​x​​ 2​ − 1​ ,  ​x − 1​ ,  ​​​(x − 1)​​​ 2​​ ​​​
(x − 1)​​​ 2​​

​
​(​x​​ 2​ − 1)​​(x + 1)​​ ​​​

(x − 1)​​​ 2​​(x + 1)​​

iii.       ​2x + 3​ ,  ​2x​ ,  ​4x + 6​ ​4x + 6​ ​4 ​x​​ 2​ + 6​ ​4 ​x​​ 2​ + 6x​

3

	Υπολόγισε το ΕΚΠ των μονωνύμων.

	α) ​4xy​,	​ 16 ​x​​ 3​ y​,	​ 8x ​y​​ 2​​.

	 β) ​12 ​α​​ 3​ ​β​​ 2​ γ​,	​ 9α ​β​​ 3​ ​γ​​ 2​​,	​ 3 ​α​​ 3​ ​β​​ 3​​.

	 γ) ​15 ​x​​ 3​ ​y​​ 5​ ​z​​ 4​​,	​ 12 ​x​​ 3​ ​y​​ 2​ ​z​​ 3​​,	​​ x​​ 5​ ​y​​ 4​​ 

4

	 Υπολόγισε το ΕΚΠ των πολυωνύμων.

	 α)  ​x + 1​,	​ x − 1​,	​ x​.	

	 β)  ​x + 3​,	​ x​(x + 3)​​,	​​ x​​ 2​​.

	 γ) ​4x​,	​ 6 ​x​​ 3​​,	​ 2x − 3​.

5

	Υπολόγισε το ΕΚΠ των πολυωνύμων.

	α) ​Α  =  6x + 6​,	​ B  =  10 ​x​​ 2​ + 20x + 10​,	​ Γ  =  2 ​x​​ 2​ + 2x​.

	 β) ​Α  = ​ x​​ 2​ − 9​,	​ B  =  2 ​x​​ 3​ − 18x​,	​ Γ  = ​ x​​ 2​ − 6x + 9​.

	 γ) ​Α  = ​ x​​ 3​ − 4 ​x​​ 2​ + 4x​,	​ B  =  ( ​x​​ 2​ − 2x ) (x − 2)​,	​ Γ  = ​ x​​ 2​ − 4​.

6

	Υπολόγισε το ΕΚΠ των πολυωνύμων.

	α) ​Α  = ​ x​​ 2​​(​x​​ 3​ − x)​​,	​ B  = ​ x​​ 3​ − 2 ​x​​ 2​ + x​,	​ Γ  =  x ​​(x − 1)​​​ 3​​.

	 β) ​Α  = ​ x​​ 2​ + 3x + 2​,	​ B  = ​ x​​ 4​ − 16​,		​  Γ  = ​​ (x − 2)​​​ 2​​.

7

Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα
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H πιο αναλυτική μορφή των πολυωνύμων  ​16 ​x​​ 2​ ​y​​ 3​​ και  ​​6x​​ 3​ ​y​​ 2​ z​  είναι τα ισοδύ-
ναμα πολυώνυμα της μορφής:

​2 ⋅ 2 ⋅ 2 ⋅ 2 ⋅ x ⋅ x ⋅ y ⋅ y ⋅ y​    και    ​2 ⋅ 3 ⋅ x ⋅ x ⋅ x ⋅ y ⋅ y ⋅ z​

Έχουν κοινούς παράγοντες οι παραπάνω εκφράσεις; Μπορείς να βρεις τον Κοι-
νό Παράγοντα των παραπάνω πολυωνύμων;

 

Ρητές παραστάσεις

Μια αλγεβρική παράσταση που είναι κλάσμα και οι όροι του είναι πολυώνυμα, λέγεται ρητή 
αλγεβρική παράσταση ή απλώς ρητή παράσταση.

Παραδείγματα: 	  Οι παραστάσεις:         ​​ x + 1 _ 3x + 2 ​​  ,     ​​  5x _ ​y​​ 3​ − 9 ​​        είναι ρητές.

Πότε ορίζεται μια ρητή παράσταση;
Γνωρίζουμε ότι ο παρονομαστής σε ένα κλάσμα δεν μπορεί να είναι μηδέν. Για τον λόγο αυτόν, οι με-
ταβλητές μιας ρητής παράστασης δεν μπορούν να πάρουν τιμές που μηδενίζουν τον παρονομαστή της.

Παραδείγματα: 	  	 	

•	 Η παράσταση  ​​ 5 _ x ​​,  ορίζεται αν ​x  ≠  0​.

•	 Η παράσταση  ​​  3 _ x − 1 ​​,  ορίζεται αν ​x − 1  ≠  0​, δηλαδή αν ​x  ≠  1​.
​
​​ α _ β ​  ​ 

​
​ ←  β  ≠  0​​​  

Στη συνέχεια, όταν γράφουμε μια ρητή παράσταση, θα εννοείται ότι οι μεταβλητές της δεν παίρνουν τιμές 
που μηδενίζουν τον παρονομαστή.

Απλοποίηση ρητής παράστασης		
Αν σε μία ρητή παράσταση ο αριθμητής και ο παρονομαστής είναι γινόμενα και έχουν κοινό παράγοντα, τότε 
ο παράγοντας αυτός μπορεί να απλοποιηθεί.

Παραδείγματα: 	  

•	 ​​ 2x _ 3x ​  = ​  2x : x _ 3x : x ​  = ​  2 _ 3 ​​ .	​ ←​ Για ευκολία γράφουμε:	

•	 ​​ 8 ​x​​ 2​ _ 6x ​  = ​  4x _ 3 ​​		​  ←​ Για τους συντελεστές ισχύει:     ​​ 8 _ 6 ​  = ​  8 : 2 _ 6 : 2 ​  = ​  4 _ 3 ​​.

  		  Για ευκολία γράφουμε:​​            

3.8 |  Ρητές παραστάσεις, απλοποίηση
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Προσοχή, παραστάσεις όπως  ​​ x + 1 _ x + 2 ​​  και  ​​ 3α − 1 _ α ​​ ,  δεν απλοποιούνται γιατί οι όροι τους δεν είναι γινόμενα.

Αν σε μια ρητή παράσταση ο αριθμητής ή ο παρονομαστής δεν είναι γινόμενο, τότε για να την απλοποιήσου-
με παραγοντοποιούμε και τους δύο όρους της και διαγράφουμε τους κοινούς παράγοντες των όρων της.

. Παράδειγμα: 		  ​​  x + 10 _ ​x​​ 2​ + 5x ​  =  ​ 2​​(x + 5)​​ _ x​​(x + 5)​​ ​  =  ​ 2 _ x ​​

1. Nα βρείτε για ποιες τιμές του x ορίζονται οι παραστάσεις:

	 α) ​​ 2x _ 5 ​​	 β) ​​  1 _ 4x + 3 ​​	 γ) ​​  3 _ x ⋅ ​(x − 2)​ ​​

Λύση:
	 α) Η παράσταση ​​ 2x _ 5 ​​ ορίζεται για κάθε τιμή της μεταβλητής x.  (O παρονομαστής είναι ​5  ≠  0​)

	 β) Η παράσταση ​​  1 _ 4x + 3 ​​ ορίζεται αν   

    ​4x + 3  ≠  0

ή    x  ≠  − ​ 3 _ 4 ​ .​

	 γ) Η παράσταση  ​​  3 _ x ⋅ ​(x − 2)​ ​​ ,  

​ορίζεται αν          x ⋅ ​(x − 2)​  ≠  0

δηλαδή αν	 x  ≠  0   και  x  ≠  2.​
​←​ Αν  ​α ⋅ β  ≠  0​,

τότε: ​α  ≠  0​ και ​β  ≠  0​.

 

2. Nα απλοποιήσετε τις παραστάσεις:

	 α) ​​ 
6 ​x​​ 5​ y

 _ 3x ​y​​ 2​ ​	 β) ​​ 
8 ​α​​ 3​ ​β​​ 2​

 _ 12α ​β​​ 2​ ​​	 γ) ​​ ​​
(x + 1)​​​ 2​ _ x​(x + 1)​ ​​

Λύση:
Οι παραστάσεις έχουν όρους γινόμενα οπότε απλοποιούμε τους κοινούς παράγοντες.

	 α) ​​ 
6 ​x​​ 5​ y

 _ 3x ​y​​ 2​ ​  = ​  2 ​x​​ 4​ _ y ​​ .	

	 β) ​​ 
8 ​α​​ 3​ ​β​​ 2​

 _ 12α ​β​​ 2​ ​  = ​  2 ​α​​ 2​ _ 3 ​​ .	

	 γ) ​​ ​​
(x + 1)​​​ ​ 2 ⟋ ​​ _ x​​(x + 1)​​ ​  = ​  x + 1 _ x ​​ .
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3. Nα απλοποιήσετε τις παραστάσεις:

	 α) ​​ ​x​​ 2​ − 4 _ ​x​​ 2​ + 2x ​​	 β) ​​  x + 1 _ ​x​​ 2​ + 2x + 1 ​​	 γ) ​​  5 ​x​​ 2​ − ​x​​ 3​ _ 5 ​x​​ 2​ − 25x ​ 

Λύση:
Οι όροι των παραστάσεων δεν είναι γινόμενα. Παραγοντοποιούμε (αν αυτό είναι δυνατό) αριθμητή και 
παρονομαστή και διαγράφουμε τους κοινούς παράγοντες των όρων.

		

	

	

	 ↑  Για να δημιουργήσουμε κοινό παράγοντα,  
	 γράψαμε το ​​(5 − x)​​ ως ​− ​(x − 5)​​.

 

	Χαρακτήρισε ως Σωστές ή Λάθος τις προτάσεις που ακολουθούν βάζοντας ένα x στην κατάλ-
ληλη θέση.

Σωστό Λάθος

α) ​​ 
​ x ⟋ ​ ⋅ y + 1

 _ ​ x ⟋ ​ ​   =  y + 1​.

β) ​​ 
​x​​ 2​ − ​y​​ 2​

 _ x + y ​   =  x − y​.

γ) Η παράσταση ​​  ​x​​ 2​ _ x​(x − 1)​ ​​  γράφεται  ​​  x _ x − 1 ​​ και ορίζεται όταν ​x  ≠  1​.

δ) Η παράσταση ​​  ​x​​ 2​ _ x​(x − 1)​ ​​  γράφεται  ​​  x _ x − 1 ​​ και ορίζεται όταν ​x  ≠  0​ και ​x  ≠  1​

1

	Για ποιες τιμές των μεταβλητών τους ορίζονται οι παρακάτω ρητές παραστάσεις;

	α) ​​  3 _ x − 5 ​​	 β) ​​ 2x − 1 _ 2x + 1 ​​	 γ) ​​  6x _ ​x​​ 2​ + 1 ​​	

	 δ) ​​  8x − 7 ____________  ​(3x − 1)​​(x + 1)​ ​​	 ε) ​​  1 _ ​x​​ 2​ − 4x + 4 ​​	 στ) ​​ 1 − 5x _ ​x​​ 2​ − 25 ​​

2

Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα
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	Απλοποίησε τις παραστάσεις:

	α) ​​ 4x _ 2x ​​	 β) ​​ 3 ​x​​ 2​ _ 9x ​​	 γ) ​​ 
​α​​ 2​ β

 _ α ​β​​ 2​ ​​	 δ) ​​ 
12 ​x​​ 5​ ​y​​ 4​ z

 _ 4x ​y​​ 4​ ​z​​ 2​ ​​	  ε) ​​ 
5α ​β​​ 4​

 _ 25 ​α​​ 2​ β ​​
3

	Απλοποίησε τις παραστάσεις:

	α) ​​ ​​
(x + 3)​​​ 2​​(x − 2)​  ____________  ​(x + 3)​ ​​(x − 2)​​​ 3​ ​​	 β) ​​ ​

(x − 2)​​(2x + 1)​  ____________  ​(2 − x)​​(1 + 2x)​ ​​  	 γ) ​​ − x − 5 _ x + 5 ​​	  δ) ​​ 
​x​​ 2​ y ​​(x − 1)​​​ 2​

 _ xy​(​x​​ 2​ − 1)​ ​​

4

	 Απλοποίησε τις παραστάσεις:

	 α) ​​  4x − 8 _ 3 ​x​​ 2​ − 6x ​​	 β) ​​ ​x​​ 3​ − x _ x − ​x​​ 2​ ​​	 γ) ​​ ​x​​ 2​ − 2x + 1 _ ​x​​ 2​ − 1 ​​	  δ) ​​ ​x​​ 4​ − 1 _ ​x​​ 2​ − 1 ​​

5

	Απλοποίησε τις παραστάσεις:

	α) ​​ 
xy − x − y + 1

  ___________ xy − x ​​	  β) ​​ ​x​​ 2​ − 6x + 9 _ ​x​​ 2​ − 9 ​​	  γ) ​​  ​x​​ 4​ − 16 ___________  ​x​​ 3​ + 4 ​x​​ 2​ + 4x ​​	

	 δ)​​ 
​x​​ 2​ + 2x + 1 − ​y​​ 2​

  ___________ y − x − 1 ​​  	 ε) ​​ 4 ​​(x − 2)​​​ 2​ − x + 2  ___________  ​x​​ 2​ − 4x + 4 ​​	  στ) ​​ 
​α​​ 3​ β + ​α​​ 2​ ​β​​ 2​ − α − β

  _____________  ​α​​ 2​ + 5αβ + 4 ​β​​ 2​ ​​

6

Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα
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Αξιοποιώντας τις γνώσεις σου από τις προηγούμενες τάξεις κάνε τις πράξεις 
στην παρακάτω αριθμητική παράσταση:

​5 ⋅ ​ 2 _ 3 ​ − ​ 1 _ 2 ​ ⋅ ​ 8 _ 3 ​ + ​ 
​ 2 _ 3 ​

 _ 
​ 7 _ 5 ​

 ​​

Με αντίστοιχο τρόπο, προσπάθησε να υπολογίσεις την απλουστευμένη μορφή 
της αλγεβρικής παράστασης:

​x ⋅ ​ x _ 3 ​ − ​ x _ y ​ ⋅ ​ 
y
 _ 2x ​ + ​ 

​ x _ 3 ​
 _ 

​ 
x ⋅ y

 _ y ​
 ​​

 

Πολλαπλασιασμός ρητών παραστάσεων
Οι κανόνες του πολλαπλασιασμού κλασμάτων στους ρητούς αριθμούς ισχύουν και για τις ρητές παραστά-
σεις.

​α ⋅ ​ 
β

 _ γ ​  = ​ 
α ⋅ β

 _ γ ​​      και      ​​ α _ β ​ ⋅ ​ 
γ
 _ δ ​  = ​ 

α ⋅ γ
 _ β ⋅ δ ​​.

Παραδείγματα: 	  

•	 ​​ ​x​​ 2​ _ 4 ​ ⋅ ​ ​x​​ 3​ _ 5 ​  = ​  ​x​​ 2​ ⋅ ​x​​ 3​ _ 4 ⋅ 5 ​  = ​  ​x​​ 5​ _ 20 ​​.	 ←​ Είναι ​​​x​​ α ⋅ ​x​​ β​  = ​ x​​ α+β​​.

•	 ​​ 2 ​x​​ 2​ ​​ 2 ​x​​ 2​ _ y ​  ⋅ ​ 
​y​​ 2​
 _ 4 ​x​​ 3​ ​  = ​ 

2​​x​​ 2​​ ⋅ ​y​​ ​2​​
 _ ​y​ ⋅ 4 ​x​​ ​3​​ ​  = ​ 

y
 _ 2x ​​.	 ←​ Μετά τις πράξεις, εκτελούμε όλες τις δυνατές απλοποιήσεις.

Διαίρεση ρητών παραστάσεων
Οι κανόνες της διαίρεσης κλασμάτων στους ρητούς αριθμούς ισχύουν και για τις ρητές παραστάσεις.

​​ α _ β ​ : ​ 
γ
 _ δ ​  = ​  α _ β ​ ⋅ ​ δ _ γ ​  = ​  α ⋅ δ _ β ⋅ γ ​​         και          ​​ 

​ α _ β ​
 _ 

​ 
γ
 _ δ ​
 ​  = ​  α ⋅ δ _ β ⋅ γ ​​   (σύνθετο κλάσμα).

Παραδείγματα: 	  

•	 ​​ x _ 2 ​ : ​ ​x​​ 3​ _ 4 ​  = ​  x _ 2 ​ ⋅ ​ 4 _ ​x​​ 3​ ​  = ​  x ⋅ 4 _ 2 ⋅ ​x​​ 3​ ​  = ​  2 _ ​x​​ 2​ ​​.

•	

		     

3.9 |  Πολλαπλασιασμός και διαίρεση ρητών  
παραστάσεων

​​ 
  ​ x _ 6y ​  

 _ 
​ x _ 2y ​

  ​  =  ​ 
x ⋅ 2y

 _ 6y ⋅ x ​  =  ​ 1 _ 3 ​​
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1. Να κάνετε τις πράξεις:

	 α) ​2x ⋅ ​ 3x _ 5 ​​ ,		  β) ​​ ​x​​ 2​ − 1 _ ​x​​ 2​ ​  ⋅ ​  ​x​​ 3​ _ ​x​​ 2​ − 2x + 1 ​​. 

Λύση:
	 α) ​2x ⋅ ​ 3x _ 5 ​  = ​  2x ⋅ 3x _ 5 ​   = ​  6 ​x​​ 2​ _ 5 ​​

	 β)  ​​ ​​ ​x​​ 2​ − 1 _ ​x​​ 2​  ​ ​​ ⋅ ​  ​x​​ 3​ _ ​x​​ 2​ − 2x + 1 ​  =  ​  ​(​x​​ 2​ − 1)​ ⋅ ​x​​ 3​  ___________  ​x​​ 2​ ⋅ ​(​x​​ 2​ − 2x + 1)​ ​  =  ​ ​​
(x − 1)​​​(x + 1)​ ​x​​ ​3​​  ___________ ​​x​​ 2​​​​(x − 1)​​​ ​2​​  ​  =  ​ ​

(x + 1)​x _ x − 1  ​​
 

2. Να κάνετε τις πράξεις :

	 α) ​​ 6 ​x​​ 2​ _ x + 1 ​ : ​  3x _ ​x​​ 2​ − 1 ​​,		  β) ​
​ ​  x _ 2x + 1 ​ _ 
​  x _ 4 ​x​​ 2​ − 1 ​

 ​​
.

Λύση:

	 α) ​​ 6 ​x​​ 2​ _ x + 1 ​ : ​  3 ​x​​ 2​ _ ​x​​ 2​ − 1 ​  = ​  6 ​x​​ 2​ _ x + 1 ​ ⋅ ​ ​x​​ 2​ − 1 _ 3x ​   = ​  6 ​x​​ 2​ ⋅ ​(​x​​ 2​ − 1)​  ___________ ​(x + 1)​ ⋅ 3x ​   = ​  6​​x​​ 2​​​(x − 1)​​​(x + 1)​​  ___________  ​​(x + 1)​​3​​x​​ 2​​ ​   =  2​(x − 1)​​.

	 β)  ​​ 
​  x _ 2x + 1 ​

 _ 
​  x _ 4 ​x​​ 2​ − 1 ​

 ​  = ​  x ⋅ ​(4 ​x​​ 2​ − 1)​ _ ​(2x + 1)​ ⋅ x ​  = ​  ​x​​​(2x + 1)​​​(2x − 1)​  ____________  ​​(2x + 1)​​​x​ ​   =  2x − 1​.

 

	Υπολόγισε τα γινόμενα.

	α) ​​x​​ 2​ ⋅ ​ 5x _ 3 ​​	 β) ​​ 1 _ ​x​​ 3​ ​ ⋅ ​
(− 4 ​x​​ 2​)​​	 γ) ​​ 25x _ 3 ​  ⋅ ​ 6 _ ​x​​ 2​ ​​			 

	 δ) ​​ 5 ​x​​ 2​ _ 3y ​ ⋅ ​ 
9y ​​3​ ​​​​

 _ 25x ​​	 ε) ​− 12 ​x​​ 5​ y ⋅ ​ − 4x _ 3 ​y​​ 3​ ​​	 στ) ​− ​ 1 _ 3x ​ ⋅ ​  3 _ 5 ​x​​ 2​ ​ ⋅ ​
(− 6x)​​

1

	Υπολόγισε τα γινόμενα.

	α) ​​ x + 5 _ 12 ​  ⋅ ​  6 _ x + 5 ​​	 β) ​​(2x + 6)​ ⋅ ​  − 8 _ x + 3 ​​	 γ) ​​ ​x​​ 2​ − 1 _ x ​  ⋅ ​ 2 ​x​​ 2​ − 2x _ 2x − 2 ​​

	 δ) ​​ ​x​​ 3​ − 6 ​x​​ 2​ + 9x  ___________ ​x​​ 2​ − 2x ​  ⋅ ​ 4 − ​x​​ 2​ _ ​x​​ 2​ − 9 ​​	 ε) ​​  2 ​x​​ 2​ _ 2 ​x​​ 2​ − x ​ ⋅ ​(4 ​x​​ 2​ − 1)​​	 στ) ​​ 
α − β

 _ ​α​​ 2​ + αβ ​ ⋅ ​ 
​α​​ 3​ β − ​α​​ 2​ β

 _ β − α ​​

2

2



Α
Λ

ΓΕ
Β

Ρ
ΙΚ

Έ
Σ

 Π
Α

ΡΑ
Σ

ΤΆ
Σ

Ε
ΙΣ

88

	Κάνε τις διαιρέσεις.

	α) ​​ 5 ​x​​ 3​ _ ​y​​ 2​ ​  :​(− 5 ​x​​ 6​ y)​​	 β) ​​(− ​ 12 ​α​​ 3​ _ 5 ​β​​ 2​ ​)​:​(− ​ 6 ​α​​ 3​ _ 10β ​)​​	 γ) ​​ 
15α − 4β

 _ α + 2β ​   : ​ 
4β − 15α

 _ 2β + α ​​

	 δ) ​​ 8 ​x​​ 2​ + 8x + 2  _ ​x​​ 2​ − 1 ​  : ​ 4 ​x​​ 3​ + 2 ​x​​ 2​ _ 1 − x ​​	  ε) ​​ ​​
(3x)​​​ 2​ _ 2x + 1 ​ : ​​(​  2x _ 2x + 1 ​)​​​ 

2

​​	 στ) ​​(4 ​x​​ 3​ − 64x)​: ​ ​​
(4 − x)​​​ 2​ _ 2 ​​

3

	Κάνε τις πράξεις.

	 α) ​​ 
  ​ 6 ​x​​ 4​ _ y ​   

 _ 
− ​ 2 ​x​​ 5​ _ 3y ​  

 ​​		  β) ​​ 
  ​ ​x​​ 2​ − 1 _ 2x ​   

 _  2x + 2  ​​		  γ) ​​   ​x​​ 2​ − 9  _ 
  ​ 2x − 6 _ 3 ​   

 ​​

4

	 Υπολόγισε τις παραστάσεις.

	 α) ​​(​ 
​x​​ 3​ y

 _ x − y ​ ⋅ ​ 
​x​​ 2​ − ​y​​ 2​

 _ 6 ​x​​ 2​ ​ )​: ​ 
​x​​ 2​ + 2xy + ​y​​ 2​

  ___________ 2xy ​​		   β) ​​(​ 
2x + y

 _ x − y ​ : ​ 
4 ​x​​ 2​ + 4xy + ​y​​ 2​

  ____________ 4 ​x​​ 2​ − 4 ​y​​ 2​ ​ )​ ⋅ ​(4 ​x​​ 2​ − ​y​​ 2​)​​

	 γ) ​​ 
​x​​ 2​ − 4 + x(x − 2)

  ___________  2 ​x​​ 2​ − 8x + 8 ​  ⋅ ​ ​x​​ 2​ − 4 _ x ​  : (x + 1)​		  δ) ​​ ​x​​ 2​ + 6x + 5 _ ​​(x + 1)​​​ 2​ ​  ⋅ ​  x + 1 _ ​x​​ 2​ − 25 ​ ⋅ ​​(− 5x)​​​ 2​​

5

Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα

Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα
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Θυμόμαστε ότι για να κάνουμε πρόσθεση και αφαίρεση ανάμεσα σε κλά-

σματα, τα κλάσματα πρέπει να είναι ομώνυμα. Για παράδειγμα έχου-

με: ​​ 2 _ 7 ​ + ​ 1 _ 5 ​  = ​  2 ⋅ 5 _ 7 ⋅ 5 ​ + ​ 1 ⋅ 7 _ 7 ⋅ 5 ​  = ​  10 _ 35 ​ + ​ 7 _ 35 ​  = ​  17 _ 35 ​​.

Πώς θα εκτελούσες αντίστοιχα την πράξη: ​​ 1 _ x ​ + ​ 1 _ y ​​;

 

Πρόσθεση και αφαίρεση ρητών παραστάσεων
Οι κανόνες της πρόσθεσης και της αφαίρεσης ομώνυμων κλασμάτων στους ρητούς αριθμούς ισχύουν και 
για τις ρητές παραστάσεις.

Ισχύει:

​​ α _ γ ​ + ​ 
β

 _ γ ​  = ​ 
α + β

 _ γ ​​            και          ​​ α _ γ ​ − ​ 
β

 _ γ ​  = ​ 
α − β

 _ γ ​​

 Παραδείγματα: 	  

•	 ​​ 4 _ x ​ + ​ 2 _ x ​  = ​  4 + 2 _ x ​   = ​  6 _ x ​​.

•	 ​​  3x _ x + 1 ​ − ​  x _ x + 1 ​  = ​  3x − x _ x + 1 ​  = ​   2x _ x + 1 ​​.

Aν τα κλάσματα δεν έχουν τους τους ίδιους παρονομαστές, τότε για την πρόσθεση ή την αφαίρεσή τους τα 
μετατρέπουμε σε ομώνυμα.

Παραδείγματα: 	   

	

•	 ​​ 1 _ 3x ​ + ​ 
​​⌣​​ 3 ​​ 
2
 ​
 _ x ​  = ​  1 _ 3x ​ + ​ 6 _ 3x ​  = ​  1 + 6 _ 3x ​   = ​  7 _ 3x ​​.

      ​↖  ↑​ 
		  �To EKΠ των παρονομαστών  

3x και x, είναι  3x.

•	 ​​ 
​​⌣​​ x ​ ​ 1 ​

 _ 2x ​ − ​ 
​  ​⌣​​ 2 ​​ 
x + 1

​
 _ ​x​​ 2​ ​   = ​   x _ 2 ​x​​ 2​ ​ − ​ 2x + 2 _ 2 ​x​​ 2​ ​   = ​  x − ​(2x + 2)​ _ 2 ​x​​ 2​ ​   = ​  x − 2x − 2 _ 2 ​x​​ 2​ ​   = ​  − x − 2 _ 2 ​x​​ 2​ ​​ .

      ​↖  ↑​ 

		�  To EKΠ των παρονομαστών  
2x και ​​x​​ 2​​, είναι  ​2 ​x​​ 2​​.

3.10 |  Πρόσθεση και Αφαίρεση ρητών  
παραστάσεων
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1. Να υπολογίσετε το άθροισμα:	​​ 3x − 1 _ x + 1 ​ + ​ 3 − x _ x + 1 ​​.

Λύση:   Τα κλάσματα είναι ομώνυμα, οπότε προσθέτουμε τους αριθμητές και αφήνουμε τον ίδιο πα-
ρονομαστή.

​​ 3x − 1 _ x + 1 ​ + ​ 3 − x _ x + 1 ​  = ​  3x − 1 + 3 − x  ___________ x + 1 ​   = ​  2x + 2 _ x + 1 ​  = ​  2​​(x + 1)​​ _ ​x + 1​ ​   =  2​.
 

2. Να υπολογίσετε  το άθροισμα:  ​​  1 _ 3x + 9 ​ + ​  1 _ ​x​​ 2​ + 3x ​​.

Λύση: Τα κλάσματα δεν είναι ομώνυμα.

	 ​​  1 _ 3x + 9 ​ + ​  1 _ ​x​​ 2​ + 3x ​  = ​   1 _ 3​(x + 3)​ ​ + ​  1 _ x​(x + 3)​ ​ =

		  =  ​ 
​​⌣​​ x ​ ​ 1 ​
 _ 3​(x + 3)​ ​ + ​ 

​​⌣​​ 3 ​​ 
1
 ​
 _ x​(x + 3)​ ​ =

		  =  ​  x _ 3x​(x + 3)​ ​ + ​  3 _ 3x​(x + 3)​ ​ =

		  =  ​  ​x + 3​ _ 3x​​(x + 3)​​ ​  = ​  1 _ 3x ​ .​

​←​ Παραγοντοποιούμε τους παρονομαστές.

​    ​ ΕΚΠ παρονομαστών:  ​3x​(x + 3)​​.

​←​ Μετατρέπουμε τα κλάσματα σε ομώνυμα.

​←​ Είναι  ​​ α _ γ ​ + ​ 
β

 _ γ ​  = ​ 
α + β

 _ γ ​​ .

​←​ Απλοποιούμε.

 

3. Να υπολογίσετε τη διαφορά:	​​   x _ ​x​​ 2​ − 1 ​ − ​  x _ ​x​​ 2​ + x ​​.

Λύση:  Τα κλάσματα δεν είναι ομώνυμα.

​​  x _ ​x​​ 2​ − 1 ​ − ​  x _ ​x​​ 2​ + x ​  = ​   x ___________  ​(x + 1)​​(x − 1)​ ​ − ​  ​ x ⟋ ​ _ ​ x ⟋ ​​(x + 1)​ ​ =

	 	 = ​  x ___________  ​(x + 1)​​(x − 1)​ ​ − ​ 
​​⌣​​ x−1 ​​ 
1
 ​
 _ x + 1 ​ =

	 	 = ​  x ___________  ​(x + 1)​​(x − 1)​ ​ − ​  x − 1 ___________  ​(x + 1)​​(x − 1)​ ​ =

	 	 = ​  x − ​(x − 1)​ ___________  ​(x + 1)​​(x − 1)​ ​ =

	 	 = ​  x − x + 1 ___________  ​(x + 1)​​(x − 1)​ ​  = ​   1 ___________  ​(x + 1)​​(x − 1)​ ​ .​

​←​ Παραγοντοποιούμε τους παρονομαστές και παρατηρούμε ότι το x 
απλοποιείται στο δεύτερο κλάσμα. 

​     ΕΚΠ παρονομαστών:  ​​(x + 1)​​(x − 1)​​.

​←​ Μετατρέπουμε τα κλάσματα σε ομώνυμα.

​←​ Εκτελούμε τις πράξεις στον αριθμητή.
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	Υπολόγισε τις παραστάσεις:

	α) ​​ 5 _ x ​ + ​ 6 _ x ​ − ​ 12 _ x ​​	 β) ​​  x _ 2x − 3 ​ + ​ x − 3 _ 2x − 3 ​​	 γ) ​​ 2x − 1 _ x + 1 ​ − ​ x − 2 _ x + 1 ​​	 δ) ​​ 2x + 5 _ x − 3 ​ + ​ x − 14 _ x − 3 ​​
1

	Υπολόγισε τις παραστάσεις:

	α) ​​ 1 _ x ​ − ​  1 _ x − 1 ​​	 β) ​​ 4 _ 2x ​ − ​ 3 _ 4x ​ + 1​	 γ) ​​  3 _ ​α​​ 2​ β ​ − ​ α _ β ​ + ​ 
β

 _ α ​​

	 δ) ​​ 8x − 7 _ x − 1 ​ + ​  x _ 1 − x ​​	 ε) ​​  6 _ x + 1 ​ − ​  x _ ​​(x + 1)​​​ 2​ ​​

2

	Υπολόγισε τις παραστάσεις:

	α) ​​  x _ 3x − 9 ​ − ​  3 _ ​x​​ 2​ − 3x ​​	 β) ​​  1 _ ​x​​ 2​ − 4 ​ + ​  1 _ 2x − ​x​​ 2​ ​​	 γ) ​​  5 _ ​x​​ 2​ − 2x + 1 ​ + ​  2 _ ​x​​ 2​ − 1 ​​

	 δ) ​​  x _ xy − ​x​​ 2​ ​ − ​  1 _ ​x​​ 2​ − ​y​​ 2​ ​​ 	 ε) ​​  4 _  8 ​x​​ 2​ − 8x + 2 ​ + ​  1 _ 4 ​x​​ 2​ − 1 ​​	 στ)  ​​  2x _ ​x​​ 2​ − 1 ​ − ​ 2x + 1 _ ​x​​ 2​ + x ​​

3

	Υπολόγισε τις παραστάσεις:

	α) ​​(4 + ​ 1 _ ​x​​ 2​ ​ + ​ 4 _ x ​)​ ⋅ ​(1 − ​  1 _ 2x + 1 ​)​​	 β) ​​(​ x _ y ​ + ​ 
y
 _ x ​ + 2)​:​(​ 1 _ y ​ + ​ 1 _ x ​)​​ 	 γ) ​​(​ 1 _ x ​ − ​ 1 _ y ​)​: ​ 

​x​​ 2​ − ​y​​ 2​
 _ xy ​​

	 δ) ​​ 
x + ​ 1 _ x ​ − 2

 _ 
1 − ​ 1 _ x ​

 ​​	  ε) ​​(​ 1 _ x ​ − ​ 1 _ y ​)​ ⋅ ​
⎛
 ⎜ 

⎝
​ 
​ 1 _ x ​ + ​ 1 _ y ​

 _ 
​ x _ y ​ − ​ 

y
 _ x ​
 ​
⎞
 ⎟ 

⎠
​​	 στ) ​​(​  ​x​​ 2​ − 4 _ ​x​​ 2​ + 3x + 2 ​ + 1)​ ⋅ ​(x − ​ 1 _ x ​)​​

4

Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα
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Ανακεφαλαίωση (Αλγεβρικές Παραστάσεις)

Αλγεβρικές παραστάσεις ονομάζονται οι παραστάσεις που περιέχουν πράξεις με αριθ-
μούς και μεταβλητές (ή πράξεις μόνο με μεταβλητές).

Μονώνυμα λέγονται οι αλγεβρικές παραστάσεις οι οποίες αποτελούνται από: 

•	 έναν αριθμητικό παράγοντα

•	 μεταβλητές με εκθέτες φυσικούς αριθμούς,

μεταξύ των οποίων σημειώνεται μόνο η πράξη του πολλαπλασιασμού.

Ο αριθμητικός παράγοντας ονομάζεται συντελεστής του μονωνύμου.

Το γινόμενο όλων των μεταβλητών του με τους αντίστοιχους εκθέτες τους, λέγεται κύριο μέρος του 
μονωνύμου

Όμοια λέγονται τα μονώνυμα που έχουν το ίδιο κύριο μέρος.

Αν δύο τουλάχιστον μονώνυμα δεν είναι όμοια, τότε το άθροισμά τους είναι μια αλγεβρική 
παράσταση, που λέγεται πολυώνυμο.

Αξιοσημείωτες Ταυτότητες:

Ταυτότητες Αποδείξεις

Τετράγωνο αθροίσματος:

​​​(α + β)​​​ 2​  = ​ α​​ 2​ + 2αβ + ​β​​ 2​​ ​​​(α + β)​​​ 2​  = ​ (α + β)​ ⋅ ​(α + β)​  = ​ α​​ 2​ + αβ + βα + ​β​​ 2​  = ​ α​​ 2​ + 2αβ + ​β​​ 2​​

Τετράγωνο διαφοράς:

​​​(α − β)​​​ 2​  = ​ α​​ 2​ − 2αβ + ​β​​ 2​​ ​​​(α − β)​​​ 2​  = ​ (α − β)​ ⋅ ​(α − β)​  = ​ α​​ 2​ − αβ − βα + ​β​​ 2​  = ​ α​​ 2​ − 2αβ + ​β​​ 2​​

Γινόμενο αθροίσματος επί 
διαφορά:

​​(α + β)​ ⋅ ​(α − β)​  = ​ α​​ 2​ − ​β​​ 2​​
​​(α + β)​ ⋅ ​(α − β)​  = ​ α​​ 2​ − αβ + βα − ​β​​ 2​  = ​ α​​ 2​ − ​β​​ 2​​

Παραγοντοποίηση ενός πολυωνύμου λέγεται η διαδικασία κατά την οποία ένα πολυώνυμο, 
που είναι άθροισμα, μετατρέπεται σε γινόμενο παραγόντων.

Μέθοδοι Παραγοντοποίησης:
	 α.	 Κοινός παράγοντας: 

​5x + 10  =  5​(x + 2)​​

	 β.	 Κοινός παράγοντας κατά ομάδες – Ομαδοποίηση:

	​​ x​​ 3​ + 2 ​x​​ 2​ + 3x + 6  = ​​ x​​ 3​ + 3x   ⎵ ​   ​+ 2 ​x​​ 2​ + 6   ⎵ ​ =

	 = x​(​x​​ 2​ + 3)​ + 2​(​x​​ 2​ + 3)​ =

	 = ​(​x​​ 2​ + 3)​​(x + 2)​.
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	 γ.	 Διαφορά Τετραγώνων: 

​4 ​x​​ 2​ − 9  = ​​ (2x)​​​ 2​ − ​3​​ 2​  = ​ (2x + 3)​​(2x − 3)​​

	 δ.	 Ανάπτυγμα Τετραγώνου: 

​​x​​ 2​ + 2x + 1  = ​ x​​ 2​ + 2 ⋅ x ⋅ 1 + ​1​​ 2​  = ​​ (x + 1)​​​ 2​​

	 ε.	 Παραγοντοποίηση τριωνύμου με διάσπαση όρου 

     ​​x​​ 2​ ​  + 4x   ⎵ 
↙     ↘

​ + 3 =

= ​​x​​ 2​ + x   ⏟
​   ​+ 3x + 3   ⏟

​ =

= x​(x + 1)​ + 3​(x + 1)​ =

= ​(x + 1)​​(x + 3)​.​

Ελάχιστο Κοινό Πολλαπλάσιο (ΕΚΠ) δύο ή περισσοτέρων μονωνύμων ονομάζεται το 
μονώνυμο που έχει: 

•	 Συντελεστή το ΕΚΠ των συντελεστών των μονωνύμων

•	 Κύριο μέρος το γινόμενο των κοινών και μη κοινών μεταβλητών τους με εκθέτη κα-
θενός το μεγαλύτερο από τους εκθέτες του.

Ελάχιστο Κοινό Πολλαπλάσιο (ΕΚΠ) δύο ή περισσοτέρων πολυωνύμων που έχουν 
παραγοντοποιηθεί, ονομάζεται το γινόμενο των κοινών και μη κοινών παραγόντων τους με 
εκθέτη καθενός τον μεγαλύτερο από τους εκθέτες του.

Αυτοαξιολόγηση (Αλγεβρικές Παραστάσεις)
Α. Χαρακτήρισε ως Σωστές ή Λάθος τις προτάσεις, βάζοντας ένα x στην κατάλληλη θέση.

Σωστό Λάθος

1. Το 0 ονομάζεται μηδενικό μονώνυμο και δεν έχει βαθμό.

2. Η παράσταση ​− 5 + ​y​​ 3​​  είναι μονώνυμο.

3. Το άθροισμα δύο μονωνύμων είναι πάντα μονώνυμο. 

4. Κάθε σταθερό πολυώνυμο είναι μηδενικού βαθμού.

5. Το πολυώνυμο ​​x​​ 2​ + 6z − 8 ​y​​ 4​​ αποτελείται από 3 όρους.

6. Ισχύει ότι ​​​3​​ 2​ − ​4α​​ 2​  = ​ (​​3 − 4α​)​​​(​​3 + 4α​)​​​​

7. Ισχύει ότι ​​​(​​2 − β​)​​​​ 2​  =  4 − 4β + ​β​​ 2​​

8. Ισχύει ότι ​​​(​​ − α − β​)​​​​ 2​  = ​ α​​ 2​ + 2αβ + ​β​​ 2​​

9. Η παράσταση ​​3​(​​2α + 8​)​​​​ είναι πλήρως παραγοντοποιημένη.

10. Το ΕΚΠ των μονωνύμων ​2 ​x​​ 2​, x​ είναι το μονώνυμο ​​x​​ 2​​.

11. Ισχύει ότι ​​ 
​ x ⟋ ​ ⋅ y + 1

 _ ​ x ⟋ ​ ​   =  y + 1​.

12. Η ρητή παράσταση ​​  3 _ ​α​​ 2​ + 2 ​​ ορίζεται για κάθε τιμή της μεταβλητής α.

13. Η ρητή παράσταση ​​ 
β − 1

 _ ​β​​ 2​ − 1 ​​ ορίζεται για κάθε τιμή της μεταβλητής β.

14. Οι κανόνες του πολλαπλασιασμού κλασμάτων στους αριθμούς  ισχύουν και στις 
ρητές παραστάσεις.	
15. Για να προσθέσουμε δύο ρητές παραστάσεις αρκεί να προσθέσουμε τους 
αριθμητές μεταξύ τους και αντίστοιχα τους παρονομαστές.
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Β. Δίνονται τα πολυώνυμα:

•	 ​Α​(x)​  =  x ​​(​​2x − 1​)​​​​ 2​ + ​​(​​1 − 2x​)​​​​ 3​ + 6x − 3​ 

•	 ​​B​(x)​  =  4 ​​(​​x​​ 2​ − 2x​)​​​​ 

i. Απόδειξε ότι  ​​Α​(x)​  = ​ (​​1 − 2x​)​​​(​​x − 2​)​​​(​​2x + 1​)​​​​.

ii. Βρες το ΕΚΠ των  ​Α​(x)​​ και ​Β​(x)​​.

Γ. Απλοποίησε τη ρητή παράσταση:

​​ ​x​​ 2​ + 6x + 5 _ ​​(x + 1)​​​ 2​ ​  ⋅ ​  x + 1 _ ​x​​ 2​ − 25 ​ ⋅ ​​(− 5x)​​​ 2​​

   Σε αυτό το σημείο, θα πρέπει να είσαι σε θέση να ικανοποιείς όλους τους προσδοκώμενους μαθησιακούς στόχους. Γύρνα στην αρχή 
της θεματικής ενότητας και σημείωσε       στα αντίστοιχα σημεία. Υπάρχουν στόχοι που αισθάνεσαι ότι δεν έχεις ικανοποιήσει πλήρως; 



  �Διερευνώ, μέσω της γραφικής της παρά-
στασης, τις ιδιότητες της y = αx2, α≠0 και 
τον ρόλο της παραμέτρου α.

  �Διερευνώ τη μεταβολή του y για οποιαδή-
ποτε μοναδιαία αύξηση του x σε συναρτή-
σεις της μορφής y = αx2.

  �Ερμηνεύω και επιλύω γραφικά την εξίσω-
ση 	 αx² = β 

  �Επιλύω προβλήματα χρησιμοποιώντας τις 
αναπαραστάσεις της συνάρτησης y=αx², 
α≠0.

  �Αναγνωρίζω γραμμικές εξισώσεις της μορ-
φής 	αx+βy = γ και τις ερμηνεύω γραφικά. 

  �Επιλύω γραφικά προβλήματα με γραμμικά 
συστήματα 2 εξισώσεων με 2 αγνώστους. 

  �Διερευνώ και ερμηνεύω γραφικά ένα γραμ-
μικό σύστημα και το πλήθος των λύσεών 
του.

4.1: Η συνάρτηση  ​y  =  α ​x​​ 2​​.

+ Ανακεφαλαίωση / Αυτοαξιολόγηση

ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ Α.4

Στην ενότητα αυτή θα μελετήσουμε τη συνάρτηση της μορφής y=αx², εξετάζοντας τις γραφι-
κές της παραστάσεις και τις ιδιότητές της. Θα διερευνήσουμε πώς μεταβάλλεται το y καθώς 
αλλάζει το x και θα εστιάσουμε στον ρόλο της παραμέτρου α. 
Πώς μπορείς να χρησιμοποιήσεις αυτή τη συνάρτηση για την επίλυση γραφικών προβλημά-
των ή για να αναπαραστήσεις φυσικά φαινόμενα, όπως την κίνηση αντικειμένων; 

Είσαι έτοιμος/η να ανακαλύψεις τη δύναμη των συναρτήσεων στη μοντελοποίηση προβλη-
μάτων;
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Στο μάθημα της Φυσικής μαθαίνουμε ότι ένα σώμα που εκτελεί ευθύγραμ-

μη ομαλά επιταχυνόμενη κίνηση, έχει μετατόπιση που δίνεται από τον τύπο ​

x  = ​  1 _ 2 ​ ⋅ α ⋅ ​t​​ 2​​, όπου x είναι η μετατόπιση, α είναι η σταθερή επιτάχυνση και t εί-

ναι ο χρόνος.

Για ένα σώμα που κινείται με σταθερή επιτάχυνση ​α  =  2 ​ m _ ​s​​ 2​ ​​, η εξίσωση της με-

τατόπισης παίρνει τη μορφή ​x  = ​  1 _ 2 ​ ⋅ 2 ⋅ ​t​​ 2​   ή  x  = ​ t​​ 2​​. Πόσα μέτρα έχει διανύσει 

το σώμα σε 1s και πόσα σε 2s;

 

Η συνάρτηση  ​y  = ​ x​​ 2​​.
Για να σχεδιάσουμε τη γραφική της παράσταση της συνάρτησης  ​y  = ​ x​​ 2​​, ακολουθούμε τα παρακάτω βήμα-
τα:

•	 Κατασκευάζουμε έναν πίνακα τιμών για διάφορες τιμές του x.

		

•	 Υπολογίζουμε τις τιμές του y που είναι οι αντίστοιχες τιμές της ​y  = ​ x​​ 2​​  για τις διάφορες τιμές του x.

•	 Τοποθετούμε τα σημεία ​​(x, y)​​ σε ένα σύστημα αξόνων. 

Το σύνολο όλων των σημείων ​​(x, y)​​ αποτελούν τη γραφική παράστασή της συνάρτησης ​y  = ​ x​​ 2​​, η οποία εί-
ναι μία καμπύλη που λέγεται παραβολή.

Παρατηρήσεις: 
1. Η παραβολή ​y  = ​ x​​ 2​​:

•	 Έχει κορυφή την αρχή των αξόνων ​O​(0, 0)​​. 

•	 Βρίσκεται από τον άξονα x΄x και πάνω.

•	 Έχει άξονα συμμετρίας τον άξονα y΄y.

•	 Παίρνει ελάχιστη τιμή ​y  =  0​, όταν ​x  =  0​.

2. Καθώς το x αυξάνεται κατά ένα, το y :

•	 μειώνεται αν  ​x  ≤  0​ 	 και 

•	 αυξάνεται αν  ​x  ≥  0​	 (όχι απαραίτητα κατά 1). (0,0)

4.1 |  Η συνάρτηση  ​y  =  α ​x​​ 2​​.
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Η συνάρτηση  ​y  =  − ​x​​ 2​​.
Με τον ίδιο τρόπο σχεδιάζουμε και τη γραφική παράσταση της συνάρτησης ​y  =  − ​x​​ 2​​.	

x ​−​3 ​−​2 ​−​1 0 1 2 3
y ​−​9 ​−​4 ​−​1 0 ​−​1 ​−​4 ​−​9

Η γραφική παράσταση της συνάρτησης ​y  =  − ​x​​ 2​​ είναι επίσης παραβολή.

Παρατηρήσεις: 
1. Η παραβολή ​y  =  − ​x​​ 2​​:

•	 Έχει κορυφή την αρχή των αξόνων ​O​(0, 0)​​. 

•	 Βρίσκεται από τον άξονα x΄x και κάτω.

•	 Έχει άξονα συμμετρίας τον άξονα y΄y.

•	 Παίρνει μέγιστη τιμή ​y  =  0​, όταν ​x  =  0​.

2. Καθώς το x αυξάνεται κατά ένα, το y :

•	 αυξάνεται αν  ​x  ≤  0​ 	 και 

•	 μειώνεται αν  ​x  ≥  0​	 (όχι απαραίτητα κατά 1). 

Γενικά:
Η γραφική της παράσταση της συνάρτησης ​y  =  α ​x​​ 2​​, όπου ​α  ≠  0​ , λέγεται παραβολή που βρίσκεται: 

Από τον άξονα x’x και πάνω αν ​α  >  0​.

Παίρνει ελάχιστη τιμή ​y  =  0​, όταν ​x  =  0​.

Από τον άξονα x’x και κάτω αν ​α  <  0​.

Παίρνει μέγιστη τιμή ​y  =  0​, όταν ​x  =  0​.

Και στις δύο περιπτώσεις η γραφική παράσταση μιας παραβολής έχει κορυφή την αρχή των αξόνων ​O​(0, 0)​​ 
και άξονα συμμετρίας τον y’y.

Αντιλαμβάνομαι

με προσομοίωση

Αντιλαμβάνομαι

με προσομοίωση
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1. Να σχεδιάσετε στο ίδιο σύστημα αξόνων τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων:

 	 α)  ​y  = ​ x​​ 2​​ ,  ​y  =  2 ​x​​ 2​​  και  ​y  =  0, 5 ​x​​ 2​​.	 β)  ​y  =  − ​x​​ 2​​ ,  ​y  =  − 2 ​x​​ 2​​  και  ​y  =  − 0, 5 ​x​​ 2​​.

 Τι παρατηρείτε;	

Λύση: 
Κατασκευάζουμε για κάθε συνάρτηση έναν πίνακα τιμών και τοποθετούμε τα σημεία σε κοινό σύστη-
μα αξόνων.

α)

x ​−​4 ​−​2 ​−​1 0 1 2 4

​y  = ​ x​​ 2​​ 16 4 1 0 1 4 16

​y  =  2 ​x​​ 2​​ 32 8 2 0 2 8 32

​y  =  0, 5 ​x​​ 2​​ 8 2 0,5 0 0,5 2 8

                                      

β) Όμοια:

x ​−​4 ​−​2 ​−​1 0 1 2 4

​y  =  − ​x​​ 2​​ ​−​16 ​−​4 ​−​1 0 ​−​1 ​−​4 ​−​16

​y  =  − 2 ​x​​ 2​​ ​−​32 ​−​8 ​−​2 0 ​−​2 ​−​8 ​−​32

​y  =  − 0, 5 ​x​​ 2​​ ​−​8 ​−​2 ​−​0,5 0 ​−​0,5 ​−​2 ​−​8

                                     
Παρατηρούμε ότι οι παραβολές ​y  =  2 ​x​​ 2​​ και ​y  =  − 2 ​x​​ 2​​ είναι πιο «κλειστές», δηλαδή είναι πιο «κο-
ντά» στον άξονα y’y, ενώ οι ​y  =  0, 5 ​x​​ 2​​ και ​y  =  − 0, 5 ​x​​ 2​​ είναι πιο «ανοικτές», δηλαδή πιο «απομακρυ-
σμένες» από τον y’y.

Γενικά: Καθώς η ​​|α|​​ μεγαλώνει, η παραβολή ​y  =  α ​x​​ 2​​ γίνεται όλο και πιο «κλειστή», δηλαδή «πλησι-
άζει» τον άξονα y’y .
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2. Να κατασκευάσετε στο ίδιο σύστημα αξόνων τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων: 

​y  =  2 ​x​​ 2​​  και  ​y  =  − 2 ​x​​ 2​​.

Τι παρατηρείτε;	

Λύση:
Κατασκευάζουμε για κάθε συνάρτηση έναν πίνακα τιμών και τοποθετούμε τα σημεία σε κοινό σύστη-
μα αξόνων.

x ​−​3 ​−​2 ​−​1 0 1 2 3

​y  =  2 ​x​​ 2​​ 18 8 2 0 2 8 18

​y  =  − 2 ​x​​ 2​​ ​−​18 ​−​8 ​−2 0 ​−​2 ​−​8 ​−​18

Παρατηρούμε ότι οι παραβολές ​y  =  2 ​x​​ 2​​ και ​y  =  − 2 ​x​​ 2​​ είναι συμμετρικές ως προς τον άξονα x’x.

Γενικά: 

Οι παραβολές ​y  =  α ​x​​ 2​​ και ​y  =  − α ​x​​ 2​​ είναι συμμετρικές ως προς τον άξονα x΄x.

 

	Ποια από τα παρακάτω σημεία ανήκουν στην παραβολή  ​y  =  2 ​x​​ 2​​;

	​O​(0, 0)​​ ,	​ A​(1, 2)​​ ,	​ B​(2, 4)​​ ,	​ Γ​(3, 18)​​ ,	​ Δ​(− 1,  − 2)​​.
1

	Χαρακτήρισε ως Σωστές ή Λάθος τις προτάσεις που ακολουθούν βάζοντας ένα x στην κατάλ-
ληλη θέση.

Σωστό Λάθος

α) Η παραβολή  ​y  =  − 5 ​x​​ 2​​ παίρνει μέγιστη τιμή την  ​y  =  0​.

β) Η παραβολή  ​y  =  5 ​x​​ 2​​ παίρνει ελάχιστη τιμή  ​y  =  0​.

γ) Οι παραβολές ​y  = ​x​​ 2​​   και ​y  =  − ​x​​ 2​​  είναι συμμετρικές ως προς τον άξονα x’x.

δ) H παραβολή  ​y  =  − 2 ​x​​ 2​​  έχει άξονα συμμετρίας τον y’y. 

ε) H παραβολή  ​y  =  − ​x​​ 2​​,  διέρχεται από το σημείο ​​(− 1, 1)​​.

2

Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα
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	Αν η παραβολή  ​y  =  α ​x​​ 2​​  διέρχεται από το σημείο  ​A​(− 2,  − 12)​​, τότε:

	​α  =  1​ ,	​ α  =  − 2​ ,	​ α  = ​  1 _ 3 ​​ ,	​ α  =  − 3​,	​ α  = ​  1 _ 2 ​​.

Επίλεξε τη σωστή απάντηση.

3

	Αντιστοίχισε κάθε παραβολή με την εξίσωσή της.  

​y  =  3 ​x​​ 2​​ C1

​y  =  5 ​x​​ 2​​ C2

​
y  = ​  1 _ 2 ​ ​x​​ 2​​ C3

​
y  = ​  1 _ 3 ​ ​x​​ 2​​ C4

			 

                                                                            	

4

	 Δίνεται η παραβολή  y  = ​  1 _ 2 ​ x​​ 2​​. Στο ίδιο σύστημα αξόνων σχεδίασε τη συνάρτηση  ​		
	 y  =  − ​ 1 _ 2 ​ ​x​​ 2​​. 

5
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	Σχεδίασε στο ίδιο σύστημα αξόνων τις παραβολές:

	α) ​y  = ​ x​​ 2​​		  β) ​y  =  5 ​x​​ 2​​		  γ) ​y  = ​  1 _ 5 ​ ​x​​ 2​​
6

	Σχεδίασε στο ίδιο σύστημα αξόνων τις παραβολές:

	α) ​y  =  3 ​x​​ 2​​		  β) ​y  =  − 3 ​x​​ 2​​
7

	Βρες την τιμή του αριθμού α αν η παραβολή  ​y  =  α ​x​​ 2​​  διέρχεται από το σημείο  ​Α​(5, 5)​​.8
  Βρες την εξίσωση της παραβολής του παρακάτω σχήματος. 9

	Δίνεται η παραβολή  ​y  =  6 ​x​​ 2​​.

	α) Ένα σημείο Α ανήκει στην παραβολή και έχει τετμημένη 5. Βρες την τεταγμένη του.

	 β) Ένα σημείο Β ανήκει στην παραβολή και έχει τεταγμένη ​​ 1 _ 2 ​​. Βρες την τετμημένη του.

10

  Μία ράμπα χιονοδρομίας (σκι) έχει παραβολικό σχήμα και το ύψος της y εκφράζεται ως συ-
νάρτηση της οριζόντιας απόστασης x από το κέντρο της ράμπας, σύμφωνα με τη σχέση y = αx2​​.

α) Βρες το α, αν γνωρίζεις ότι ο σκιέρ βρίσκεται σε ύψος 2m, όταν απέχει από το κέντρο της ράμπας 
οριζόντια απόσταση 2m.

β) Βρες το μέγιστο ύψος της ράμπας.

11

Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα
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Ανακεφαλαίωση (Συναρτήσεις)

Η γραφική παράσταση της συνάρτησης ​y  =  α ​x​​ 2​​, όπου ​α  ≠  0​ , λέγεται παραβολή που βρίσκεται: 

Από τον άξονα x’x και πάνω αν ​α  >  0​.

Παίρνει ελάχιστη τιμή ​y  =  0​, όταν ​x  =  0​.

Από τον άξονα x’x και κάτω αν ​α  <  0​.

Παίρνει μέγιστη τιμή ​y  =  0​, όταν ​x  =  0​.

Η γραφική παράσταση μιας παραβολής έχει κορυφή την αρχή των αξόνων ​O​(0, 0)​​ και άξονα συμμετρίας 
τον y’y.

Αυτοαξιολόγηση (Συναρτήσεις)
Συμπλήρωσε τους πίνακες και σχεδίασε τις αντίστοιχες γραφικές παραστάσεις παρακάτω:

   Σε αυτό το σημείο, θα πρέπει να είσαι σε θέση να ικανοποιείς όλους τους προσδοκώμενους μαθησιακούς στόχους. Γύρνα στην αρχή 
της θεματικής ενότητας και σημείωσε       στα αντίστοιχα σημεία. Υπάρχουν στόχοι που αισθάνεσαι ότι δεν έχεις ικανοποιήσει πλήρως; 



  �Αναγνωρίζω ένα γραμμικό σύστημα δύο 
εξισώσεων με δύο αγνώστους και εξετάζω 
αν ένα ζεύγος αριθμών είναι λύση του.

  �Επιλύω το σύστημα αλγεβρικά με τις μεθό-
δους των αντίθετων συντελεστών και της 
αντικατάστασης και επαληθεύω τη λύση με 
βάση το πλαίσιο του προβλήματος.

  �Επιλύω απλές πολυωνυμικές εξισώσεις 
δευτέρου βαθμού ελλιπούς ή και πλήρους 
μορφής, αλλά και μεγαλύτερου βαθμού με 
παραγοντοποίηση.

  �Επιλύω προβλήματα εξισώσεων 1ου και 
2ου βαθμού (με παραγοντοποίηση) και ερ-
μηνεύω τις λύσεις τους στο πλαίσιο του 
προβλήματος.

  �Διερευνώ (με μοντέλα – μεταφορές) και δι-
ατυπώνω τις βασικές ιδιότητες της διάτα-
ξης. 

  �Διακρίνω τις διαφορές μεταξύ εξίσωσης και 
ανίσωσης. 

  �Μετατρέπω πραγματικά προβλήματα σε 
ανισώσεις μορφής αx+β<γ, τις επιλύω και  
παριστάνω τις λύσεις γραφικά και εξετάζω 
αν ένας αριθμός είναι λύση μιας ανίσωσης 
ή του προβλήματος. 

  �Βρίσκω τις κοινές λύσεις δύο ανισώσεων 
χρησιμοποιώντας τον άξονα των πραγμα-
τικών αριθμών.

5.1: Γραμμική εξίσωση  ​αx + βy  =  γ​. 
5.2: Γραμμικά συστήματα δύο εξισώσεων με 
δύο αγνώστους, γραφική επίλυση 
5.3: Αλγεβρική επίλυση γραμμικού συστήμα-
τος 

5.4: Εξισώσεις δευτέρου ή και μεγαλύτερου 
βαθμού, επίλυση με παραγοντοποίηση 

5.5: Ανισώσεις της μορφής αx + β < γ και επί-
λυση.

+ Ανακεφαλαίωση / Αυτοαξιολόγηση

ΑΛΓΕΒΡΙΚΕΣ 
ΣΧΕΣΕΙΣ Α.5

Στην ενότητα αυτή θα εξετάσουμε γραμμικές εξισώσεις και συστήματα εξισώσεων δύο αγνώ-
στων, μαθαίνοντας πώς να τις επιλύουμε αλγεβρικά και γραφικά. Θα επεκταθούμε στην επί-
λυση εξισώσεων δευτέρου βαθμού και ανισώσεων. 
Πώς μπορείς να χρησιμοποιήσεις συστήματα εξισώσεων για την επίλυση καθημερινών 
προβλημάτων, όπως ο σχεδιασμός ενός οικονομικού σχεδίου;

Είσαι έτοιμος/η να κατανοήσεις πώς αυτές οι μαθηματικές σχέσεις συνδέονται με την πραγ-
ματική ζωή;
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Ο Μάριος έχει 50€ και σκοπεύει να τα αξιοποιήσει για αγοράσει κάποια ζευγά-
ρια κάλτσες, που κοστίζουν 7,5€ το καθένα και κάποια ζευγάρια κορδόνια, που 
κοστίζουν 5€ το καθένα. Αν θεωρήσουμε x τα ζευγάρια κάλτσες και y τα ζευ-
γάρια κορδόνια, τότε η εξίσωση που περιγράφει την αγορά του Μάριου είναι:

	 α) ​x − 50  =  y​	 β) ​7, 5x + 5y  =  50​	 γ) ​x + y  =  50​

 

Η εξίσωση  ​αx + βy  =  γ​.
Θα μελετήσουμε εξισώσεις της μορφής ​αx + βy  =  γ​, για δεδομένους αριθμούς α, β και γ. 

Για παράδειγμα η εξίσωση   ​2x + y  =  4​,   έχει δύο αγνώστους (x και y) και είναι της μορφής  ​αx + βy = γ​ με  ​
α  =  2​,  ​β  =  1​  και  ​γ  =  4​.

Λύση της εξίσωσης
Παρατηρούμε ότι η εξίσωση   ​2x + y  =  4​:

•	 Επαληθεύεται για  ​x  =  1​ και  ​y  =  2​,  αφού:      ​2 ⋅ 1 + 2  =  4​.

		  Λέμε ότι το ζεύγος των αριθμών ​​(x, y)​  = ​ (1, 2)​​ είναι μία λύση της εξίσωσης.

•	 Επαληθεύεται για  ​x  =  2​ και  ​y  =  0​,  αφού:      ​2 ⋅ 2 + 0  =  4​.

		  Το ζεύγος των αριθμών ​​(x, y)​  = ​ (2, 0)​​ είναι επίσης μία λύση της εξίσωσης.

•	 Όμως για ​x  =  2​ και  ​y  =  2​, η εξίσωση δεν επαληθεύεται, αφού  ​2 ⋅ 2 + 2  =  6  ≠  4​.

Γενικά

Λύση μιας εξίσωσης ​αx + βy  =  γ​ ονομάζεται κάθε ζεύγος αριθμών ​​(x, y)​​ που την επαληθεύει.

Γραφική παράσταση
Όπως είδαμε η εξίσωση  ​2x + y  =  4​  έχει λύσεις τα ζεύγη των αριθμών ​​(1, 2)​​  και ​​(2, 0)​​. Μπορούμε να βρού-
με και άλλα ζεύγη αριθμών που επαληθεύουν την παραπάνω εξίσωση. 

Για κάθε τιμή του x , μπορούμε να βρούμε την αντίστοιχη τιμή του y που επαληθεύει την εξίσωση  ​2x + y  =  4​:

Λύσεις
•	 Για ​x  =  − 1​ είναι:	​ 2​(− 1)​ + y  =  4​	 ή   ​y  =  6​.

​​(x, y)​  = ​ (− 1, 6)​​

•	 Για ​x  =  0​ είναι:	​ 2 ⋅ 0 + y  =  4​  	 ή   ​y  =  4​.
​​(x, y)​  = ​ (0, 4)​​

•	 Για ​x  =  1​ είναι:	​ 2 ⋅ 1 + y  =  4​  	 ή   ​y  =  2​.
​​(x, y)​  = ​ (1, 2)​​

•	 Για ​x  =  2​ είναι:	​ 2 ⋅ 2 + y  =  4​  	 ή   ​y  =  0​.
​​(x, y)​  = ​ (2, 0)​​

•	 Για ​x  =  3​ είναι:	​ 2 ⋅ 3 + y  =  4​  	 ή   ​y  =  − 2​.
​​(x, y)​  = ​ (3,  − 2)​​

		  κ.ο.κ.	

		  Γενικότερα η εξίσωση έχει άπειρες λύσεις. 

5.1 |  Γραμμική εξίσωση ​αx + βy  =  γ​. 
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Τοποθετούμε κάποια από τα ζεύγη των λύσεων σε έναν πίνακα τιμών.

x ​− 1​ 0 1 2 3
y 6 4 2 0 ​− 2​

Παρατηρούμε ότι όταν το x αυξάνεται  
κατά 1 το y μειώνεται κατά 2.

Σε ένα σύστημα αξόνων τοποθετούμε τα σημεία ​​(x, y)​​  
του παραπάνω πίνακα και παρατηρούμε ότι αυτά  
βρίσκονται πάνω σε μία ευθεία. 

		

Γενικά:

Η εξίσωση ​αx + βy  =  γ​ ονομάζεται γραμμική εξίσωση και παριστάνει ευθεία όταν ​α  ≠  0​ ή ​β  ≠  0​.

Παρατηρήσεις:
•	 Αν οι συντεταγμένες ενός σημείου επαληθεύουν την εξίσωση μιας ευθείας, τότε το σημείο ανήκει 

στην ευθεία αυτή.

•	 Αν ένα σημείο ανήκει σε μια ευθεία, τότε οι συντεταγμένες του επαληθεύουν την εξίσωση της ευ-
θείας.

Η εξίσωση ​  αx + βy  =  γ​   με   ​α  =  β  =  0​.
Αν στην εξίσωση ​αx + βy  =  γ​ είναι ​α  =  β  =  0​, τότε δεν παριστάνει ευθεία, αλλά:

•	 Αν ​γ  ≠  0​,  τότε η εξίσωση  ​0x + 0y  =  γ​, δεν επαληθεύεται για κανένα ζεύγος αριθμών ​​(x, y)​​ και 
λέγεται αδύνατη.

		  . Παράδειγμα:      Η εξίσωση ​0x + 0y  =  5​ είναι αδύνατη.

•	 Αν ​γ  =  0​, τότε η εξίσωση  ​0x + 0y  =  0​, επαληθεύεται για κάθε ζεύγος αριθμών ​​(x, y)​​ και 	λέγεται 
αόριστη.

		  . Παράδειγμα:     �Τα σημεία (1,2), (6,​−​5), (0,7)  κ.α. είναι λύσεις της εξίσωσης ​
0x + 0y  =  0​, όπως και κάθε σημείο του επιπέδου και δεν βρίσκο-
νται πάνω σε μία συγκεκριμένη ευθεία.
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Ειδικές περιπτώσεις
•	 H εξίσωση  ​y  =  k​  με  ​k  ≠  0​  παριστάνει μια 

ευθεία που είναι παράλληλη στον άξονα x’x και 
τέμνει τον άξονα y’y στο σημείο ​​(0, k)​​.	

Ειδικότερα:  
Η εξίσωση  ​y  =  0​  παριστάνει τον άξονα x’x.

. Παράδειγμα:    Η ευθεία ​y  =  3​.

3

‘

‘

•	 H εξίσωση  ​x  =  k​  με  ​k  ≠  0​  παριστάνει μια 
ευθεία που είναι παράλληλη στον άξονα y’y και 
τέμνει τον άξονα x’x στο σημείο ​​(k, 0)​​.	

Ειδικότερα:  
Η εξίσωση  ​x  =  0​  παριστάνει τον άξονα y’y.

. Παράδειγμα:    Η ευθεία ​x  =  3​.

‘

‘

3

1. α) Να σχεδιάσετε την ευθεία  ε: ​x − 2y  =  − 3​.

	 β) Να εξετάσετε αν τα παρακάτω ζεύγη είναι λύσεις της εξίσωσης  ​x − 2y  =  − 3​.

​​(− 1, 1)​​ ,           ​​(3, 3)​​ ,           ​​(5, 4)​​ ,           ​​(4, 2)​​.

Λύση:
α) Η εξίσωση ​x − 2y  =  − 3​ είναι γραμμική και γνωρίζουμε ότι παριστάνει ευθεία. Για να τη σχεδιάσου-
με αρκεί να βρούμε δυο σημεία της:

•	 Π.χ. για ​x  =  0​ είναι  ​0 − 2y  =  − 3​  ή  ​y  = ​  3 _ 2 ​  =  1, 5​.

•	 Π.χ. για ​y  =  0​ είναι  ​x − 2 ⋅ 0  =  − 3​  ή  ​x  =  − 3​.
x 0 ​− 3​
y 1,5 0

Σχόλιο: Επιλέξαμε τις τιμές ​x  =  0​ και ​y  =  0​ για ευκολία στις πράξεις.
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2. Δίνεται η ευθεία ε: ​αx − y  =  1​  η οποία διέρχεται από το σημείο  ​M​(2, 3)​​.

	 α) Να προσδιορίσετε την τιμή του α.

	 β) Να βρείτε τα σημεία τομής της ευθείας ε με τους άξονες x’x και y’y.

	 γ) Να σχεδιάσετε την ευθεία ε.

Λύση:
α) Η ευθεία ε: ​αx − y  =  1​  διέρχεται από το σημείο  ​M​(2, 3)​​, οπότε οι συντεταγμένες του σημείου Μ επα-
ληθεύουν την εξίσωση ​αx − y  =  1​. Άρα έχουμε:

	​ α ⋅ 2 − 3  =  1

	 ή        2α  =  4

	 ή          α  =  2.​

Επομένως η ευθεία ε έχει εξίσωση  ​2x − y  =  1​.

β) 

•	 Για να βρούμε το σημείο τομής της ευθείας ε με τον άξονα y’y, θέτουμε ​x  =  0​ και έχουμε:

	​ 2 ⋅ 0 − y  =  1

	 ή         y  =  − 1.​

	 	  Άρα, η ευθεία ε τέμνει τον άξονα y’y στο σημείο ​​(0,  − 1)​​.

 

Σημειώνουμε τα σημεία ​​(0,  1, 5)​​ και ​​(− 3, 0)​​ σε ένα σύστημα ορθογωνίων αξόνων και σχεδιάζουμε την 
ευθεία που διέρχεται από αυτά.

2

(-3,  0)
(-1,  1) (0,  1,5)

(3,  3)

(5,  4)

β) Από τη γραφική παράσταση παρατηρούμε ότι τα σημεία ​​(− 1, 1)​​, ​​(3, 3)​​ και ​​(5, 4)​​ ανήκουν στην ευ-
θεία με εξίσωση ​x − 2y  =  − 3​, επομένως αποτελούν λύσεις της ενώ το σημείο ​​(4, 2)​​ δεν αποτελεί λύση 
της εξίσωσης.

β’ τρόπος:
•	 Το ζεύγος ​​(− 1, 1)​​ επαληθεύει την εξίσωση ​x − 2y  =  − 3​, καθώς αν ​x  =  − 1​ και ​y  =  1​,  τότε: 

	​ − 1 − 2 ⋅ 1  =  − 3

	 ή      − 3  =  − 3  που ισχύει.​

Με τον ίδιο τρόπο βρίσκουμε ότι τα ​​(3, 3)​​ και ​​(5, 4)​​ επαληθεύουν την εξίσωση ​x − 2y  =  − 3​, ενώ το ​​
(4, 2)​​ όχι.
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•	 Για να βρούμε το σημείο τομής της ευθείας ε με τον άξονα x’x, θέτουμε ​y  =  0​ και έχουμε:

	​ 2 ⋅ x − 0  =  1

	 ή         x  = ​  1 _ 2 ​ .​

	 	  Άρα, η ευθεία ε τέμνει τον άξονα x’x στο σημείο ​​(​ 1 _ 2 ​ , 0)​​.

γ) Τοποθετούμε τα σημεία ​​(0,  − 1)​​ και ​​(​ 1 _ 2 ​ , 0)​​ τα οποία έχουμε βρει στο β. ερώτημα και σχεδιάζουμε 
την ευθεία ε:

Ποια από τα παρακάτω ζεύγη αριθμών αποτελούν λύσεις της γραμμικής εξίσωσης  ​x + 3y  =  6​;

​​(− 3, 3)​​ , ​​(0, 2)​​ , ​​(2, 1)​​ , ​​(4,  − 1)​​ , ​​(6, 1)​​ , ​​(8, 2)​​.
1

	Συμπλήρωσε τα κενά με κατάλληλους αριθμούς ώστε τα ζεύγη που θα προκύψουν να είναι λύ-
σεις της γραμμικής εξίσωσης  ​2x − y  =  4​.

​Α​(0,   .  .  . .)​​ , ​B​(1,   .  .  . .)​​ , ​Γ​(2,   .  .  . .)​​ , ​Δ​(3,   .  .  . .)​​ , ​E​(. .  .  .  , 4)​​ , ​Z​(. .  .  . ,  6)​​.

Παρατηρούμε ότι καθώς το x αυξάνεται κατά 1, το y  ………………… κατά ……… .

2

Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα
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	α) Ποιες από τις παρακάτω ευθείες είναι παράλληλες στον άξονα x’x;

		 A.  ​y  =  x​	 Β. ​2y  =  6​	 Γ. ​y  =  − 2​	 Δ. ​x  =  1​

	 β) Ποιες από τις παρακάτω ευθείες είναι παράλληλες στον άξονα y’y;

		  A.  ​5x  =  10​	 Β. ​2x + 3y  =  0​	 Γ. ​x  =  − 2​	 Δ. ​y  =  1​

	 γ) Ποιες από τις παρακάτω ευθείες διέρχονται από την αρχή των αξόνων;

		  A.  ​y  =  x​	 Β. ​2x  =  6​	 Γ. ​x + y  =  1​	 Δ. ​6x + 5y  =  0​

3

	Δίνονται οι ευθείες:  

ε1 : ​x − y  =  9​,     ε2 : ​x + 4y  =  − 3​,     ε3 : ​2y  =  3​    και     ε4 : ​2x + y  =  0​.

Συμπλήρωσε τα κενά:

	 α) Η ευθεία ……… διέρχεται από το σημείο  ​A​(5,  − 2)​​.

	 β) Η ευθεία ……… διέρχεται από την αρχή των αξόνων.

	 γ) Η ευθεία ……… δεν τέμνει τον άξονα x’x.

	 δ) Οι ευθείες ……… και ……… διέρχονται από το σημείο  ​B​(3,  − 6)​​.

4

	 Αντιστοίχισε καθεμιά από τις ευθείες ε1, ε2, ε3 με την εξίσωσή της.	

ε1
​
y  = ​  4 _ 3 ​ x + ​ 5 _ 3 ​​

ε2 ​y  =  − 2x + 5​

ε3
​
y  = ​  1 _ 2 ​ x​

5

	Δίνεται η ευθεία ε : ​2x + 3y  =  6​.

	α) Βρες τα σημεία τομής Α, Β της ευθείας ε με τους άξονες x’x και y’y αντίστοιχα.

	 β) Σχεδίασε την ευθεία ε.

	 γ) �Υπολόγισε το εμβαδόν του τριγώνου ΟΑΒ, όπου Α, Β τα σημεία τομής της ευθείας ε με τους 
άξονες x’x, y’y αντίστοιχα και Ο η αρχή των αξόνων.

6

	Δίνονται οι ευθείες: ​y  =  1​,  ​3x  =  9​ και ​y  =  x​. 

	α) Σχεδίασε τις παραπάνω ευθείες.

	 β) Βρες το εμβαδόν του τριγώνου που σχηματίζεται από τις τρείς ευθείες.

7

	Δίνεται η εξίσωση  ​λx + ​(λ − 1)​y  =  λ + 2​, όπου λ πραγματικός αριθμός.

	α) Βρες την τιμή του αριθμού λ, ώστε η εξίσωση να παριστάνει ευθεία η οποία: 

	   i.  να διέρχεται από την αρχή των αξόνων.

	   ii.  να διέρχεται από το σημείο ​Α( − 1, 4)​.

	   iii.  να είναι παράλληλη στον άξονα x’x.  

	   iv.  να είναι παράλληλη στον άξονα y’y.

	 β) Υπάρχει τιμή του λ ώστε η ευθεία να διέρχεται από το σημείο  ​M​(− 2, 3)​​;

8
Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα
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Δίνονται οι γραμμικές εξισώσεις:	​ x + 2y  =  4     ​	και      ​x − y  =  1​.

•	 Γράψτε τρία ζεύγη αριθμών που είναι λύσεις της εξίσωσης  ​x + 2y  =  4​.

Απάντηση:	​​ (. .  .  .  ,   .  .  . .)​​ ,	​​ (. .  .  .  ,   .  .  . .)​​	 και      ​​(. .  .  .  ,   .  .  . .)​​

•	 Γράψτε τρία ζεύγη αριθμών που είναι λύσεις της εξίσωσης  ​x − y  =  1​.

Απάντηση:	​​ (. .  .  .  ,   .  .  . .)​​,	​​ (. .  .  .  ,   .  .  . .)​​	 και      ​​(. .  .  .  ,   .  .  . .)​​.

•	 Βρείτε ένα ζεύγος αριθμών που είναι λύση και των δύο εξισώσεων.

Απάντηση:	​​ (. .  .  .  ,   .  .  . .)​​.

 

Γραμμικό σύστημα 
Όταν έχουμε δύο γραμμικές εξισώσεις με δύο αγνώστους και αναζητούμε τις κοινές τους λύσεις, τότε λέμε ότι 
έχουμε να λύσουμε ένα γραμμικό σύστημα δύο εξισώσεων με δύο αγνώστους.

Παράδειγμα: 	 Γραμμικό σύστημα με δύο αγνώστους x και y:	​​ {​
x + 2y  =  4

​ x − y  =  1 ​​​ .

Λύση γραμμικού συστήματος δύο εξισώσεων με δύο αγνώστους x 
και y ονομάζεται κάθε ζεύγος ​​(x, y)​​ που επαληθεύει τις εξισώσεις του.

Παράδειγμα: 	
Να δείξετε ότι το ζεύγος ​​(x, y)​  = ​ (2, 1)​​ είναι λύση του γραμμικού συστήματος:  ​​{​

x + 2y  =  4
​ x − y  =  1 ​​​  .

Λύση: 	 Αν στην πρώτη εξίσωση ​x + 2y  =  4​,  θέσουμε ​x  =  2​ και ​y  =  1​, προκύπτει:

​2 + 2 ⋅ 1  =  4​, που ισχύει.

		  Επίσης, αν στη δεύτερη εξίσωση ​x − y  =  1​,  θέσουμε ​x  =  2​ και ​y  =  1​, προκύπτει:

​2 − 1  =  1​, που ισχύει.

		  Άρα πράγματι, το ζεύγος ​​(x, y)​  = ​ (2, 1)​​ είναι λύση του γραμμικού συστήματος.

Παρακάτω θα μελετήσουμε τους τρόπους με τους οποίους μπορούμε να βρούμε τη λύση ενός γραμμικού 
συστήματος.

Γραφική επίλυση γραμμικού συστήματος
Για να βρούμε τη λύση ενός γραμμικού συστήματος γραφικά, σχεδιάζουμε τις δύο ευθείες στο ίδιο σύστημα 
αξόνων και προσδιορίζουμε τις συντεταγμένες του κοινού τους σημείου. 

Το σημείο αυτό ανήκει και στις δύο ευθείες, οπότε επαληθεύει τις εξισώσεις τους, άρα είναι η λύση του γραμ-
μικού συστήματος. 

5.2 |  Γραμμικά συστήματα δύο εξισώσεων με δύο 
αγνώστους, γραφική επίλυση

Αντιλαμβάνομαι

με προσομοίωση
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Παράδειγμα: 	 Να λυθεί γραφικά το σύστημα:	​​ {​
x + 2y  =  4

​ x − y  =  1 ​​​ .

	 Λύση:

•	 Σχεδιάζουμε τις ευθείες με εξισώσεις ​x + 2y  =  4​ και ​x − y  =  1​, στο ίδιο 
σύστημα αξόνων.

	​ x + 2y  =  4​	   ​x − y  =  1​

x 0 4 x 0 1
y 2 0 y ​−​1 0

•	 Προσδιορίζουμε τις συντεταγμένες του κοινού σημείου των δύο ευθειών. 

Το σημείο ​​(x, y)​  = ​ (2, 1)​​ είναι η μοναδική λύση του συστήματος.

Αδύνατο σύστημα

Παράδειγμα: 	   

Οι εξισώσεις του συστήματος  ​​{​
2x + 3y  =  1

​  4x + 6y  =  − 3​​​  ,

παριστάνουν δύο παράλληλες ευθείες, οπότε δεν έχουν κανένα 
κοινό σημείο.
Το σύστημα αυτό δεν έχει καμία λύση και λέγεται αδύνατο.

παράλληλες ευθείες

καμία λύσηΑόριστο σύστημα

Παράδειγμα: 	

Οι εξισώσεις του συστήματος  ​​{​
2x + 3y  =  1

​  4x + 6y  =  2​​​  ,

παριστάνουν ευθείες οι οποίες συμπίπτουν (ταυτίζονται), οπό-
τε έχουν άπειρα κοινά σημεία.

Το σύστημα αυτό έχει άπειρες λύσεις και λέγεται αόριστο.

Γενικά:

ευθείες που τέμνονται

μοναδική λύση

          ευθείες που ταυτίζονται

άπειρες λύσεις

          παράλληλες ευθείες

καμία λύση
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1. Nα λύσετε γραφικά τα συστήματα:

	 α)  ​​{​
3x − 2y  =  0

​  x + 2y  =  8 ​​​	  β)  ​​{​
x + y  =  − 2

​ x + y  =  3 ​​​	  γ) ​​{​
3x + 2y  =  6

​  6x + 4y  =  12​​​

Λύση:

α) Σχεδιάζουμε τις ευθείες στο ίδιο σύστημα αξόνων.

	​ 3x − 2y  =  0​	​ x + 2y  =  8​

x 0 2 x 0 2
y 0 3 y 4 3

Το σημείο ​​(x, y)​  = ​ (2, 3)​​ είναι η μοναδική λύση του συστήματος.

β) Σχεδιάζουμε τις ευθείες στο ίδιο σύστημα αξόνων.

	 ​x + y  =  − 2​	​ x + y  =  3​

x 0 -2 x 0 3
y -2 0 y 3 0

Οι ευθείες είναι παράλληλες, επομένως το σύστημα δεν έχει καμία 
λύση και είναι αδύνατο.

Παρατήρηση: Οι εξισώσεις του συστήματος ​​{​
x + y  =  − 2

​ x + y  =  3 ​​​  έχουν τα πρώτα μέλη ίδια ενώ τα δεύτε-
ρα όχι.

γ) Σχεδιάζουμε τις ευθείες στο ίδιο σύστημα αξόνων.

	​ 3x + 2y  =  6​	​ 6x + 4y  =  12​

x 0 2 x 0 2
y 3 0 y 3 0

Οι ευθείες ταυτίζονται, επομένως το σύστημα έχει άπειρες λύσεις και 
είναι αόριστο.

Παρατήρηση: Οι εξισώσεις του συστήματος ​​{​
3x + 2y  =  6

​  6x + 4y  =  12​​​ είναι ισοδύναμες αφού η δεύτερη  προ-

κύπτει αν πολλαπλασιάσουμε και τα δύο μέλη της πρώτης εξίσωσης με το 2. 
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	Χαρακτήρισε ως Σωστές ή Λάθος τις προτάσεις που ακολουθούν βάζοντας ένα x στην κατάλ-
ληλη θέση.

Σωστό Λάθος

α) Η λύση του συστήματος  ​​{​
x + y  =  2

​ x − 2y  =  3​​​   είναι το ζεύγος ​​(x, y)​  = ​ (1, 1)​​. 

β) Η λύση του συστήματος  ​​{​
y  =  x

​ x + y  =  3​​​   είναι το ζεύγος ​​(x, y)​  = ​ (​ 3 _ 2 ​ , ​ 3 _ 2 ​)​​. 

γ) Αν οι ευθείες ενός γραμμικού συστήματος είναι παράλληλες τότε το σύ-
στημα δεν έχει καμία λύση.

δ) Αν ένα γραμμικό σύστημα έχει μία μοναδική λύση τότε οι ευθείες του συ-
στήματος ταυτίζονται.
ε) Αν ένα γραμμικό σύστημα έχει δύο λύσεις, τότε αναγκαστικά θα έχει 
άπειρες λύσεις,

1

	

Εξέτασε ποιο από τα παρακάτω ζεύγη αριθμών είναι η λύση του συστήματος:    ​​{​
3x + y  =  0

​ x − 2y  =  − 7​​​.

	​​ (1,  − 3)​​ ,	​​ (− 3, 2)​​,	​​ (− 1, 3)​​,	​​ (2,  − 9)​​.

2

	 Αντιστοίχισε κάθε σύστημα της στήλης Α με μία επιλογή από τη στήλη Β.

Στήλη Α Στήλη Β

  (Σ​ 1​​)​:  ​{​
x − 2y  =  1

​ x − 2y  =  6​​
​
​ 	 i.   Σύστημα με μοναδική λύση.

​
​(​Σ​ 2​​)​:  ​{​

x − 2y  =  1
​ 3x + y  =  5​​​ 	 ii.   Αδύνατο σύστημα.

​
​(​Σ​ 3​​)​: ​{​

x − 2y  =  1
​ 2x − 4y  =  2​​​ 	 iii.   Αόριστο σύστημα.

3

Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα

Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα
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	Στο παρακάτω σχήμα απεικονίζονται γραφικά οι ευθείες με εξισώσεις  ​4x − 5y  =  − 7​,  ​
2x − 7y  =  1​  και  ​x + y  =  5​.

Βρες γραφικά τη λύση των παρακάτω συστημάτων:

Σύστημα Λύση

​
​(​Σ​ 1​​)​:   ​{​

4x − 5y  =  − 7
​  2x − 7y  =  1 ​​​

​​(. .  .  .  ,   .  .  . .)​​

​
​(​Σ​ 2​​)​:    ​{​

4x − 5y  =  − 7
​  x + y  =  5 ​​​

​​(. .  .  .  ,   .  .  . .)​​

​
​(​Σ​ 3​​)​:    ​{​

2x − 7y  =  1
​  x + y  =  5 ​​​

​​(. .  .  .  ,   .  .  . .)​​

4

	Λύσε γραφικά τα συστήματα:

	 α) ​​{​
x − 2y  =  − 10

​  6x + y  =  − 8 ​​​  	 β) ​​{​
3x − 2y  =  − 1

​  x + y  =  3 ​​​  	 γ) ​​{​
− x − 5y  =  0

​  4x + 2y  =  0 ​​​	 δ) ​​{​
x − 3y  =  − 9

​  6x + y  =  3 ​​​

5

	Προσδιόρισε το πλήθος των λύσεων στα παρακάτω συστήματα:

	α) ​​{​
x  =  2

​ 2x − y  =  5​​​	 β) ​​{​
x + y  =  0

​ x − y  =  0​​​	 γ) ​​{​
2x − y  =  4

​ 8x − 4y  =  2​​​	 δ) ​​{​
3x + 6y  =  3

​  x + 2y  =  1 ​​​

6
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Σε έναν ποδοσφαιρικό αγώνα το παιδικό 
εισιτήριο κοστίζει 10 € και το εισιτήριο ενός 
ενήλικα 20€. Τον αγώνα παρακολούθησαν 
500 άτομα και συνολικά τα εισιτήρια κόστι-
σαν 7.000€. Βρες πόσα ήταν τα παιδιά και 
πόσοι οι ενήλικες που παρακολούθησαν 
τον αγώνα.

 

Στην προηγούμενη παράγραφο, είδαμε τον τρόπο με τον οποίο μπορούμε να προσδιορίσουμε γραφικά τη 
λύση ενός γραμμικού συστήματος δύο εξισώσεων με δύο αγνώστους. Πολλές φορές όμως, δεν είναι εύκο-
λος ο γραφικός προσδιορισμός του σημείου αυτού ή δεν είναι ακριβής. 

Στην παράγραφο αυτή θα μελετήσουμε την αλγεβρική επίλυση ενός γραμμικού συστήματος, χωρίς τη βοή-
θεια της γραφικής παράστασης. Θα μελετήσουμε δύο μεθόδους, τη μέθοδο της αντικατάστασης και τη μέ-
θοδο των αντίθετων συντελεστών.

Μέθοδος αντικατάστασης
Παράδειγμα: 	 Να λυθεί το σύστημα  ​​{​

x + 2y  =  4
​ 4x − 3y  =  5​​​ ,  με τη μέθοδο της αντικατάστασης.

Λύση:  
•	 Βήμα 1ο:  	 Λύνουμε τη μία εξίσωση του συστήματος ως προς έναν άγνωστο.

		  Αν λύσουμε την πρώτη εξίσωση ​x + 2y  =  4​, ως προς x, έχουμε:

​x  =  4 − 2y​.

•	 Βήμα 2ο:  	� Αντικαθιστούμε τον άγνωστο στην άλλη εξίσωση με την παράσταση που εί-
ναι  ίσος και προκύπτει μία εξίσωση με έναν άγνωστο την οποία λύνουμε.

		  Στη δεύτερη εξίσωση  ​4x − 3y  =  5​, αντικαθιστούμε το x με ​4 − 2y​ και έχουμε:

	​ 4​(4 − 2y)​ − 3y  =  5

	 16 − 8y − 3y  =  5

	 − 8y − 3y  =  5 − 16

	 − 11y  =  − 11​

               ​​y  =  1​​.

•	 Βήμα 3ο:  	� Αντικαθιστούμε την τιμή του αγνώστου στην ισότητα που προέκυψε στο 1ο 
βήμα και βρίσκουμε τον άλλον άγνωστο.

		  Για ​y  =  1​, από την εξίσωση  ​x  =  4 − 2y​ του 1ου βήματος, έχουμε:

	​ x  =  4 − 2 ⋅ 1

	​ x  =  2​.​

		  Άρα η μοναδική λύση του συστήματος είναι  ​x  =  2​  και  ​y  =  1​,  δηλαδή το ζεύγος:

 ​​(x, y)​  = ​ (2, 1)​​.

5.3 |  Αλγεβρική επίλυση γραμμικού συστήματος 
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Επαλήθευση: Με αντικατάσταση μπορούμε να διαπιστώσουμε ότι οι τιμές ​x  =  2​ και ​y  =  1​ επαληθεύουν 

και τις δύο εξισώσεις του συστήματος  ​​{​
x + 2y  =  4

​ 4x − 3y  =  5​​​ , άρα πράγματι η λύση είναι σωστή.

Μέθοδος αντίθετων συντελεστών

Παράδειγμα: 	 Να λυθεί το σύστημα  ​​{​
3x + 5y  =  9

​  2x + 3y  =  5​​​ ,  με τη μέθοδο των αντίθετων συντελεστών.

Λύση:  
•	 Βήμα 1ο:  	� Πολλαπλασιάζουμε τα μέλη κάθε εξίσωσης με κατάλληλους αριθμούς, ώστε 

να εμφανιστούν αντίθετοι συντελεστές σ ´έναν από τους δύο αγνώστους.
		�  Πολλαπλασιάζουμε τα μέλη της πρώτης εξίσωσης με το 2 και της δεύτερης με το ​− 3​  

για να δημιουργήσουμε αντίθετους συντελεστές στον x: 

​​​{​
3x + 5y  =  9

​  2x + 3y  =  5​​|​  ​ ⋅  2   
​ ⋅ ​(− 3)​​​   ή   ​​{​

6x + 10y  =  18
​  − 6x − 9y  =  − 15​​​.

•	 Βήμα 2ο:  	� Προσθέτουμε κατά μέλη τις δύο εξισώσεις προκειμένου να απαλείψουμε τον 
έναν άγνωστο, οπότε προκύπτει μία εξίσωση με έναν άγνωστο την οποία λύ-
νουμε.

		  Προσθέτουμε κατά μέλη τις δύο εξισώσεις:

            ​6x + 10y  =  18

​+          − 6x − 9y  =  − 15     
‾

​ 

              ​0x​ + y  =  3

                      ​y  =  3​.​

•	 Βήμα 3ο:  	� Αντικαθιστούμε την τιμή του αγνώστου σε μία από τις εξισώσεις του συστή-
ματος και βρίσκουμε τον άλλον άγνωστο.

		  Για ​y  =  3​, από την εξίσωση  ​2x + 3y  =  5​, έχουμε:

	​ 2x + 3 ⋅ 3  =  5

	 2x + 9  =  5

	 2x  =  5 − 9

	 2x  =  − 4​

           ​​x  =  − 2​​.

		  Άρα η μοναδική λύση του συστήματος είναι  ​x  =  − 2​  και  ​y  =  3​,  δηλαδή το ζεύγος:

 ​​(x, y)​  = ​ (− 2, 3)​​.

Επαλήθευση: Με αντικατάσταση μπορούμε να διαπιστώσουμε ότι οι τιμές ​x  =  − 2​ και ​y  =  3​ επαληθεύουν 

και τις δύο εξισώσεις του συστήματος  ​​{​
3x + 5y  =  9

​  2x + 3y  =  5​​​ , άρα πράγματι η λύση είναι σωστή.
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1. Να λυθεί το σύστημα 	 ​​{​
x − y  =  − 3

​ 2x + 3y  =  4​​​.

	 α) Με τη μέθοδο της αντικατάστασης.

	 β) Με τη μέθοδο των αντίθετων συντελεστών.

Λύση:
α) Μέθοδος αντικατάστασης: 
Αν λύσουμε την πρώτη εξίσωση ​x − y  =  − 3​, ως προς x, έχουμε:	   ​x  =  y − 3​.

Στη δεύτερη εξίσωση  ​2x + 3y  =  4​, αντικαθιστούμε το x με ​y − 3​ και έχουμε:

	​ 2​(y − 3)​ + 3y  =  4

	 2y − 6 + 3y  =  4

	 2y + 3y  =  6 + 4

	 5y  =  10​

              ​​y  =  2​​.

Για ​y  =  2​, από την εξίσωση  ​x  =  y − 3​ του 1ου βήματος, έχουμε:

​x  =  2 − 3

​x  =  − 1​.​

Άρα η μοναδική λύση του συστήματος είναι  ​x  =  − 1​  και  ​y  =  2​,  δηλαδή το ζεύγος: ​​(x, y)​  = ​ (− 1, 2)​​.

β) Μέθοδος αντίθετων συντελεστών: 
Πολλαπλασιάζουμε τα μέλη της πρώτης εξίσωσης με το 3 για να δημιουργήσουμε αντίθετους συντε-
λεστές στον y: 

​​​{​
x − y  =  − 3

​ 2x + 3y  =  4​​|​​⋅  3   ​ ​ ​​    ή   ​​{​
3x − 3y  =  − 9

​  2x + 3y  =  4 ​​​ .

Προσθέτουμε κατά μέλη τις δύο εξισώσεις:

            ​3x − 3y  =  − 9

​+           2x + 3y  =  4       
‾

​ 

           5x + ​0y​  =  − 5

                     ​x  =  − 1​.​

Για ​x  =  − 1​, από την εξίσωση  ​x − y  =  − 3​, έχουμε:

	​ − 1 − y  =  − 3

	 y  =  − 1 + 3​

  ​​y  =  2​​.

Άρα η μοναδική λύση του συστήματος είναι  ​x  =  − 1​  και  ​y  =  2​,  δηλαδή το ζεύγος: ​​(x, y)​  = ​ (− 1, 2)​​.
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2. Να λυθεί το σύστημα:   ​​
{

​
​ x + 1 _ 2 ​  + ​ 

y
 _ 3 ​  =  1

​  
4x − 2​(x + y)​  =  x + 17

​​​.

Λύση:
Αρχικά απλοποιούμε τις εξισώσεις του συστήματος. Στην πρώτη εξίσωση απαλείφουμε τους παρονο-
μαστές και στη δεύτερη εκτελούμε όλες τις δυνατές πράξεις.

​​
{

​
​ x + 1 _ 2 ​  + ​ 

y
 _ 3 ​  =  1

​  
4x − 2​(x + y)​  =  x + 17

​​​   ή   ​​
{

​
6 ⋅ ​ x + 1 _ 2 ​  + 6 ⋅ ​ 

y
 _ 3 ​  =  6 ⋅ 1

​  
4x − 2x − 2y  =  x + 17

 ​​​    ή   ​​{​
3​(x + 1)​ + 2y  =  6

​  4x − 2x − x − 2y  =  17​​​   

ή   ​​{​
3x + 3 + 2y  =  6

​  x − 2y  =  17 ​​​    ή   ​​{​
3x + 2y  =  3

​  x − 2y  =  17​​​.

Οι συντελεστές του y είναι αντίθετοι, οπότε προσθέτοντας κατά μέλη έχουμε:

​4x  =  20​  ή  ​x  =  5​.

Αντικαθιστούμε την τιμή ​x  =  5​ στη δεύτερη εξίσωση και έχουμε:

	​ 5 − 2y  =  17

	 − 2y  =  17 − 5

	 − 2y  =  12​

   ​​y  =  − 6​.​

Άρα η λύση του συστήματος είναι  ​x  =  5​  και  ​y  =  − 6​,  δηλαδή το ζεύγος: ​​(x, y)​  = ​ (5,  − 6)​​.  

3. O Αλέξανδρος αποταμιεύει σε έναν κουμπαρά κέρματα των 0,5€ και των 2€. Έχει συγκεντρώσει 
30 κέρματα συνολικής αξίας 36€. Πόσα κέρματα από κάθε είδος περιέχει ο κουμπαράς;

Λύση:
Συμβολίζουμε:

•	 x  τα κέρματα των 0,5€ 

•	 y  τα κέρματα των 2€.

Το πλήθος των κερμάτων είναι 30, οπότε:		​  x + y  =  30​.

H αξία των κερμάτων είναι 36€, άρα προκύπτει ότι:		​  0, 5x + 2y  =  36​.

Για να βρούμε τις τιμές των x και y, λύνουμε το σύστημα:

​​​{​
x + y  =  30

​ 0, 5x + 2y  =  36​​|​​    
​ ⋅ ​(− 2)​​​   ή   ​​{​

x + y  =  30
​ − x − 4y  =  − 72​​​.

Προσθέτουμε κατά μέλη τις δύο εξισώσεις και προκύπτει:

​− 3y  =  − 42​  ή    ​y  =  14​. 

Για ​y  =  14​, από την εξίσωση  ​x + y  =  30​, έχουμε:   ​x  =  16​.

Άρα στον κουμπαρά υπάρχουν 16 κέρματα των 0,5€ και 14 κέρματα των 2€.  

Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα
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	Στα παρακάτω συστήματα αν εφαρμόσουμε τη μέθοδο των αντιθέτων συντελεστών απαλείφο-
νται και οι δύο άγνωστοι.

(Σ1): ​​{​
2x − 3y  =  1

​  − 4x + 6y  =  − 2​​​ ,         (Σ2): ​​{​
x − y  =  2

​ − x + y  =  2​​​ .

Τα συμπεράσματα που προκύπτουν είναι:

Το σύστημα Σ1 είναι ………………………… 

Tο σύστημα Σ2  είναι ………………………….

1

Έστω το σύστημα: ​​{​
2x − y  =  4

​ − x + 4y  =  5​​​ . 

Ποιο από τα παρακάτω ζεύγη αποτελεί λύση του συστήματος;

	​ ​(1,  − 2)​​ ,		​  ​(− 4, 1)​​,		​  ​(− 1, 1)​​,		​  ​(3, 2)​​.

2

	Λύσε τα παρακάτω συστήματα με τη μέθοδο της αντικατάστασης.

	 α)​​{​
y  =  − 2

​ 4x − 3y  =  14​​​	 β) ​​{​
x + 3y  =  − 1

​  5x − y  =  − 5​​​	 γ) ​​{​
15x + 8y  =  3

​  4x + y  =  1 ​​​	  δ) ​​{​
8x − 2y  =  − 11

​  x  =  3y ​​​

3

	 Λύσε τα συστήματα με τη μέθοδο των αντιθέτων συντελεστών.

	 α) ​​{​
4x − 5y  =  7

​  2x + 5y  =  11​​​ 	 β) ​​{​
10x + 2y  =  8

​  5x − 3y  =  9 ​​​	  γ) ​​{​
15x + 6y  =  18

​  4x − 2y  =  3 ​​​	  δ) ​​{​
2x − 3y  =  0

​  3x − 4y  =  − 11​​​

4

	Λύσε τα παρακάτω συστήματα.

	 α) ​​{​
2(x − 3 )  + 5(4 − y )   =  5 − (2x + 6y)

​   2​(x − 5)​ − 3​(y + 1)​  =  0 ​​ ​	 β) ​​

⎧
 

⎪

 ⎨ 
⎪

 
⎩

​
​ 4x _ 5 ​ − ​ 

y
 _ 2 ​ − ​ x + 1 _ 10 ​   =  y

​  
​ x _ 4 ​  = ​ 

y
 _ 2 ​
 ​​ ​

	 γ) ​​

⎧

 
⎪

 ⎨ 
⎪

 
⎩

​
​ x − 3 _ 2 ​  + ​ 

x + 4y
 _ 3 ​   =  − 2

​  
​ x _ 2 ​ + ​ 

5 − y
 _ 4 ​   =  2 − ​ 

x + y
 _ 8 ​
​​​	 δ) ​​

{
​
​ 
x + y

 _ 6 ​  − ​ 9 _ 2 ​  =  1 − ​ 
x − y

 _ 8 ​
​  

− 2​(2x + y)​ − 8  =  3 − ​(4x − 9y)​
​​​

5
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	Αγοράσαμε από βιβλιοπωλείο 4 τετράδια και 6 στυλό και πληρώσαμε 13€. Αν το ένα τετράδιο 
κοστίζει 2€ περισσότερο από το στυλό, βρες πόσο κοστίζει το ένα τετράδιο και πόσο το ένα στυ-
λό.

6

	Ένα φορτηγό μεταφέρει 15 παραγγελίες με γραφεία και καρέκλες γραφείου. Κάθε γραφείο ζυγί-
ζει 35kg και κάθε καρέκλα ζυγίζει 25 kg λιγότερο. Αν το συνολικό βάρος των εμπορευμάτων είναι 
300kg, υπολόγισε πόσα γραφεία και πόσες καρέκλες μεταφέρει το φορτηγό.

7

	Δίνεται η ευθεία  ε: ​αx + βy  =  − 10​, η οποία διέρχεται από τα σημεία Α(–10, 2) και Β(5, –4). Βρες 
τους αριθμούς α και β.

8

	Το τμήμα Γ1, αν είχε 12 μαθητές περισσότερους θα είχε τους διπλάσιους μαθητές από το τμή-
μα Γ2, ενώ αν το τμήμα Γ2 είχε 6 μαθητές περισσότερους, θα είχε τους ίδιους μαθητές με το τμή-
μα Γ1. Πόσους μαθητές έχει κάθε τμήμα;

9

	Ένας κουμπαράς περιέχει 40 κέρματα των 0,50€ και 2€ που κοστίζουν συνολικά 38€. Πόσα κέρ-
ματα από κάθε είδος περιέχει;

10

	
α) Δίνεται το σύστημα:  (Σ1):  ​​{​

2x − 4y  =  − 8
​  5x − 2y  =  4 ​​​ .

Βρες τη λύση του συστήματος (Σ1).

	 β) Δίνεται επιπλέον το σύστημα (Σ2):  ​​{​
αx + βy  =  4

​  αy − βx  =  − 7​​​. 

Βρες τις τιμές των α και β, αν γνωρίζεις ότι τα συατήματα (Σ1) και (Σ2) έχουν την ίδια λύση.

11

Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα
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Α. Εξισώσεις πρώτου βαθμού

Σε ένα λούνα-παρκ, ο «μάγος» κάνει το παρακάτω παιχνίδι 
και πάντα βρίσκει το σωστό!

•	 Σκέψου έναν αριθμό από το 1 έως το 100.

•	 Πολλαπλασίασέ τον με 2.

•	 Πρόσθεσε τον αριθμό 40.

•	 Διαίρεσε το άθροισμα με 2.

•	 Αφαίρεσε τον αριθμό που είχες σκεφτεί αρχικά.

		 Βρήκες αποτέλεσμα 20!

Πώς μπορείς να ερμηνεύσεις την «επιτυχία» του «μάγου» 
αξιοποιώντας τις γνώσεις σου πάνω στις ισότητες και τις εξι-
σώσεις;

 

Εξισώσεις 1ου βαθμού
Έχουμε μάθει στην προηγούμενη τάξη τον τρόπο με τον οποίο λύνουμε εξισώσεις, όπως:

​3x − 17  =  1 − 6x​.

H εξίσωση αυτή περιέχει έναν άγνωστο (το x) και ο μεγαλύτερος εκθέτης του αγνώστου είναι ο 
αριθμός 1. Για τον λόγο αυτόν η εξίσωση αυτή λέγεται εξίσωση 1ου βαθμού (ή πρωτοβάθμια).

Επίλυση εξίσωσης 1ου βαθμού
. Παράδειγμα: 	 Να λυθεί η εξίσωση:	​ 3x − 17  =  1 − 6x​.

	 Λύση:

	​ 3x − 17  =  1 − 6x

	 3x + 6x  =  1 + 17

	 9x  =  18

	​  9x _ 9 ​  = ​  18 _ 9 ​

	 x  =  2​

​←​ Χωρίζουμε τους γνωστούς από τους αγνώστους.
​

←​ Κάνουμε αναγωγή ομοίων όρων.

​←​ Διαιρούμε με τον συντελεστή του αγνώστου.

Ο αριθμός 2 είναι η μοναδική λύση (ή ρίζα) της εξίσωσης, δηλαδή αν το x αντικατασταθεί με το 2 επαληθεύ-
ει την αρχική εξίσωση:

	​ 3 ⋅ 2 − 17  =  1 − 6 ⋅ 2

	 6 − 17  =  1 − 12

	 − 11  =  − 11​

         που ισχύει.

5.4 |  Εξισώσεις δευτέρου ή και μεγαλύτερου βαθμού, 
επίλυση με παραγοντοποίηση 
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Επίλυση κλασματικής εξίσωσης 1ου βαθμού
Παράδειγμα: 	 Να λυθεί η εξίσωση:	​ x − ​ x − 1 _ 2 ​   = ​  x − 3 _ 3 ​  + 1​.

Λύση:
Aν η εξίσωση περιέχει κλάσματα πολλαπλασιάζουμε και τα δύο μέλη της με το ΕΚΠ των παρονομαστών και 
απαλείφουμε τους παρονομαστές.

	​ x − ​ x − 1 _ 2 ​   = ​  x − 3 _ 3 ​  + 1

	 6 ⋅ x − 6 ⋅ ​ x − 1 _ 2 ​   =  6 ⋅ ​ x − 3 _ 3 ​  + 6 ⋅ 1

	 6x − 3​(x − 1)​  =  2​(x − 3)​ + 6

	 6x − 3x + 3  =  2x − 6 + 6

	 6x − 3x − 2x  =  − 3 − 6 + 6

	 x  =  − 3​

​←​ Πολλαπλασιάζουμε όλους τους όρους με το ​ΕΚΠ​(2, 3)​  =  6​.

​←​ Απαλείφουμε τους παρονομαστές.

​←​ Εφαρμόζουμε την επιμεριστική ιδιότητα.

	 Ο αριθμός  ​− 3​  είναι η μοναδική λύση (ή ρίζα) της εξίσωσης.

Αδύνατη εξίσωση – Ταυτότητα

Η εξίσωση που δεν έχει καμία λύση, δηλαδή δεν επαληθεύεται για καμία τιμή του αγνώ-
στου, λέγεται αδύνατη.

Παράδειγμα: 	 Η εξίσωση  ​0 ⋅ x  =  1​  δεν επαληθεύεται για καμία τιμή του x, επομένως δεν έχει καμία 	
		  λύση άρα είναι αδύνατη.

Γενικά: 	 Κάθε εξίσωση της μορφής  ​0 ⋅ x  =  β​  με ​β  ≠  0​,  είναι αδύνατη.

Η εξίσωση που έχει λύσεις όλους τους αριθμούς, δηλαδή επαληθεύεται για οποιαδήποτε 
τιμή του αγνώστου, λέγεται ταυτότητα ή αόριστη.

Παράδειγμα: 	 Η εξίσωση  ​0 ⋅ x  =  0​  επαληθεύεται για οποιαδήποτε τιμή του x, επομένως έχει λύσεις 	
		  όλους τους αριθμούς, άρα είναι ταυτότητα. 

Γενικά: 	 Κάθε εξίσωση της μορφής  ​0 ⋅ x  =  0​,  είναι ταυτότητα ή αόριστη.

Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι:

Μία εξίσωση 1ου βαθμού με άγνωστο τον x, είναι της μορφής:  

​αx + β  =  0​   ή   ​αx  =  − β​.

•	 Αν ​α  ≠  0​ , τότε η εξίσωση έχει μοναδική λύση την  ​x  =  − ​ 
β

 _ α ​​.

•	 Αν  ​α  =  0​ , τότε η εξίσωση  γράφεται  ​0x  =  − β​  και 

		  αν  ​β  ≠  0​  είναι αδύνατη.

		  αν  ​β  =  0​  είναι ταυτότητα (ή αόριστη).

Αντιλαμβάνομαι

με προσομοίωση
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	Λύσε τις εξισώσεις:

	α) ​3x − 4  =  − 2x + 11​	 β) ​5​(2x − 4)​ − 3​(x + 1)​  =  2 − ​(4x + 3)​​	 γ) ​− 3​(x + 1)​ + 9x − 6​(x − 5)​  =  0​
1

	Λύσε τις εξισώσεις:

	α) ​​ x _ 4 ​ + 6  = ​  x _ 2 ​ − x​	 β) ​​ 2x + 1 _ 6 ​  + 2x  = ​  1 − 3x _ 8 ​  − 1​	 γ) ​​ 5​(2x − 1)​ _ 6 ​  + ​ x _ 3 ​  = ​  12x − 5 _ 6 ​​

2

Β. �Εξισώσεις δευτέρου ή και μεγαλύτερου βαθμού,  
επίλυση με παραγοντοποίηση

Για την εγκατάσταση ενός ηλεκτρικού κυκλώματος θέλουμε να διαχειριστούμε το 
παρακάτω πρόβλημα:

R1 + 3

R1

Δυο αντιστάτες έχουν συνδεθεί παράλληλα με αντιστάσεις ​​R​ 1​​​ και ​​R​ 1​​ + 3​. Η συ-
νολική αντίσταση θέλουμε να είναι 2Ω. Ποια πρέπει να είναι η αντίσταση σε κάθε 
αντιστάτη;

Γνωρίζουμε από τη Φυσική ότι η συνολική αντίσταση ​​R​ ολ​​​ σε παράλληλη σύνδε-

ση προκύπτει από τον τύπο ​​R​ ολ​​  = ​ 
​R​ 1​​ ⋅ ​R​ 2​​ _ ​R​ 1​​ + ​R​ 2​​

 ​​, οπότε κάνοντας πράξεις και αντικα-

τάσταση βρίσκουμε ​​​R​ 1​​​​ 
2​ − ​R​ 1​​ − 6  =  0​. Ποιες είναι όμως οι λύσεις της εξίσωσης 

που προέκυψε;

 

Εξισώσεις 2ου βαθμού
Μια εξίσωση με έναν άγνωστο στην οποία ο μεγαλύτερος εκθέτης του αγνώστου είναι ο αριθμός 2, ονομά-
ζεται εξίσωση 2ου βαθμού.

Παράδειγμα: 	 Η εξίσωση  ​​x​​ 2​ − 3x + 2  =  0​ ,  είναι μία εξίσωση 2ου βαθμού (ή δευτεροβάθμια).

Η γενική μορφή μίας εξίσωσης 2ου βαθμού είναι: ​α ​x​​ 2​ + βx + γ  =  0​ ,  με ​α  ≠  0​.
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Οι αριθμοί α, β και γ λέγονται συντελεστές της εξίσωσης (ο γ λέγεται και σταθερός όρος).

. Παράδειγμα: 	 Στη  εξίσωση  ​​x​​ 2​ − 3x + 2  =  0​ ,  οι συντελεστές είναι: ​α  =  1​, ​β  =  − 3​ και ​γ  =  2​.

Επίλυση εξίσωσης ​​x​​ 2 ​= α​

Η εξίσωση  ​​x​​ 2​  =  α    ​
↗

​ ↘​​
 Έχει δύο λύσεις αν ​α  >  0​, τις  ​x  = ​ √ 

_
 α ​​  και  ​x  =  − ​√ 

_
 α ​​.

 Είναι αδύνατη αν  ​α  <  0​.

. Παράδειγμα: 	 Να λύσετε τις  εξισώσεις:	

		  α) ​​x​​ 2​  =  4​	 και	 β) ​​x​​ 2​ + 1  =  0​.

Λύση:
α)

​

​x​​ 2​  =  4

x  = ​ √ 
_

 4 ​    ή   x  =  − ​√ 
_

 4 ​

x  =  2    ή   x  =  − 2.​
​←​ Αν ​​x​​ 2​  =  α,  ​(α  >  0)​​ τότε ​x  = ​ √ 

_
 α ​​ ή ​x  =  − ​√ 

_
 α ​​.

Άρα η εξίσωση έχει δύο λύσεις, τις  ​x  =  2​  και  ​x  =  − 2​.

β)  

​
​x​​ 2​ + 1  =  0

​x​​ 2​  =  − 1.​

Αδύνατη εξίσωση.

​←​ Μεταφέρουμε τον αριθμό στο 2ο μέλος. 

​←​ Η εξίσωση ​​x​​ 2​  =  α​ είναι αδύνατη αν  ​α  <  0​.

H εξίσωση είναι αδύνατη καθώς δεν υπάρχει πραγματικός αριθμός ο οποίος όταν υψωθεί στο τετράγωνο 
να δίνει αρνητικό αποτέλεσμα.

Ειδικότερα:

Η εξίσωση  ​​x​​ 2​  =  0​  έχει λύση την ​x  =  0​. 
H λύση αυτή λέγεται διπλή, γιατί κατά την επίλυση εμφανίζεται δύο φορές η ίδια 
λύση ​x  =  0​.

      ​ ​x​​ 2​  =  0

    x ⋅ x  =  0

x  =  0  ή  x  =  0.​

Επίλυση εξισώσεων 2ου ή και μεγαλύτερου βαθμού  
με παραγοντοποίηση
Γνωρίζουμε ότι: 

Αν  ​α ⋅ β  =  0​,  τότε  ​α  =  0​  ή  ​β  =  0​.
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Επίλυση με κοινό παράγοντα
Για να λύσουμε εξισώσεις της μορφής  ​α ​x​​ 2​ + βx  =  0​, παραγοντοποιούμε το πολυώνυμο στο 1ο μέλος και 
γράφουμε κάθε παράγοντα που προκύπτει, ίσο με μηδέν.

. Παράδειγμα: 	  Να λύσετε την εξίσωση:	​ 2 ​x​​ 2​ + 4x  =  0​.

	 Λύση:

​2 ​x​​ 2​ + 4x  =  0
2x ⋅ ​(x + 2)​  = 0 

​                       ↙​              ↘​  ​         
  2x  =  0   ή   x + 2  =  0

 x  =  0   ή   x  =  − 2.​

​←​ Παραγοντοποιούμε το πολυώνυμο στο 1ο μέλος.

​←​ Γράφουμε κάθε παράγοντα ίσο με μηδέν.

​←​ Λύνουμε τις πρωτοβάθμιες εξισώσεις.

		  Άρα η εξίσωση έχει δύο λύσεις, τις  ​x  =  0​  και  ​x  =  − 2​.

Με τη βοήθεια της παραγοντοποίησης μπορούμε να λύσουμε και εξισώσεις βαθμού μεγαλύτερου από 2. 

. Παράδειγμα: 	 Να λύσετε την εξίσωση:	​​ x​​ 3​ − x  =  0​.

	

	 Λύση:

​​x​​ 3​ − x  =  0
x ⋅ ​(​x​​ 2​ − 1)​  =  0

x ⋅ ​(x − 1)​ ⋅ ​(x + 1)​  =  0
                  ​​↙​  ​​   ↓​  ​​​    ↘​  ​​  ​​

x  =  0   ή   x − 1  =  0   ή   x + 1  =  0
x  =  0    ή     x  =  1     ή   x  =  − 1 . ​  

​←​ Παραγοντοποιούμε το πολυώνυμο στο 1ο μέλος.

​←​ Γράφουμε κάθε παράγοντα ίσο με μηδέν.

​←​ Λύνουμε τις πρωτοβάθμιες εξισώσεις.

		  Άρα η εξίσωση έχει τρεις λύσεις, τις  ​x  =  0​,  ​x  =  1​  και  ​x  =  − 1​.

Ανάπτυγμα τετραγώνου
Μπορούμε να λύσουμε εξισώσεις της μορφής ​α ​x​​ 2​ + βx + γ  =  0​,  με ​α  ≠  0​, αν το πολυώνυμο στο πρώτο μέ-
λος είναι ανάπτυγμα τετραγώνου:	​​ α​​ 2​ ± 2αβ + ​β​​ 2​  = ​​ (α ± β)​​​ 2​​.

. Παράδειγμα: 	 Να λύσετε την εξίσωση:	​​ x​​ 2​ − 4x + 4  =  0​.

	 Λύση:

​

​x​​ 2​ − 4x + 4  =  0

​​(x − 2)​​​ 2​  =  0

x − 2  =  0

x  =  2.​

​←​ Παρατηρούμε ότι το 1ο μέλος είναι ανάπτυγμα τετραγώνου.

​←​ Είναι  ​​​(x − 2)​​​ 2​  =  0​  μόνο όταν  ​x − 2  =  0​.

		  Άρα η εξίσωση έχει διπλή λύση την  ​x  =  2​.
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Λύση εξίσωσης 2ου βαθμού με τη μέθοδο συμπλήρωσης  
τετραγώνου:
Για να λύσουμε μία εξίσωση της μορφής  ​α ​x​​ 2​ + βx + γ  =  0​  με ​α  ≠  0​, μπορούμε να ακολουθήσουμε την πα-
ρακάτω διαδικασία:

​

α ​x​​ 2​ + βx + γ  =  0

4α ​2​x​​ 2​ + 4αβx + 4αγ  =  0

​(2αx)2​​ + 2 ⋅ 2αx ⋅ β  =  − 4αγ

​(2αx)2​ + 2 ⋅ 2αx ⋅ β + ​β​​ 2​  =  − 4αγ + ​β​​ 2​

​​(2αx + β)​​​ 2​  = ​​ β​​ 2​ − 4αγ   ⏟
​

         ​​(2αx + β)​​​ 2​  =  Δ,   ​(1)​.​

​←​ Πολλαπλασιάζουμε όλους τους όρους με 4α.

​←​ Μεταφέρουμε τον σταθερό όρο 4αγ στο δεξί μέλος.

​←​ Στο αριστερό μέλος έχουμε δύο όρους του αναπτύγματος  ​​​(2αx + β)​​​ 2​​. Για να 
συμπληρώσουμε το ανάπτυγμα τετραγώνου, προσθέτουμε και στα δύο μέλη το ​​
β​​ 2​​. 

​←​ Συμβολίζουμε την παράσταση ​​β​​ 2​ − 4αγ​ με Δ.

•	 Αν ​Δ  >  0​, τότε από την εξίσωση (1) έχουμε:
​​​(2αx + β)​​​ 2​  =  Δ

2αx + β  = ​ √ 
_

 Δ ​    ή   2αx + β  =  − ​√ 
_

 Δ ​

2αx  =  − β + ​√ 
_

 Δ ​    ή   2αx  =  − β − ​√ 
_

 Δ ​

x  = ​ 
− β + ​√ 

_
 Δ ​
 _ 2α ​     ή   x  = ​ 

− β − ​√ 
_

 Δ ​
 _ 2α ​  .​

	 Άρα αν ​Δ  >  0​,  η εξίσωση έχει δύο άνισες λύσεις τις οποίες για συντομία γράφουμε:  ​x  = ​ 
− β ± ​√ 

_
 Δ ​
 _ 2α ​​ .

•	 Αν ​Δ  =  0​, τότε από την εξίσωση (1) έχουμε:
​​​(2αx + β)​​​ 2​  =  0

2αx + β  =  0

2αx  =  − β

x  = ​ 
− β

 _ 2α ​ .​

	 Άρα αν Δ = 0 ,  η εξίσωση έχει μία διπλή λύση, την:   ​x  = ​ 
− β

 _ 2α ​​.

•	 Αν ​Δ  <  0​, τότε η εξίσωση (1) δεν έχει καμία πραγματική λύση (αδύνατη εξίσωση). 

Την παράσταση ​Δ  = ​ β​​ 2​ − 4αγ​  την ονομάζουμε Διακρίνουσα της εξίσωσης γιατί από το πρόσημό της δια-
κρίνουμε το πλήθος των λύσεων της εξίσωσης. 

Σχόλιο: Ο παραπάνω τρόπος αποτελεί τη βασική μέθοδο για την επίλυση εξισώσεων 2ου βαθμού.

. Παράδειγμα: 	 Να λυθεί η εξίσωση:  ​2 ​x​​ 2​ + 3x − 2  =  0​.

​

2 ​x​​ 2​ + 3x − 2  =  0

16 ​x​​ 2​ + 8 ⋅ 3x − 16  =  0

​​(4x)​​​ 2​ + 2 ⋅ ​(4x)​ ⋅ 3  =  16

​​(4x)​​​ 2​ + 2 ⋅ ​(4x)​ ⋅ 3 + ​3​​ 2​  =  16 + ​3​​ 2​

​​(4x + 3)​​​ 2​  =  25
​4x + 3  =  ​√ 

_
 25 ​     ή   4x + 3  =  − ​√ 

_
 25 ​

4x  =  5 − 3     ή    4x  =  − 5 − 3
4x  =  2     ή    4x  =  − 8
x  =  ​ 1 _ 2 ​      ή    x  =  − 2.​

​←​ Πολλαπλασιάζουμε όλους τους όρους με  ​4α  =  4 ⋅ 2  =  8​

​←​ Μεταφέρουμε το 16 στο δεξί μέλος.

←​ Προσθέτουμε στα δύο μέλη το ​​3​​ 2​​.

​←​ Γράφουμε το ανάπτυγμα τετραγώνου.

​←​ Αν ​​x​​ 2​  =  α,  ​(α  >  0)​​ τότε ​x  = ​ √ 
_

 α ​​ ή ​x  =  − ​√ 
_

 α ​​.

		  Άρα η εξίσωση έχει δύο λύσεις τις  x  =   ​ 1 _ 2 ​​  και  ​x  = −2.
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1. Να λύσετε τις  εξισώσεις:	

	 α) ​​x​​ 2​ − 9  =  0​	 β) ​3 ​x​​ 2​  =  15​	 γ) ​3 ​x​​ 2​  =  5x​

Λύση:
α) 1ος τρόπος:

​

​x​​ 2​ − 9  =  0

​x​​ 2​  =  9

x  = ​ √ 
_

 9 ​    ή   x  =  − ​√ 
_

 9 ​

x  =  3    ή   x  =  − 3.​

←​ Μεταφέρουμε τον αριθμό στο 2ο μέλος. 

​←​ Αν ​​x​​ 2​  =  α,  ​(α  >  0)​​ τότε ​x  = ​ √ 
_

 α ​​ ή ​x  =  − ​√ 
_

 α ​​.

		  Άρα η εξίσωση έχει δύο λύσεις, τις  ​x  =  3​  και  ​x  =  − 3​.

2ος τρόπος:

​​x​​ 2​ − 9  =  0
​(x − 3)​ ⋅ ​(x + 3)​  =  0

                          ↙​  ​​    ↘​  ​​
x − 3  =  0   ή   x + 3  =  0

x  =  3      ή   x  =  − 3.​

​←​ Είναι  ​​α​​ 2​ − ​β​​ 2​  = ​ (α + β)​​(α − β)​​.

​←​ Αν ​α . β  =  0​ τότε ​α  =  0​ ή ​β  =  0​.

		  Άρα βρίσκουμε πάλι τις λύσεις  ​x  =  3​  και  ​x  =  − 3​.

β)

​

3 ​x​​ 2​  =  15

​x​​ 2​  =  5

x  = ​ √ 
_

 5 ​    ή   x  =  − ​√ 
_

 5 ​ .​

​←​ Διαιρούμε τα δύο μέλη της εξίσωσης με 3.

​←​ Αν ​​x​​ 2​  =  α,  ​(α  >  0)​​ τότε ​x  = ​ √ 
_

 α ​​ ή ​x  =  − ​√ 
_

 α ​​.

		  Άρα η εξίσωση έχει δύο λύσεις, τις  ​x  = ​ √ 
_

 5 ​​  και  ​x  =  − ​√ 
_

 5 ​​.

γ)	

​3 ​x​​ 2​  =  5x
3 ​x​​ 2​ − 5x  =  0

x ⋅ ​(3x − 5)​  =  0
                          ​↙​  ​​​  ​​​  ↘​  ​​

x  =  0   ή   3x − 5  =  0

x  =  0   ή   x  = ​  5 _ 3 ​ .​     

​←​ Μεταφέρουμε όλους τους όρους στο 1ο μέλος

​←​ Παραγοντοποιούμε το πρώτο μέλος..

​←​ Λύνουμε την εξίσωση.

		  Άρα η εξίσωση έχει δύο λύσεις, τις  ​x  =  0​  και  ​x  = ​  5 _ 3 ​​.

 

Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα
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2. Να λύσετε τις εξισώσεις:	

	 α)  ​− ​x​​ 2​ + 6x − 9  =  0​	 β) ​2 ​x​​ 2​ + 50  =  − 20x​

Λύση:
α)

​

− ​x​​ 2​ + 6x − 9  =  0

​x​​ 2​ − 6x + 9  =  0

​​(x − 3)​​​ 2​  =  0

x − 3  =  0

x  =  3.​

​←​ Πολλαπλασιάσουμε όλους τους όρους με –1 και στο 1ο μέλος 
εμφανίζεται ανάπτυγμα τετραγώνου.

​←​ Είναι  ​​​(x − 3)​​​ 2​  =  0​  μόνο όταν  ​x − 3  =  0​.

		  Άρα η εξίσωση έχει διπλή λύση την  ​x  =  3​.

β) 

​

2 ​x​​ 2​ + 50  =  − 20x

2 ​x​​ 2​ + 20x + 50  =  0

2​(​x​​ 2​ + 10x + 25)​  =  0

2 ⋅ ​​(x + 5)​​​ 2​  =  0

x + 5  =  0

x  =  − 5.​

​←​ Μεταφέρουμε όλους τους όρους στο 1ο μέλος. 

​←​ Βγάζουμε κοινό παράγοντα το 2 και στην παρένθεση εμφανίζεται 
ανάπτυγμα τετραγώνου.

​←​Είναι  ​2 . ​​(x + 5)​​​ 2​  =  0​  μόνο όταν  ​x + 5  =  0​.

		  Άρα η εξίσωση έχει διπλή λύση την  ​x  =  − 5​.

 
3. Να λύσετε την  εξίσωση:	​​ x​​ 2​ − 3x + 2  =  0​.

Λύση:

​

​x​​ 2​ ​  − 3x   ⎵ 
↙     ↘

​ + 2  =  0

​​x​​ 2​ − x   ⏟
​   ​− 2x + 2   ⏟

​  =  0

x​(x − 1)​ − 2​(x − 1)​  =  0

​​(x − 1)​​ 
↙
​ ​  ⋅ ​​(x − 2)​​ 

↘
​ ​   =  0

x − 1  =  0    ή    x − 2  =  0

x  =  1    ή    x  =  2.​

​←​ Διασπάμε το  ​− 3x​  σε  ​− x − 2x​.

​←​ Παραγοντοποιούμε με ομαδοποίηση.

​←​ Λύνουμε την εξίσωση.

		  Άρα η εξίσωση έχει δύο λύσεις, τις  ​x  =  1​  και  ​x  =  2​.
 

4. Να λύσετε την εξίσωση:	​​ x​​ 3​ − 3 ​x​​ 2​ − x + 3  =  0​.

Λύση:	 Παραγοντοποιούμε με ομαδοποίηση και λύνουμε την εξίσωση:

​

​x​​ 3​ − 3 ​x​​ 2​ − x + 3  =  0

​x​​ 2​​(x − 3)​ − ​(x − 3)​  =  0

​(x − 3)​​(​x​​ 2​ − 1)​  =  0

​​(x − 3)​​ 
↙
​ ​ ​​ (x − 1)​​ 

↓
​ ​ ​​ (x + 1)​​ 

↘
​ ​   =  0

x − 3  =  0   ή   x − 1  =  0   ή   x + 1  =  0

     x  =  3   ή     x  =  1      ή   x  =  − 1 . ​ 

​←​ Αν ​α . β . γ​ τότε ​α  =  0​ ή ​β  =  0​ ή ​γ  =  0​.

		  Άρα η εξίσωση έχει τρεις λύσεις, τις  ​x  =  3​, ​x  =  1​  και  ​x  =  − 1​.
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	Χαρακτήρισε ως Σωστές ή Λάθος τις προτάσεις που ακολουθούν βάζοντας ένα x στην κατάλ-
ληλη θέση.

Σωστό Λάθος

α) Η εξίσωση ​​(x − 1)​​(x + 2)​  =  0​ έχει λύσεις τους αριθμούς 1 και ​− 2​.

β) Η εξίσωση ​x​(x − 5)​  =  0​ έχει λύση μόνο τον αριθμό 5. 

γ) Η εξίσωση ​​x​​ 2​  =  9​ έχει μοναδική λύση την ​x  =  3​.

δ) Η εξίσωση ​​x​​ 2​  =  0​ έχει μία διπλή λύση. 

ε) Η εξίσωση ​​x​​ 2​ + 1  =  0​  είναι αδύνατη. 

1

	Λύσε τις εξισώσεις:								      

	α) ​​​​(x − 1)​​(x + 2)​  =  0​​	 β) ​​(3y + 2)​​(2y − 6)​  =  0​	 γ) ​9​(t − ​ 1 _ 4 ​)​​(3t − ​ 1 _ 2 ​)​  =  0​

	 δ) ​​ω​(1 − 3ω)​  =  0​	 ε) ​​z​​ 2​​(1 − ​z​​ 2​)​  =  0​	 στ) ​− 2k​(k − 4)​​(2 − k)​  =  0​

2

	Λύσε τις εξισώσεις:								      

	α) ​​x​​ 2​ − x  =  0​	 β) ​8x − 4 ​x​​ 2​  =  0​	 γ) ​​x​​ 2​ − ​ 3 _ 2 ​ x  =  0​	 δ) ​15 ​x​​ 2​  =  3x​	

	 ε) ​− 20x  = ​ x​​ 2​​	 στ) ​​ ​x​​ 2​ _ 2 ​  =  3x​	 ζ) ​​x​​ 3​ − 4 ​x​​ 2​  =  0​	 η) ​​√ 
_

 2 ​ ​x​​ 2​  = ​ √ 
_

 8 ​ x​

3

	 Λύσε τις εξισώσεις:								      

	 α) ​​x​​ 2​ − 4  =  0​	 β) ​​x​​ 2​ + 16  =  0​	 γ) ​​x​​ 2​ − 3  =  0​	 δ) ​9 ​x​​ 2​ − 4  =  0​	

	 ε) ​5 ​x​​ 2​  =  45​	 στ) ​​x​​ 2​ + 1  =  0​	 ζ) ​3 ​x​​ 2​ − 16  =  0​	 η) ​− ​ 1 _ 3 ​ ​x​​ 2​  =  − 9​

4

	Λύσε τις εξισώσεις:								      

	α) ​​x​​ 2​ + 4x + 4  =  0​	 β) ​​x​​ 2​ + 9  =  6x​	 γ) ​− 4 ​x​​ 2​ + 4x − 1  =  0	​	  δ) ​​x​​ 2​  =  2x − 1​
5

	Λύσε τις εξισώσεις:

	α) ​2 ​x​​ 2​ + 5x + 3  =  0​	 β) ​​x​​ 2​ − 3x + 2  =  0​	 γ) ​2 ​x​​ 2​ + 7x + 6  =  0​	 δ) ​​x​​ 2​ + 4x + 3  =  0​
6
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	Λύσε τις εξισώσεις:

	α) ​​(​x​​ 2​ − 2x)​​(​x​​ 2​ − 9)​  =  0​	 β) ​8 ​x​​ 3​ − 4 ​x​​ 2​ − 6x + 3  =  0​ 	 γ) ​2 ​​(5x − 1)​​​ 2​ − 8  =  0​ 

	 δ) ​​​(x − 6)​​​ 2​ − 4 ​x​​ 2​  =  0​	 ε) ​​x​​ 2​​(x + 1)​ − 2x​(x + 1)​ + x + 1  =  0​

7

	
Δίνεται η παράσταση ​Α  = ​  2 ​x​​ 3​ − 12 ​x​​ 2​ + 18x  ____________ ​x​​ 2​ − 9 ​​ .

	

	 α) Βρες τις τιμές του x για τις οποίες ορίζεται η παράσταση Α.

	 β) Απλοποίησε την παράσταση Α.

	 γ) Λύσε την εξίσωση  ​Α  =  0​.

8

Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα
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Έστω ​x  ≤  y  ≤  z​, ώστε: 

​​ 1 _ x ​ + ​ 1 _ y ​ + ​ 1 _ z ​  =  1​

Εξήγησε με όποιον τρόπο μπορείς γιατί ​x  >  1​ και ​x  ≤  3​.

 

Σύγκριση πραγματικών αριθμών
Μια ανισότητα συγκρίνει δύο τιμές, δείχνοντας αν η μία είναι μικρότερη, μεγαλύτερη ή απλά δεν ίση με μια 
άλλη τιμή.

•	 Το ​α  ≠  β​ σημαίνει ότι το α δεν είναι ίσο με το β.

•	 Το ​α  <  β​ δείχνει ότι το α είναι μικρότερο από το β, ενώ

	το ​α  >  β​ δείχνει ότι το α είναι μεγαλύτερο από το β.

	(Οι ανισότητες αυτές είναι γνωστές ως αυστηρές ανισότητες).

•	 ​α  ≤  β​ σημαίνει ότι το α είναι μικρότερο ή ίσο του β, ενώ

​	α  ≥  β​ σημαίνει ότι το α είναι μεγαλύτερο ή ίσο του β.

Αν δύο ή περισσότεροι πραγματικοί αριθμοί έχουν παρασταθεί με σημεία                                                                                                                                     
στον άξονα των πραγματικών αριθμών, τότε είναι διατεταγμένοι και μπορούμε να τους συγκρίνουμε. 

Ο αριθμός που βρίσκεται δεξιότερα στον άξονα των πραγματικών αριθμών είναι ο μεγα-
λύτερος.

μεγαλύτερο

μικρότερο

β α
α > β

 Παραδείγματα: 	  ​0  <  1​ ,  ​− 2, 6  <  − 2, 5​  και  ​π  >  3​.	

		  -2,6<-2,5 0<1 π>3
Το σύμβολο «δείχνει» τη 

μικρότερη τιμή.

5.5 |  Ανισώσεις της μορφής ​αx + β  <  γ​  

μεγαλύτερο

μεγαλύτερο
ή ίσο

μικρότερο

μικρότερο
ή ίσο

ίσες
ποσότητες

άνισες
ποσότητες
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Γενικά: 
Κάθε θετικός αριθμός είναι μεγαλύτερος από το μηδέν.				    Π.χ.  ​+ 2  >  0​.

•	 Κάθε αρνητικός αριθμός είναι μικρότερος από το μηδέν.			   Π.χ.  ​− 3  <  0​.

•	 Κάθε θετικός αριθμός είναι μεγαλύτερος από κάθε αρνητικό αριθμό.		  Π.χ.  ​+ 2  >  − 3​.

Για να συγκρίνουμε δύο πραγματικούς αριθμούς που δεν έχουν 
παρασταθεί με σημεία στον άξονα των πραγματικών αριθμών, 
εξετάζουμε αν η διαφορά τους είναι θετική, μηδέν ή αρνητική.

•	 Αν  ​α − β  >  0​, τότε  ​α  >  β​.		  Π.χ. Είναι  ​π − 3  >  0​,  άρα  ​π  >  3​.

•	 Αν  ​α − β  =  0​, τότε  ​α  =  β​.

•	 Αν  ​α − β  <  0​, τότε  ​α  <  β​.		  Π.χ. Είναι ​​(− 2)​ − ​(− 1)​  =  − 1  <  0​  άρα  ​− 2  <  − 1​.

Νόμος της τριχοτομίας
Για δύο πραγματικούς αριθμούς α, β ισχύει ακριβώς ένα από τα παρακάτω:

​α  <  β​  ή  ​α  =  β​  ή  ​α  >  β​.

Δηλαδή, αν ένας αριθμός είναι μικρότερος από έναν άλλο αριθμό, τότε δεν μπορεί να είναι ίσος ή μεγαλύτε-
ρος από αυτόν.

Ιδιότητες της διάταξης
Πρόσθεση – αφαίρεση αριθμού σε ανισότητα
Ας πάρουμε την ανίσωση ​2  <  3​.

Παρατηρούμε ότι, αν στα δύο μέλη της ανισότητας:

•	 προσθέσουμε 4 προκύπτει:	  ​2 + 4  <  3 + 4​  ή  ​6  <  7​.

•	 αφαιρέσουμε 4 προκύπτει:	  ​2 − 4  <  3 − 4​  ή  ​− 2  <  − 1​.

Σε κάθε περίπτωση, προκύπτει ανισότητα με την ίδια φορά.

Γενικά:

Αν και στα δύο μέλη μιας ανισότητας προσθέσουμε ή αφαιρέσουμε τον ίδιο αριθμό τότε 
προκύπτει ανισότητα με την ίδια φορά.

Αν  ​α  <  β​  τότε  ​α + γ  <  β + γ​  και  ​α − γ  <  β − γ​.

. Παράδειγμα: 	 Αν ​α  <  β​, τότε:

•	 αν και στα δύο μέλη προσθέσουμε π.χ. το 5 προκύπτει:	​α + 5  <  β + 5​.

•	 αν και από τα δύο μέλη αφαιρέσουμε π.χ. το 3 προκύπτει: α − 3  <  β − 3​.

Σε κάθε περίπτωση, προκύπτει ανισότητα με την ίδια φορά.

Αντιλαμβάνομαι

με προσομοίωση
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Πολλαπλασιασμός – Διαίρεση με αριθμό σε ανισότητα
Ας πάρουμε την ανίσωση ​2  <  3​.

Παρατηρούμε ότι, 

•	 αν πολλαπλασιάσουμε και τα δύο μέλη της ανισότητας με το 3 (θετικός) προκύπτει ανισότητα με 
την ίδια φορά:		

​3 ⋅ 2  <  3 ⋅ 3​   ή   ​6  <  9​.

•	 αν πολλαπλασιάσουμε και τα δύο μέλη της ανισότητας με το ​− 2​ (αρνητικός) προκύπτει ανισότητα 
με την αντίθετη φορά:	

​− 2 ⋅ 2  >  − 2 ⋅ 3​   ή   ​− 4  >  − 6​.

Παρόμοια συμπεράσματα προκύπτουν και αν διαιρέσουμε τα δύο μέλη με τον ίδιο αριθμό. 

Γενικά:

Αν πολλαπλασιάσουμε ή διαιρέσουμε και τα δύο μέλη μιας ανισότητας με τον ίδιο αριθμό, 
τότε προκύπτει ανισότητα η οποία έχει: 

•	 την ίδια φορά, αν ο αριθμός είναι θετικός, δηλαδή:	

Αν  ​α  <  β​  και  ​γ  >  0​  τότε  ​α ⋅ γ  <  β ⋅ γ​  και  ​​ α _ γ ​  < ​ 
β

 _ γ ​​.

•	 την αντίθετη φορά, αν ο αριθμός είναι αρνητικός, δηλαδή:

Αν  ​α  <  β​  και  ​γ  <  0​  τότε  ​α ⋅ γ  >  β ⋅ γ​  και  ​​ α _ γ ​  > ​ 
β

 _ γ ​​.

. Παράδειγμα: 	 Αν ​α  <  β​, τότε:

•	 αν πολλαπλασιάσουμε και τα δύο μέλη π.χ. με το 5 προκύπτει:	   ​5α  <  5β​        (ίδια φορά)

•	 αν πολλαπλασιάσουμε και τα δύο μέλη π.χ. με το ​− 3​ προκύπτει:	​ − 3α  >  − 3β​      (αντίθετη φορά)

  

Γενικά:  Όταν πολλαπλασιάζουμε ή διαιρούμε τα δύο μέλη της ανισότητας με αρνητικό αριθμό, αλλάζουμε 
τη φορά.

Υπενθύμιση:	
•	 Η ανίσωση  ​x  >  2​  εκφράζει όλους τους αριθμούς x οι οποίοι είναι μεγαλύτεροι του 2 (στην περί-

πτωση αυτή το x δεν είναι ίσο με 2).

		�  Παριστάνουμε τους αριθμούς αυτούς στον άξονα των πραγματικών αριθμών με ένα βέλος, όπως 
φαίνεται παρακάτω:

		

	     	                            
 ​↑​ Ο κύκλος δείχνει ότι το 2 δεν περιέχεται στις λύσεις της ανίσωσης ​x  >  2​.

Αντιλαμβάνομαι

με προσομοίωση
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•	 Η ανίσωση  ​x  ≥  2​  εκφράζει όλους τους αριθμούς x οι οποίοι είναι μεγαλύτεροι ή ίσοι του 2.

		

	                                             ​↑​ Η τελεία δείχνει ότι το 2 περιέχεται στις λύσεις της ανίσωσης ​x  ≥  2​.

Επίλυση ανίσωσης  ​αx + β  <  γ​.
Οι ιδιότητες της διάταξης χρησιμοποιούνται και για την επίλυση ανισώσεων:

. Παράδειγμα: 	 Να λύσετε την ανίσωση:	​ 3x + 5  >  17​.

Λύση:	

	 ​3x + 5  >  17

	 3x  >  17 − 5

	 3x  >  12

	​  3x _ 3 ​  > ​  12 _ 3 ​

	 x  >  4.​

←​ Χωρίζουμε γνωστούς από αγνώστους, 

(δηλαδή αφαιρούμε 5 και από τα δύο μέλη).

​←​ Διαιρούμε με τον συντελεστή του αγνώστου, 

(η φορά της ανίσωσης δεν αλλάζει γιατί είναι το 3 είναι θετικός αριθμός).

Άρα οι λύσεις της ανίσωσης είναι ​x  >  4​, δηλαδή όλοι οι αριθμοί που είναι μεγαλύτεροι του 4. 

Μπορούμε να παραστήσουμε τις λύσεις αυτές γραφικά, στον άξονα των πραγματικών αριθμών:

Ειδικές περιπτώσεις
•	 Η ανίσωση π.χ. ​0x  <  2​ αληθεύει για κάθε τιμή της μεταβλητής x.

		  Η παράσταση των λύσεων αυτών στην ευθεία των αριθμών είναι όλη η ευθεία:

•	 Η ανίσωση π.χ. ​0x  >  2​ δεν αληθεύει για καμία τιμή της μεταβλητής x.

		  Η ανίσωση αυτή είναι αδύνατη και δεν παριστάνουμε λύσεις στην ευθεία των αριθμών.

Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα



Α
Λ

ΓΕ
Β

Ρ
ΙΚ

Έ
Σ

 Σ
Χ

Έ
Σ

Ε
ΙΣ

135

1. Αν ​α  <  β​ να συμπληρώσετε τα κενά με ένα από τα σύμβολα «<», «>» ή «=» .

	 i.	​ α + 3​  …  ​β + 3​.

	 ii.	​ α − 1​  …  ​β − 1​.

	 iii.	​ 3 ⋅ α​  …  ​3 ⋅ β​.

	 iv.	​ − α​  …  ​− β​.

Λύση:

i.  ​α + 3  <  β + 3​.

ii.  ​α − 1  <  β − 1​.

iii.  ​3 ⋅ α  <  3 ⋅ β​.

iv.  ​− α  >  − β​.

​←​ Στα δύο μέλη της ανισότητας ​α  <  β​ προσθέσαμε 3, άρα προκύπτει ανισότητα με την ίδια 
φορά.

​←​ Αφαιρούμε 1 από τα δύο μέλη της ανισότητας ​α  <  β​, άρα προκύπτει ανισότητα με την ίδια 
φορά.

​←​ Πολλαπλασιάζουμε τα δύο μέλη της ανισότητας με το 3 (θετικός), άρα προκύπτει ανισότητα με 
την ίδια φορά.

​←​ Πολλαπλασιάσουμε και τα δύο μέλη της ανισότητας με το ​− 1​ (αρνητικός), άρα προκύπτει 
ανισότητα με αντίθετη φορά.

 

2. Να βρείτε τις κοινές λύσεις των ανισώσεων:

​2​(x − 7)​  >  1 + 6​(2x − 3)​​       και       ​​ 2x _ 9 ​ + x  > ​  x − 2 _ 3 ​  − 2​.

Λύση:
Λύνουμε χωριστά τις δύο ανισώσεις:

​ 2​(x − 7)​  >  1 + 6​(2x − 3)​

 2x − 14  >  1 + 12x − 18

2x − 12x  >  1 + 14 − 18

      − 10x  >  − 3

            x  < ​  − 3 _ − 10 ​

            x  <  0, 3​ ​←​Διαιρούμε με ​− 10​ και 
αλλάζουμε τη φορά της 
ανίσωσης.

   ​​ 2x _ 9 ​ + x  > ​  x − 2 _ 3 ​  − 2

      9 ⋅ ​ 2x _ 9 ​ + 9x  >  9 ⋅ ​ x − 2 _ 3 ​  − 9 ⋅ 2

      2x + 9x  >  3​(x − 2)​ − 18

          11x  >  3x − 6 − 18

8x  >  − 24

x  >  − 3.​

​←​Απαλείφουμε 
τους παρονομαστές.

​←​Διαιρούμε με το 8. 

Παριστάνουμε τις λύσεις των δύο ανισώσεων στην ίδια ευθεία πραγματικών αριθμών:

0,3
Οι κοινές λύσεις των ανισώσεων είναι οι αριθμοί που βρίσκονται μεταξύ των ​− 3​ και 0,3. Τις λύσεις αυ-
τές μπορούμε να τις εκφράσουμε με τη σχέση:

​− 3  <  x  <  0, 3​.  
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	Συμπλήρωσε τα κενά με τα σύμβολα <, > ή = .  Αν  ​α  <  β​  τότε:

	i.  ​α + 3  .  .  .  .  β + 3​.	 ii.  ​α − 5  .  .  .  .  β − 5​.	  iii.  ​3α  .  .  .  .  3β​.	 iv.  ​− 5α  .  .  .  .   − 5β​.
1

	Χαρακτήρισε ως Σωστές ή Λάθος τις προτάσεις που ακολουθούν βάζοντας ένα x στην κατάλ-
ληλη θέση.

Σωστό Λάθος

α) Aν  ​α  <  3​  τότε  ​2α  <  6​.

β) Aν  ​α  <  − 5​  τότε  ​​ α _ 5 ​  <  − 1​.

γ) Aν  ​α  <  1​  τότε  ​− α  <  − 1​.

δ) Aν  ​α  >  β​  τότε  ​α − β  >  0​.

ε) Aν  ​α  >  β​  τότε  ​β  <  α​.

στ) Αν ​​ α _ 3 ​  < ​ 
β

 _ 2 ​​ τότε ​3β  <  2α​.

2

 Επίλεξε τη σωστή απάντηση:

 	Α. Οι κοινές λύσεις των ανισώσεων  ​x  >  − 1​  και  ​x  <  3​  είναι:

  		   i. ​x  <  − 1​  ή  ​x  >  3​	 ii. ​x  >  − 1​ 	 iii. ​− 1  <  x  <  3​	 iv. ​x  >  3​.

 	 B. Οι κοινές λύσεις των ανισώσεων  ​x  >  0​  και  ​x  >  5​  είναι:

   		  i.  ​x  >  0​	 ii. ​x  >  5​ 	 iii. ​0  <  x  <  5​	 iv. Δεν έχουν κοινές λύσεις. 

 	 Γ. Οι κοινές λύσεις των ανισώσεων  ​x  <  − 2​  και  ​x  <  − 3​  είναι:

  		   i.  ​x  <  − 2​	 ii. ​x  <  − 3​ 	 iii. ​− 3  <  x  <  − 2​	 iv. ​x  <  − 3​  ή  ​x  >  − 2​.

 	 Δ. Οι κοινές λύσεις των ανισώσεων  ​x  <  − 4​  και  ​x  >  0​  είναι:

   		  i.  ​x  >  0​	 ii. ​x  <  − 4​ 	 iii. ​− 4  <  x  <  0​	 iv. Δεν έχουν κοινές λύσεις. 

3

	� Ποιες ιδιότητες διάταξης πρέπει να εφαρμόσεις στην ανισότητα ​x  <  2​ για να αποδείξεις τις πα-
ρακάτω ανισότητες;

	 α) ​5x  <  10​	 β) ​3x + 6  >  12​	 γ) ​​ 2x − 9 _ 5 ​   <  − 1​	 δ) ​​ x _ 2 ​ − 1  <  0​

4

	Λύσε τις ανισώσεις:

	α) ​2x + ​ x _ 3 ​  >  5 − ​ x _ 6 ​​	 β) ​​ 1 _ 3 ​ − ​ x + 1 _ 5 ​   ≤  x + ​ 1 _ 3 ​​	 γ) ​​ x − 2 _ 2 ​  − ​ 2x _ 5 ​  < ​  x _ 10 ​ − ​ 1 _ 5 ​​
5

	Βρες, αν υπάρχουν, τις κοινές λύσεις των ανισώσεων:

	α) ​2x − 3​(x − 12)​  >  − 3 − 2​(5 − 3x)​​	 και	​​  8x − 5 _ 4 ​   ≥ ​  2x + 1 _ 2 ​​ .

	 β) ​2​(x + 6)​ − 3​(2x − 1)​  <  15 − x​	 και	​ x − ​ x _ 9 ​ − ​ 4 _ 3 ​  ≥  2​(x + 1)​​.

6 Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα
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Ανακεφαλαίωση (Αλγεβρικές Σχέσεις)

Η εξίσωση αx + βy  =  γ​: 
Λύση μιας εξίσωσης  ​αx + βy  =  γ​ ονομάζεται κάθε ζεύγος αριθμών ​​(x, y)​​ που την επαληθεύει.

Η εξίσωση ​αx + βy  =  γ​  ονομάζεται γραμμική εξίσωση και παριστάνει ευθεία όταν ​α  ≠  0​ ή  ​
β  ≠  0​ και έχει άπειρες λύσεις.

Γραμμικό σύστημα:
Όταν έχουμε δύο γραμμικές εξισώσεις με δύο αγνώστους και αναζητούμε τις κοινές τους λύ-
σεις, τότε λέμε ότι έχουμε να λύσουμε ένα γραμμικό σύστημα δύο εξισώσεων με δύο αγνώ-
στους.

Λύση γραμμικού συστήματος δύο εξισώσεων με δύο αγνώστους x και y ονομάζεται κάθε 
ζεύγος   που επαληθεύει τις εξισώσεις του.

Για να βρούμε τη λύση ενός γραμμικού συστήματος γραφικά, σχεδιάζουμε τις δύο ευθείες 
στο ίδιο σύστημα αξόνων και προσδιορίζουμε τις συντεταγμένες του κοινού τους σημείου. 

Για την γραφική επίλυση ενός συστήματος ισχύει:

ευθείες που τέμνονται

μοναδική λύση

          ευθείες που ταυτίζονται

άπειρες λύσεις

          
παράλληλες ευθείες

καμία λύση

Για την αλγεβρική επίλυση ενός συστήματος αξιοποιούμε:

•	 τη μέθοδο αντικατάστασης

•	 τη μέθοδο αντίθετων συντελεστών

Εξισώσεις:

H εξίσωση που περιέχει έναν άγνωστο και ο μεγαλύτερος εκθέτης του αγνώστου είναι ο αριθμός 1 λέγεται 
εξίσωση 1ου βαθμού (ή πρωτοβάθμια).

Μία εξίσωση 1ου βαθμού με άγνωστο τον x, είναι της μορφής:  

​αx + β  =  0​  ή    ​αx  =  − β​

•	 Αν ​α  ≠  0​, τότε η εξίσωση έχει μοναδική λύση την​ x  =  − ​ 
β
 _ α ​​ .

•	 Αν ​α  =  0​, τότε η εξίσωση  γράφεται ​0x  =  − β​ και

			   αν ​β  ≠  0​ είναι αδύνατη.

			   αν ​β  =  0​ είναι ταυτότητα (ή αόριστη).

Μια εξίσωση με έναν άγνωστο στην οποία ο μεγαλύτερος εκθέτης του αγνώστου είναι ο αριθμός 2, ονομάζεται 
εξίσωση 2ου βαθμού (ή δευτεροβάθμια).



Α
Λ

ΓΕ
Β

Ρ
ΙΚ

Έ
Σ

 Π
Α

ΡΑ
Σ

ΤΆ
Σ

Ε
ΙΣ

138

Η γενική μορφή μίας εξίσωσης 2ου βαθμού είναι: ​α ​x​​ 2​ + βx + γ  =  0​, με ​α  ≠  0​.

Για την επίλυση μιας εξίσωσης δευτέρου ή και μεγαλύτερου βαθμού αξιοποιούμε:

	 α. Την παραγοντοποίηση:

​2 ​x​​ 2​ + 4x  =  0

     ​2x​ 
​​​↙  ​

​ ​ ⋅ ​​(x + 2)​​ 
    ↘

​ ​   =  0

2x  =  0   ή   x + 2  =  0

x  =  0   ή   x  =  − 2.​

	 β. Το ανάπτυγμα τετραγώνου:

​​x​​ 2​ − 4x + 4  =  0

​​(x − 2)​​​ 2​  =  0

x − 2  =  0

x  =  2.​

	 γ. Τη συμπλήρωση τετραγώνου και την Διακρίνουσα Δ:

•	 Για κάθε εξίσωση της μορφής ​α ​x​​ 2​ + βx + γ  =  0​, με ​α  ≠  0​ παίρνουμε ​Δ  = ​ β​​ 2​ − 4αγ​.

			   Αν ​Δ  >  0​, η εξίσωση έχει δύο άνισες λύσεις ​x  = ​ 
− β ± ​√ 

_
 Δ ​
 _ 2α ​​ .

			   Αν Δ = 0 , η εξίσωση έχει μία διπλή λύση ​x  = ​ 
− β

 _ 2α ​​.

			   Αν ​Δ  <  0​, η εξίσωση δεν έχει καμία πραγματική λύση (αδύνατη εξίσωση).

Μια ανισότητα συγκρίνει δύο τιμές, δείχνοντας αν η μία είναι μικρότερη, μεγαλύτερη ή απλά δεν ίση με μια 
άλλη τιμή.

Ιδιότητες της διάταξης:

•	 Αν ​α  <  β​ τότε ​α + γ  <  β + γ​ και ​α − γ  <  β − γ​.

•	 Αν ​α  <  β​ και ​γ  >  0​ τότε ​α ⋅ γ  <  β ⋅ γ​ και ​​ α _ γ ​  < ​ 
β
 _ γ ​​.

•	 Αν ​α  <  β​ και ​γ  <  0​ τότε ​α ⋅ γ  >  β ⋅ γ​ και ​​ α _ γ ​  > ​ 
β
 _ γ ​​.

Για να επιλύσουμε μια ανίσωση της μορφής ​αx + β  <  γ​, αξιοποιούμε τις ιδιότητες της διάταξης:

	​ 3x + 5  >  17

		  3x  >  17 − 5

		  3x  >  12

		​   3x _ 3 ​  > ​  12 _ 3 ​

	  	   x  >  4.​

Για τις λύσεις μιας ανίσωσης της μορφής ​αx + β<γ ​φτιάχνουμε τη παράσταση των λύσεων της στην ευθεία 
των αριθμών.

•	 Αν μια ανίσωση ​αx + β  <  γ​ αληθεύει για κάθε τιμή της μεταβλητής x τότε η παράσταση των 
λύσεων της είναι όλη η ευθεία των αριθμών.

•	 Αν μια ανίσωση ​αx + β  <  γ​ δεν αληθεύει για καμία τιμή της μεταβλητής x τότε η ανίσωση είναι 
αδύνατη και δεν παριστάνουμε λύσεις στην ευθεία των αριθμών. 



Α
Λ

ΓΕ
Β

Ρ
ΙΚ

Έ
Σ

 Σ
Χ

Έ
Σ

Ε
ΙΣ

139

Αυτοαξιολόγηση (Αλγεβρικές Σχέσεις)
Α. Χαρακτήρισε ως Σωστές ή Λάθος τις προτάσεις, βάζοντας ένα x στην κατάλληλη θέση.

Σωστό Λάθος

1. Η εξίσωση -2x = 0 είναι αδύνατη.

2. Η εξίσωση 0x = 0 έχει λύση οποιονδήποτε αριθμό.

3. Η εξίσωση ​​α​​ 2​  =  1​ έχει μοναδική λύση α=1.

4. Αν μια δευτεροβάθμια εξίσωση έχει Δ>0, τότε θα έχει μία τουλάχιστον λύση.

5. Μια δευτεροβάθμια εξίσωση με Δ=0 έχει δύο άνισες λύσεις.

6. Η εξίσωση ​1 − 2x + ​x​​ 2​  =  0​ έχει μοναδική λύση την x=1.
7. Αν α>3 τότε α-3>0.

8. Αν α<β τότε 2α<2β.

9. Αφού 2<3 τότε 2α<3α, για κάθε αριθμό α. 

10. Το σημείο (2,-1) ανήκει στην ευθεία 2x+y=0

11. Η ευθεία -x+2y=4 διέρχεται από το σημείο (0,2)

12. Σε ένα γραμμικό σύστημα, αν οι ευθείες τέμνονται τότε το σύστημα έχει μοναδική 
λύση.
13. Οι παράλληλες ευθείες σε ένα γραμμικό σύστημα δείχνουν ότι το σύστημα έχει 
άπειρες λύσεις.
14. Αν ένα γραμμικό σύστημα έχει δύο λύσεις, τότε έχει άπειρες λύσεις.

15. Αν ένα σύστημα μπορεί να λυθεί με τη μέθοδο της αντικατάστασης, τότε μπορεί 
να λυθεί και με τη μέθοδο των αντίθετων συντελεστών.

Β. Η μπάλα φτάνει στο μέγιστο ύψος και πέφτει στο έδαφος. Για κάθε χρονική στιγμή t, το ύψος h από το έδα-
φος δίνεται από την σχέση ​h  =  − 2 ​t​​ 2​ + 8t + 10.​ Υπολόγισε τον χρόνο που χρειάζεται η μπάλα για να φτάσει 
στο έδαφος.

Γ. Σε ένα ορθογώνιο τρίγωνο γνωρίζουμε ότι οι πλευρές έχουν μήκος α, α+1 και 5. Βρες τις πλευρές του τρι-
γώνου και το εμβαδόν του, αν γνωρίζεις ότι η μεγάλη πλευρά είναι αυτή με μήκος 5.

Δ. Μια εταιρεία αυτοκινήτων ξόδεψε 20.000.000€ για να αναπτύξει, να διαφημίσει και να κατασκευάσει ένα 
νέο μοντέλο. Κάθε αυτοκίνητο του νέου μοντέλου πωλείται προς 25.000€ και έχει κόστος παραγωγής 5.000€. 
Πόσα αυτοκίνητα θα πρέπει να πουλήσει η εταιρεία ώστε να έχει κέρδος τουλάχιστον 50.000.000€; 
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Ε.  Ένας χημικός θέλει να φτιάξει 2 λίτρα διάλυμα νιτρικού οξέος περιεκτικότητας 15% v/v, αξιοποιώντας ένα 
διάλυμα περιεκτικότητας 10% v/v και ένα διάλυμα 35% v/v. Πόσα λίτρα από καθένα από τα δύο διαθέσιμα 
διαλύματα θα χρειαστεί να αξιοποιήσει;

ΣΤ.  Το κόστος παραγωγής x αντικείμενων σε μια εταιρεία δίνεται από τη σχέση C(x)=0,85x+35.000 και τα 
έσοδα περιγράφονται από την σχέση  R(x)=1,55x. Βρες για ποια ποσότητα x το κόστος παραγωγής είναι όσο 
τα έσοδα, δηλαδή ποιο είναι το σημείο στο οποίο η εταιρεία αρχίζει να έχει κέρδος. 

   Σε αυτό το σημείο, θα πρέπει να είσαι σε θέση να ικανοποιείς όλους τους προσδοκώμενους μαθησιακούς στόχους. Γύρνα στην αρχή 
της θεματικής ενότητας και σημείωσε       στα αντίστοιχα σημεία. Υπάρχουν στόχοι που αισθάνεσαι ότι δεν έχεις ικανοποιήσει πλήρως; 







  �Διερευνώ τον ρόλο των κριτηρίων ισότη-
τας τριγώνων στη σύγκριση τριγώνων και 
τα συσχετίζω με τον ορισμό της ισότητας 
των τριγώνων.

  �Αξιοποιώ τα κριτήρια ισότητας τριγώνων 
για την αιτιολόγηση ιδιοτήτων γραμμών 
(μεσοκαθέτου ευθύγραμμου τμήματος, δι-
χοτόμου γωνίας) και σχημάτων (για παρά-
δειγμα παραλληλογράμμων).

  �Διερευνώ τη σχέση των περιμέτρων και 
των εμβαδών όμοιων σχημάτων.  

1.1: Ισότητα τριγώνων και κριτήρια

1.2: Ισότητα ορθογωνίων τριγώνων

+ Ανακεφαλαίωση / Αυτοαξιολόγηση

ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ 
ΤΟΥ ΕΠΙΠΕΔΟΥ Β.1

Στην ενότητα αυτή θα διερευνήσουμε τα κριτήρια ισότητας τριγώνων και τη σημασία τους 
στη σύγκριση τριγώνων. Θα αξιοποιήσουμε αυτά τα κριτήρια για την επίλυση γεωμετρικών 
προβλημάτων και θα εξετάσουμε τη σχέση μεταξύ περιμέτρων και εμβαδών όμοιων σχη-
μάτων. 

Είσαι έτοιμος/η να κατανοήσεις πώς οι ιδιότητες των τριγώνων βοηθούν στον σχεδιασμό και 
τη μοντελοποίηση γεωμετρικών προβλημάτων;
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Τα τρίγωνα έχουν τις πλευρές τους ίσες μία προς μία. Είναι ίσα;

•	 Ένας μαθητής σκέφτεται να εξετάσει αν οι γωνίες των δύο τριγώνων είναι 
επίσης ίσες μία προς μία.

•	  Μία άλλη μαθήτρια ισχυρίζεται ότι η ισότητα των πλευρών είναι αρκετή 
στο να οδηγηθούμε στο συμπέρασμα ότι τα δύο τρίγωνα είναι ίσα.

Διατύπωσε την άποψή σου για τους παραπάνω ισχυρισμούς.

 

Κύρια στοιχεία τριγώνου
Οι τρείς πλευρές και οι τρεις γωνίες ενός τριγώνου λέγονται κύρια στοιχεία του τριγώνου.

Το τρίγωνο ΑΒΓ έχει:	

•	 3 κορυφές: Α, Β, Γ.

•	 �3 πλευρές: ΑΒ, ΑΓ, ΒΓ 
(οι πλευρές που βρίσκονται απέναντι από τις 
γωνίες ​​Α ̂ ,  ​Β ̂ ​,  ​Γ ̂ ​​ συμβολίζονται α, β, γ).

•	 3 γωνίες: Α ̂ ​,  ​Β ̂ ​,  ​Γ ̂ ​​.	

κορυφή Α

κορυφή Β

κορυφή Γπλευρά ΑΒ ή γ

πλευρά ΒΓ ή α

πλευρά ΑΓ ή β

γωνία

γωνία
γωνία

Η γωνία του τριγώνου που περιέχεται μεταξύ δύο πλευρών λέγεται περιεχόμενη γωνία των πλευρών αυτών.

Παράδειγμα: 	 Στο παραπάνω τρίγωνο ΑΒΓ, η περιεχόμενη γωνία των πλευρών ΑΒ, ΑΓ είναι η ​​Α ̂ ​​.

Οι γωνίες του τριγώνου που έχουν κορυφές τα άκρα μιας πλευράς λέγονται προσκείμενες γωνίες της πλευ-
ράς αυτής.

Παράδειγμα: 	 Στο παραπάνω τρίγωνο ΑΒΓ, οι προσκείμενες γωνίες της πλευράς ΒΓ είναι οι ​​Β ̂ ​​ και ​​Γ ̂ ​​.

Για τις γωνίες ενός τριγώνου γνωρίζουμε ότι:

Το άθροισμα των γωνιών κάθε τριγώνου είναι ​​180​​ ο​​:

 ​​Α ̂ ​ + ​Β ̂ ​ + ​Γ ̂ ​  = ​ 180​​ ο​​ .

1.1 |  Ισότητα τριγώνων και κριτήρια
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Είδη τριγώνων
Α.  Ένα τρίγωνο, ανάλογα με το είδος των γωνιών του, λέγεται:

Οξυγώνιο Ορθογώνιο Αμβλυγώνιο

όταν έχει όλες τις γωνίες του 
οξείες.

​
​(​Α ̂ ​,​Β ̂ ​,​Γ ̂ ​  < ​ 90​​ ο​)​​

όταν έχει μία γωνία ορθή.

​
​(​Α ̂ ​  = ​ 90​​ ο​)​​

Η πλευρά ΒΓ που βρίσκεται απέναντι 
από την ορθή γωνία λέγεται 

υποτείνουσα και οι ΑΒ, ΑΓ λέγονται 
κάθετες πλευρές του τριγώνου

όταν έχει μία γωνία αμβλεία.

​
​(​Α ̂ ​  > ​ 90​​ ο​)​​

Β.  Ένα τρίγωνο, με βάση τη σύγκριση των πλευρών του, λέγεται:

Σκαληνό Ισοσκελές Ισόπλευρο

όταν έχει όλες τις πλευρές του 
άνισες.

όταν έχει δύο πλευρές του ίσες.

​​
(ΑΒ  =  ΑΓ)​​

Η πλευρά ΒΓ λέγεται βάση και το Α 
κορυφή του τριγώνου.

όταν έχει όλες τις πλευρές του 
ίσες.

​​
(ΑΒ  =  ΑΓ  =  ΒΓ)​​

Δευτερεύοντα στοιχεία τριγώνου
Οι διάμεσοι, οι διχοτόμοι και τα ύψη ενός τριγώνου ονομάζονται δευτερεύοντα στοιχεία 
του τριγώνου.

•	 Διάμεσος ενός τριγώνου λέγεται 
το ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει 
μια κορυφή με το μέσο της απένα-
ντι πλευράς. ΑΜ διάμεσος.

 ​​(ΒΜ  =  ΜΓ)​​.
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•	 Διχοτόμος ενός τριγώνου λέγεται 
το ευθύγραμμο τμήμα της διχοτό-
μου μιας γωνίας, από την κορυφή 
της μέχρι την απέναντι πλευρά. ΑΔ διχοτόμος.

​
​(​​Α ̂ ​​ 1​​  = ​​ Α ̂ ​​ 2​​)​​

•	 Ύψος ενός τριγώνου λέγεται το κά-
θετο ευθύγραμμο τμήμα, που φέ-
ρουμε από μια κορυφή προς την ευ-
θεία της απέναντι πλευράς.

ΑΚ ύψος.

​
​(​Κ ̂ ​  = ​ 90​​ ο​)​​

Ισότητα τριγώνων 
Δύο τρίγωνα είναι ίσα όταν το ένα μπορεί να μετατοπιστεί από την αρχική του θέση μέσω μετασχηματισμών 
μεταφοράς, στροφής ή/και συμμετρίας ως προς άξονα, και να ταυτιστεί με το άλλο. 

Τα τρίγωνα ΑΒΓ και Α’Β’Γ’ είναι ίσα, άρα οι αντίστοιχες πλευρές και γωνίες τους θα είναι ίσες, αφού και αυ-
τές ταυτίζονται.

•	 Ίσες αντίστοιχες πλευρές:	​ ΑΒ  =  Α'Β'​ ,  ​ΑΓ  =  Α'Γ'​   και   ​ΒΓ  =  Β'Γ'​.

•	 Ίσες αντίστοιχες γωνίες:	​​ Α ̂ ​  = ​ Α ̂ ​'​ ,  ​​Β ̂ ​  = ​ Β ̂ ​'​   και   ​​Γ ̂ ​  = ​ Γ ̂ ​'​.		

Ισχύει ότι:

Αν δύο τρίγωνα έχουν τις πλευρές τους ίσες μία προς μία και τις αντίστοιχες γωνίες τους 
ίσες, τότε είναι ίσα.

Και αντίστροφα:

Αν δύο τρίγωνα είναι ίσα, τότε θα έχουν τις πλευρές τους και τις αντίστοιχες γωνίες τους 
ίσες μία προς μία.
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Κριτήρια ισότητας τριγώνων
Για να αποδείξουμε ότι δύο τρίγωνα είναι ίσα, δεν χρειάζεται να αποδείξουμε ότι έχουν όλα τα κύρια στοιχεία 
τους ίσα, αλλά μπορούμε να αποδείξουμε ότι έχουν μόνο τρία κατάλληλα στοιχεία τους ίσα, χρησιμοποιώ-
ντας τα παρακάτω κριτήρια:

1ο κριτήριο ισότητας τριγώνων:	 Πλευρά – Γωνία – Πλευρά:    (Π–Γ–Π)

Αν δύο τρίγωνα έχουν δύο πλευρές ίσες μία προς μία και τις περιεχόμενες σε αυτές γωνί-
ες ίσες, τότε είναι ίσα.

Πράγματι, σχεδιάζουμε δύο τρίγωνα ΑΒΓ και Α’Β’Γ’ με:	

•	  ​ΑΒ  =  Α'Β'​,  

•	 ​ΑΓ  =  Α'Γ'​ και 

•	 τις περιεχόμενες γωνίες τους ​​Α ̂ ​  = ​ Α ̂ ​'​. 

Αν μετατοπίσουμε το τρίγωνο ΑΒΓ ώστε η γωνία ​​Α ̂ ​​ να συμπέσει με την ​​Α ̂ ​'​ και η πλευρά ΑΒ να συμπέσει με 
την ίση της πλευρά Α’Β’, τότε η πλευρά ΑΓ θα συμπέσει με την ίση της πλευρά Α’Γ’. Έτσι οι κορυφές Β, Γ θα 
συμπέσουν με τις κορυφές Β’ και Γ’, συνεπώς τα τρίγωνα αυτά ταυτίζονται, άρα είναι ίσα.

Παράδειγμα:  Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΕΖ είναι ίσα.

Λύση:	 Τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΕΖ έχουν: 

•	 ​ΑΒ  =  ΔΕ  =  5cm​,

•	 ​AΓ  =  ΔΖ  =  6cm​

•	 και τις περιεχόμενες γωνίες τους: ​​Α ̂ ​  = ​ Δ ̂ ​  = ​ 50​​ ο​​.

Επομένως από το 1ο κριτήριο (Π-Γ-Π) τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΕΖ είναι ίσα.

Σημείωση:  Επειδή τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΕΖ είναι ίσα, θα έχουν και τα υπόλοιπα αντίστοιχα στοιχεία τους 
ίσα, δηλαδή: 

•	 ​ΒΓ  =  ΕΖ​,  

•	 ​​Β ̂ ​  = ​ Ε ̂ ​​ (απέναντι από τις ίσες πλευρές ΑΓ, ΔΖ)  και  

•	 ​​Γ ̂ ​  = ​ Ζ ̂ ​​ (απέναντι από τις ίσες πλευρές ΑΒ, ΔΕ).

Αντιλαμβάνομαι

με προσομοίωση

Αντιλαμβάνομαι

με προσομοίωση
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2ο κριτήριο ισότητας τριγώνων:  	 Γωνία – Πλευρά – Γωνία:    (Γ–Π–Γ)

Αν δύο τρίγωνα έχουν μια πλευρά ίση και τις προσκείμενες στην πλευρά αυτή γωνίες ίσες 
μία προς μία, τότε τα τρίγωνα είναι ίσα.

Πράγματι, σχεδιάζουμε δύο τρίγωνα ΑΒΓ και Α’Β’Γ’ με:

•	  ​ΑΒ  =  Α'Β'​,   
και τις προσκείμενες γωνίες τους 

•	 ​​Α ̂ ​  = ​ Α ̂ ​'​  και 

•	 ​​Β ̂ ​  = ​ Β ̂ ​'​. 

Αν μετατοπίσουμε το τρίγωνο ΑΒΓ ώστε η πλευρά ΑΒ να συμπέσει με την ίση πλευρά της Α'Β' και η γωνία ​​Α ̂ ​​ 
να συμπέσει με την ίση γωνία της ​​Α ̂ ​'​ τότε και η γωνία Β ̂ ​ θα συμπέσει με την ίση της γωνία​ Β ̂ ​'​. Έτσι η κορυφή 
Γ θα συμπέσει με την κορυφή Γ' , συνεπώς τα τρίγωνα αυτά ταυτίζονται, άρα είναι ίσα.

Παράδειγμα:  Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΕΖ είναι ίσα

Λύση:	 Τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΕΖ έχουν: 

•	 ​ΑΒ  =  ΔΕ  =  3cm​, 
και τις προσκείμενες γωνίες:

•	 ​​Β ̂ ​  = ​ Ε ̂ ​  = ​ 50​​ ο​​  και

•	 ​​̂  Α​  = ​   Δ​  = ​ 70​​ ο​​.

Επομένως από το 2ο κριτήριο (Γ-Π-Γ) τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΕΖ είναι ίσα.

Σημείωση:  Επειδή τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΕΖ είναι ίσα, θα έχουν και τα υπόλοιπα αντίστοιχα στοιχεία τους 
ίσα, δηλαδή: 

•	 ​​Γ ̂ ​​ = Ζ ̂ ​​ ̂ ​​,  

•	 ​ΑΓ  =  ΔΖ​ (απέναντι από τις ίσες γωνίες ​​Β ̂ ​​, ​​Ε ̂ ​​)  

•	 ​ΒΓ  =  ΖΕ​ (απέναντι από τις ίσες γωνίες ​​  Α​, ​̂  Δ) Αντιλαμβάνομαι

με προσομοίωση
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3ο κριτήριο ισότητας τριγώνων:  	 Πλευρά – Πλευρά – Πλευρά:    (Π–Π–Π)

Αν δύο τρίγωνα έχουν τις πλευρές τους ίσες μία προς μία, τότε είναι ίσα.	

Πράγματι, σχεδιάζουμε δύο τρίγωνα ΑΒΓ και Α’Β’Γ’ με τις πλευρές τους ίσες μία προς μία. 

Αν μετατοπίσουμε κατάλληλα το τρίγωνο ΑΒΓ αυτό συμπίπτει με το τρίγωνο ΔΕΖ. Συνεπώς, τα τρίγωνα ταυ-
τίζονται άρα είναι ίσα.

Παράδειγμα:  Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΕΖ είναι ίσα.

Λύση:	 Τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΕΖ έχουν: 

•	 ​ΑΒ  =  ΔΕ  =  7cm​, 

•	 ​AΓ  =  ΔΖ  =  9cm​,

•	 ​ΒΓ  =  ΕΖ  =  10cm​.

Επομένως από το 3ο κριτήριο (Π-Π-Π) τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΕΖ είναι 
ίσα.

Σημείωση:  Επειδή τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΕΖ είναι ίσα, θα έχουν και τα υπόλοιπα αντίστοιχα στοιχεία τους 
ίσα, δηλαδή: 

•	 ​​Α ̂ ​  = ​ Δ ̂ ​​ (απέναντι από τις ίσες πλευρές ΒΓ, ΕΖ),

•	 ​​Β ̂ ​  = ​ Ε ̂ ​​  (απέναντι από τις ίσες πλευρές ΑΓ, ΔΖ)  

•	 ​​Γ ̂ ​  = ​ Ζ ̂ ​​  (απέναντι από τις ίσες πλευρές ΑΒ, ΔΕ).

Σχόλιο:  Η ισότητα τριγώνων είναι η βασική μέθοδος 							    
που χρησιμοποιούμε για να αποδείξουμε την ισότητα πλευρών ή γωνιών.

Συνοπτικά: 

Δύο τρίγωνα είναι ίσα όταν έχουν:
•	 δύο πλευρές ίσες μία προς μία και τις περιεχόμενες σε αυτές γωνίες ίσες   (Κριτήριο Π-Γ-Π),

•	 μια πλευρά και τις προσκείμενες σε αυτή γωνίες ίσες μία προς μία   (Κριτήριο Γ-Π-Γ),

•	 και τις τρεις πλευρές ίσες μία προς μία   (Κριτήριο Π-Π-Π).

Αντιλαμβάνομαι

με προσομοίωση



ΓΕ
Ω

Μ
Ε

Τ
Ρ

ΊΑ
 Τ

Ο
Υ

 Ε
Π

ΙΠ
Έ

Δ
Ο

Υ

150

1. Σε τρίγωνο ΑΒΓ προεκτείνουμε τις πλευρές ΒΑ και ΓΑ 
προς το μέρος του Α και παίρνουμε τμήματα ​ΑΔ  =  ΑΒ​ και ​
ΑΕ  =  ΑΓ​. Να αποδείξετε ότι ​ΒΓ  =  ΔΕ​.

Λύση:
Η ισότητα των τμημάτων ΒΓ και ΕΔ θα προκύψει από την 
ισότητα των τριγώνων ΑΒΓ και ΑΔΕ.

Συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΔΕ και παρατηρούμε ότι 
έχουν:

•	 ​ΑΒ  =  ΑΔ​, από υπόθεση.

•	 ​ΑΕ  =  ΑΓ​, από υπόθεση.

•	 ​​​Α ̂ ​​ 1​​  = ​​ Α ̂ ​​ 2​​​, γιατί είναι κατακορυφήν γωνίες.

Άρα τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΔΕ είναι ίσα, γιατί έχουν δύο πλευρές ίσες μία προς μία και την περιεχόμε-
νη γωνία τους ίση (κριτήριο Π-Γ-Π).

Αφού τα τρίγωνα είναι ίσα, θα έχουν και όλα τα υπόλοιπα αντίστοιχα στοιχεία τους ίσα, οπότε ​ΒΓ  =  ΕΔ​.
 

Μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τα κριτήρια ισότητας τριγώνων για να αιτιολογήσουμε την παρα-
κάτω πρόταση από την Γεωμετρία:

2. Να αποδείξετε ότι σε κάθε ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ, με ​ΑΒ  =  ΑΓ​, οι 
προσκείμενες στη βάση γωνίες ​​Β ̂ ​​ και ​​Γ ̂ ​​ είναι ίσες. 

Απόδειξη:
Φέρνουμε τη διάμεσο ΑΔ, συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΑΒΔ, ΑΔΓ και 
παρατηρούμε ότι έχουν:

•	 ​ΑΔ  =  ΑΔ​, κοινή πλευρά.

•	 ​ΑΒ  =  ΑΓ​, από την υπόθεση.

•	 ​ΒΔ  =  ΔΓ​ αφού ΑΔ διάμεσος τότε το Δ είναι μέσο της ΒΓ. 

Άρα τα τρίγωνα είναι ίσα, γιατί έχουν τις πλευρές τους ίσες μία προς μία, οπότε θα έχουν όλα τα αντί-
στοιχα στοιχεία τους ίσα, συνεπώς:  ​​Β ̂ ​  = ​ Γ ̂ ​​ , δηλαδή αποδείξαμε ότι:

Οι προσκείμενες στη βάση γωνίες ισοσκελούς τριγώνου είναι ίσες.

 
Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα
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	Χαρακτήρισε ως Σωστές ή Λάθος τις προτάσεις που ακολουθούν βάζοντας ένα x στην κατάλ-
ληλη θέση.

Σωστό Λάθος

α) Αν δύο τρίγωνα έχουν τις γωνίες τους ίσες μία προς μία, τότε είναι ίσα.

β) Αν δύο τρίγωνα έχουν τις πλευρές τους ίσες μία προς μία τότε είναι ίσα.

γ) Σε δύο τρίγωνα, απέναντι από ίσες πλευρές βρίσκονται ίσες γωνίες.

δ) Αν δύο τρίγωνα έχουν τις δύο γωνίες τους ίσες μία προς μία, τότε θα 
έχουν και την τρίτη γωνία του ίση.

ε) Δύο τρίγωνα με δύο πλευρές και μια γωνία ίση, είναι ίσα.

στ) Δύο τρίγωνα με δύο γωνίες και μία πλευρά ίση, είναι ίσα.

1

	Συμπλήρωσε τα κενά:		

α) Τα τρίγωνα ΑΒΓ, ΔΕΖ είναι ίσα από το κριτήριο 
……………..

Επομένως:

​ΒΓ  =  . .  . .​,    ​​Β ̂ ​  =  . .  . .​   και   ​​Γ ̂ ​  =  . .  . .​

70ο 70ο

Α

Β Γ

Δ

Ε Ζ

4 6 6 4

β) Τα τρίγωνα ΚΛΜ, ΔΕΖ είναι ίσα από το κριτήριο 
……………..

Επομένως:

​ΚΜ  =  . .  . .​,    ​ΚΛ  =  . .  . .​   και   ​​Κ ̂ ​  =  . .  . .​

Κ

Λ Μ9

Δ

Ζ Ε9
50ο 70ο 70ο 50ο

γ) Τα τρίγωνα ΑΒΓ, ΔΕΖ είναι ίσα από το κριτήριο 
……………..

Επομένως:

​​Α ̂ ​  =  . .  . .​,    ​​Β ̂ ​  =  . .  . .​   και   ​​Γ ̂ ​  =  . .  . .​

Β

Α Γ

3,6 4,2

5 Δ

Ε

Ζ4,2

3,6

2

Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα
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α) Εξήγησε γιατί δεν είναι ίσα τα τρίγωνα 
του διπλανού σχήματος, αν και έχουν δύο 
πλευρές ίσες και μια γωνία ίση.

β) Εξήγησε γιατί δεν είναι ίσα τα τρίγωνα του 
διπλανού σχήματος, αν και έχουν μία πλευρά 
ίση και δύο γωνίες ίσες.

γ) Εξήγησε γιατί είναι ίσα τα τρίγωνα του δι-
πλανού σχήματος.

3

Στο τρίγωνο ΑΒΓ προεκτείνουμε την πλευρά ΒΓ κατά ίσο 
τμήμα ΓΔ και την πλευρά ΑΓ κατά ίσο τμήμα ΓΕ. 

Απόδειξε ότι  ΑΒ = ΔΕ.

4

Δίνεται η γωνία ​Β​O ̂ ​Γ​ και η διχοτόμος της ΟΜ.                      
Αν ΟΒ = ΟΓ, απόδειξε ότι:

α) ΜΒ = ΜΓ.

β) Η ΜΟ είναι διχοτόμος της ​Β​Μ ̂ ​Γ​.

5

Τα τρίγωνα ΒΑΓ και ΒΔΓ είναι ισοσκελή με βάση τη ΒΓ. 

Απόδειξε ότι ​Α​Δ ̂ ​Β  =  Α​Δ ̂ ​Γ​.

6
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Σε ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) φέρουμε τις διαμέσους 
ΒΚ και ΓΛ. 

Απόδειξε ότι ΒΚ = ΓΛ με τους παρακάτω τρόπους:

α) σύγκρινε τα τρίγωνα ΒΓΛ και ΒΓΚ. 

β) σύγκρινε τα τρίγωνα ΑΒΚ και ΑΓΛ. 

7

	Σε ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) φέρουμε τις διχοτόμους ΒΔ και ΓΕ.

 Απόδειξε ότι ΒΔ = ΓΕ. 
8

Δίνονται τα τρίγωνα ΑΒΓ και Α'Β'Γ' και οι διάμεσοι 
ΒΜ και Β'Μ' αντίστοιχα. Αν  ΑΒ = Α'Β',  ΑΓ = Α'Γ'  
και  ΒΜ = Β'Μ', απόδειξε ότι:

α) ​​Α ̂ ​  = ​ Α ̂ ​'​.

β) Τα τρίγωνα ΑΒΓ και Α’Β’Γ’ είναι ίσα.

9

Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με  ΑΒ = ΑΓ. Προεκτείνουμε τις 
πλευρές ΒΑ και ΓΑ κατά τμήματα ΑΔ και ΑΕ ώστε  ΑΔ = ΑΕ. 

Απόδειξε ότι:

α) ΒΕ = ΓΔ.

β) ΒΔ = ΓΕ.

γ) Τα τρίγωνα ΕΒΓ και ΔΓΒ είναι ίσα.

10

Για τα ισοσκελή τρίγωνα ΚΛΜ και ΜΝΞ 
με βάσεις ΚΜ και ΜΝ γνωρίζουμε ότι:                                                                                                       
ΚΛ = 8cm, KM = 4cm και NΞ = 8cm. 

Απόδειξε ότι ​​Λ ̂ ​  = ​ Ξ ̂ ​​.
8 cm

8 cm

4 cm

11
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Στη γωνία  ​O ̂ ​ του διπλανού σχήματος, παίρνουμε στη μία 
πλευρά τα τυχαία σημεία Α, Β και στην άλλη πλευρά τα 
σημεία Γ και Δ, ώστε ΟΑ = ΟΓ και ΟΒ = ΟΔ. 

Σχεδιάζουμε, επίσης, τη διχοτόμο της γωνίας και παίρνουμε 
τυχαίο σημείο Π πάνω σε αυτή. 

Εξέτασε αν τα τρίγωνα ΑΒΠ και ΓΔΠ είναι μεταξύ τους ίσα.

Π
Α

Ο
Γ

Δ

12

	Στην προέκταση της βάσης ΒΓ, ισοσκελούς τριγώνου ​Α ​ Β​​ 
△

​ Γ​ (ΑΒ = ΑΓ) παίρνου-
με σημείο Δ (προς το Β) και σημείο Ε (προς το Γ), τέτοια ώστε ΔΒ = ΓΕ. 

	 Απόδειξε ότι το τρίγωνο ΑΔΕ είναι ισοσκελές.

13

Σε ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ προεκτείνουμε τις ίσες πλευρές 
ΑΒ και ΑΓ κατά ίσα τμήματα ΒΕ και ΓΔ αντίστοιχα.  Απόδει-
ξε ότι:

α) Τα τρίγωνα  ΑΒΔ , ΑΓΕ  είναι ίσα.

β) Τα τρίγωνα  ΒΓΔ , ΒΓΕ  είναι ίσα.

γ) Τα τρίγωνα  ΒΕΚ , ΓΔΚ είναι ίσα.

14

Δίνεται ο κύκλος κέντρου Ο και Α,Β,Γ σημεία του κύκλου με ​
Α​Ο ̂ ​Γ  =  Β​Ο ̂ ​Γ  = ​ 120​​ ο​​. Απόδειξε ότι ΑΓ = ΒΓ. 

15
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Σε μια δοκιμασία Μαθηματικών της Γ’ Γυμνάσιου ζητήθηκε από τους/τις μα-
θητές/-τριες να εξετάσουν αν τα τρίγωνα της εικόνας είναι ίσα και να αιτιολο-
γήσουν την απάντησή τους.

Ένας μαθητής διατύπωσε το εξής επιχείρημα: «Αφού τα τρίγωνα έχουν τις 
δύο κάθετες πλευρές τους ίσες μία προς μία τότε θα έχουν και την υποτείνου-
σα ίση, επομένως τα τρίγωνα είναι ίσα».

Συμφωνείς με την άποψη αυτή; Αιτιολόγησε την απάντησή σου.

 

Κριτήρια ισότητας ορθογωνίων τριγώνων
Στην προηγούμενη παράγραφο μελετήσαμε τα κριτήρια ισότητας τριγώνων τα οποία 
εφαρμόζονται και στα ορθογώνια τρίγωνα.

Γνωρίζουμε, από το κριτήριο Γ-Π-Γ, ότι δύο τρίγωνα είναι ίσα όταν έχουν μια πλευρά και 
τις προσκείμενες σε αυτή γωνίες ίσες μία προς μία.

Επειδή δύο ορθογώνια τρίγωνα έχουν την ορθή τους γωνία ίση, αν έχουν και μία οξεία γωνία ίση τότε θα 
έχουν και την άλλη οξεία γωνία τους ίση, αφού το άθροισμα των γωνιών ενός τριγώνου είναι ​​180​​ ο​​. Προκύ-
πτει λοιπόν, ότι:

Αν δύο ορθογώνια τρίγωνα έχουν μία αντίστοιχη πλευρά ίση και μία αντίστοιχη οξεία γω-
νία ίση τότε είναι ίσα.

1.2 |  Ισότητα ορθογωνίων τριγώνων 
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Παράδειγμα:  Να αποδείξετε ότι τα ορθογώνια 

τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΕΖ είναι ίσα.	 	

Λύση: Τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΕΖ είναι ορθογώνια 
 ​​(​Α ̂ ​  = ​ Δ ̂ ​  = ​ 90​​ ο​)​​ και έχουν: 

•	 ​ΑΒ  =  ΔΕ  =  3cm​   και   

•	 ​​̂  Γ​  = ​   Ζ​  = ​ 60​​ ο​​ ,  άρα είναι ίσα.

Επίσης, αν δύο ορθογώνια τρίγωνα έχουν τις κάθετες πλευρές τους ίσες, τότε από το κριτήριο (Π-Γ-Π) θα εί-
ναι ίσα, ενώ αν δύο ορθογώνια τρίγωνα έχουν την υποτείνουσα και μία κάθετη πλευρά ίση τότε από το Πυ-
θαγόρειο Θεώρημα προκύπτει ότι θα έχουν και την άλλη κάθετη πλευρά τους ίση, οπότε από το κριτήριο 
(Π-Π-Π) θα είναι ίσα. 

Επομένως:

Αν δύο ορθογώνια τρίγωνα έχουν δύο αντίστοιχες πλευρές ίσες μία προς μία, τότε είναι 
ίσα.

Παράδειγμα:  Να αποδείξετε ότι τα ορθογώνια 
τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΕΖ είναι ίσα.		

Λύση: Τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΕΖ είναι ορθογώνια  
(​​Α ̂ ​  = ​ Δ ̂ ​  = ​ 90​​ ο​​) και έχουν: 

•	 ​ΑΒ  =  ΔΕ  =  5cm​  

•	 ​ΒΓ  =  ΕΖ  =  6cm​,  άρα είναι ίσα.

Συνοπτικά: 

Δύο ορθογώνια τρίγωνα είναι ίσα, όταν έχουν:
•	 δύο ομόλογες πλευρές τους ίσες μία προς μία.  

•	 μία πλευρά και μία οξεία γωνία αντίστοιχα ίσες μία προς μία.
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Μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τα κριτήρια ισότητας τριγώνων για να αιτιολογήσουμε τις παρα-
κάτω προτάσεις από τη Γεωμετρία:

1. Να αποδείξετε ότι σε κάθε ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ, με ​
ΑΒ  =  ΑΓ​, η διάμεσος ΑΔ προς τη βάση ΒΓ είναι διχοτόμος 
και ύψος.

Απόδειξη:
Συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΑΒΔ, ΑΔΓ και παρατηρούμε ότι έχουν:

•	 ​ΑΔ  =  ΑΔ​, κοινή πλευρά.

•	 ​ΑΒ  =  ΑΓ​, από την υπόθεση.

•	 ​ΒΔ  =  ΔΓ​ αφού ΑΔ διάμεσος τότε το Δ είναι μέσο 
της ΒΓ. 

Άρα τα τρίγωνα είναι ίσα, γιατί έχουν τις πλευρές τους ίσες μία προς μία, οπότε θα έχουν όλα τα αντί-
στοιχα στοιχεία τους ίσα, συνεπώς:

•	 ​​​Α ̂ ​​ 1​​  = ​​ Α ̂ ​​ 2​​​, άρα η ΑΔ είναι διχοτόμος.

•	 ​​​Δ ̂ ​​ 1​​  = ​​ Δ ̂ ​​ 2​​​ και ​​​Δ ̂ ​​ 1​​ + ​​Δ ̂ ​​ 2​​  = ​ 180​​ ο​​, άρα ​​​Δ ̂ ​​ 1​​  = ​​ Δ ̂ ​​ 2​​  = ​ 90​​ ο​​, δηλαδή η ΑΔ είναι και ύψος.
 

2. Να αποδείξετε ότι κάθε σημείο της μεσοκαθέτου ενός 
ευθύγραμμου τμήματος ισαπέχει από τα άκρα του.

Απόδειξη:
Αν Σ είναι ένα τυχαίο σημείο της μεσοκαθέτου, θα αποδείξουμε ότι ​
ΣΑ  =  ΣΒ​. 	

Συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΣΑΜ και ΣΒΜ και παρατηρούμε ότι έχουν:

•	 ​​​Μ  ̂​​ 1​​  = ​​ Μ  ̂​​ 2​​  = ​ 90​​ ο​​  αφού ΣΜ μεσοκάθετος, συνεπώς τα τρί-
γωνα είναι ορθογώνια.

•	 ​ΣΜ  =  ΣΜ​, κοινή πλευρά και

•	 ​ΑΜ  =  ΒΜ​, αφού Μ μέσο του ΑΒ.

Άρα τα ορθογώνια τρίγωνα ΣΑΜ και ΣΒΜ είναι ίσα, γιατί έχουν δύο αντίστοιχες πλευρές τους ίσες μία 
προς μία. 

Αφού τα τρίγωνα είναι ίσα, θα έχουν και τα υπόλοιπα αντίστοιχα στοιχεία τους ίσα, οπότε  ​ΣΑ  =  ΣΒ​.
 

Αντιλαμβάνομαι

με προσομοίωση
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3. Να αποδείξετε ότι κάθε σημείο της διχοτόμου μιας γωνίας 
ισαπέχει από τις πλευρές της.

Απόδειξη:
Υπενθύμιση: Η απόσταση ενός σημείου από μία ευθεία είναι 
το μήκος του κάθετου ευθύγραμμου τμήματος από το σημείο 
προς την ευθεία.

Στη διχοτόμο Οz της γωνίας ​x​Ο ̂ ​y​ παίρνουμε ένα τυχαίο σημείο Α και 
φέρνουμε τις αποστάσεις ΑΒ και ΑΓ του σημείου Α από τις πλευρές 
Οx και Οy της γωνίας. Θα αποδείξουμε ότι ​ΑΒ  =  ΑΓ​.

Συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΑΒΟ και ΑΓΟ και παρατηρούμε ότι έχουν:

•	 ​​Β ̂ ​  = ​ Γ ̂ ​  = ​ 90​​ ο​​,  αφού τα ΑΒ και ΑΓ είναι αποστάσεις

•	 ​ΟΑ  =  ΟΑ​, κοινή πλευρά και 

•	 ​​​Ο ̂ ​​ 1​​  = ​​ Ο ̂ ​​ 2​​​, αφού η Οz είναι διχοτόμος της γωνίας ​x​Ο ̂ ​y​.

Άρα τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΒΟ και ΑΓΟ είναι ίσα, γιατί έχουν μία αντίστοιχη πλευρά ίση και μία αντί-
στοιχη οξεία γωνία ίση.

Αφού τα τρίγωνα είναι ίσα, θα έχουν και τα υπόλοιπα αντίστοιχα στοιχεία τους ίσα, οπότε  ​ΑΒ  =  ΑΓ​.
 

	Χαρακτήρισε ως Σωστές ή Λάθος τις προτάσεις που ακολουθούν βάζοντας ένα x στην κατάλ-
ληλη θέση.

Σωστό Λάθος
α) Αν δύο ορθογώνια τρίγωνα έχουν μία οξεία γωνία ίση τότε θα έχουν και 
την άλλη οξεία γωνία τους ίση. 
β) Δύο ορθογώνια τρίγωνα με δύο πλευρές ίσες μία προς μία είναι ίσα. 

γ) Δύο ορθογώνια τρίγωνα με δύο αντίστοιχες πλευρές ίσες μία προς μία 
είναι ίσα. 
δ) Αν δύο ορθογώνια τρίγωνα έχουν δύο αντίστοιχες πλευρές τους ίσες μία 
προς μία τότε θα έχουν και την τρίτη πλευρά τους ίση. 
ε) Δύο ορθογώνια τρίγωνα με μία πλευρά και μια γωνία ίση, είναι ίσα.

στ) Σε δύο ίσα ορθογώνια τρίγωνα, απέναντι από ίσες πλευρές βρίσκονται 
ίσες γωνίες. 
ζ) Δύο ορθογώνια τρίγωνα με δύο αντίστοιχες γωνίες ίσες είναι ίσα.

1

Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα
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	Βρες το ζεύγος των ίσων τριγώνων παρακάτω:   

1ο σχήμα:			                2ο σχήμα:		         3ο σχήμα:

Α

Β

Γ

   

Ε

Ζ

Δ

   

Κ Μ

Λ

2

  �Απόδειξε ότι το μέσο Μ της βάσης ισοσκελούς τριγώνου ισαπέχει από τις ίσες πλευρές του 
(ΜΚ = ΜΛ).

3

Δίνονται τα τρίγωνα ΑΒΓ και Α’Β’Γ’ και τα ύψη τους 
ΒΚ και Β’Κ’ αντίστοιχα. Αν ​​Α ̂ ​  = ​ Α ̂ ​'​, ​​Γ ̂ ​  = ​ Γ ̂ ​'​  και  ΒΚ 
= Β’Κ’, απόδειξε ότι:

α) ΑΚ = Α’Κ’.

β) ΚΓ = Κ’Γ’

γ) Τα τρίγωνα ΑΒΓ και Α’Β’Γ’ είναι ίσα.

4

Σε ισοσκελές τρίγωνο ​Α ​ Β​​ 
△

​ Γ​ (ΑΒ = ΑΓ) παίρνουμε τα ύψη 
ΒΔ και ΓΕ. 

Απόδειξε ότι ΑΕ = ΑΔ και ΒΔ = ΓΕ. 

5
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Σε ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = ΑΓ, φέρουμε ύψος ΑΔ 
και παίρνουμε πάνω στην ΑΔ τυχαίο σημείο Κ. Απόδειξε ότι ​
Α​̂  Β​Κ  =  Α​̂  Γ​Κ​.

6

  Μια ευθεία (ε) διέρχεται από το μέσον Μ ενός τμήματος ΑΒ. Απόδειξε ότι τα σημεία Α, Β ισαπέ-
χουν από την ευθεία (ε).

	

7

	Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ είναι ​​  A​  =  90°​, ΑΒ = 3cm και ΑΓ = 4cm. 

Προεκτείνουμε την πλευρά ΑΓ προς το Α κατά τμήμα ΑΔ = 3cm και την πλευρά ΑΒ 	
	 προς το Β κατά τμήμα ΒΕ = 1cm. Σύγκρινε τα τρίγωνα ​Α ​ Β​​ 

△
​ Γ​ και ​Α ​Δ​​ 

△
 ​ Ε​.

8

Σε τρίγωνο ΑΒΓ φέρουμε τη διχοτόμο ΑΔ. Από το Β 
φέρουμε κάθετη ευθεία στην ΑΔ, που την τέμνει στο 
σημείο Κ και αντίστοιχα τέμνει την ΑΓ στο Μ. Απόδειξε 
ότι το Κ είναι το μέσο της ΒΜ. 

9
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Στο διπλανό σχήμα η ΑΒ είναι διάμετρος του κύκλου. Αν οι 
χορδές ΑΓ και ΑΔ είναι ίσες, απόδειξε ότι και οι χορδές ΒΓ 
και ΒΔ είναι ίσες.

10

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και το ύψος του ΑΚ. 
Προεκτείνουμε την ΑΒ κατά ίσο τμήμα ΒΔ 
και την ΑΓ κατά ίσο τμήμα ΓΕ. Απόδειξε 
ότι τα σημεία Δ και Ε ισαπέχουν από την 
ευθεία ΒΓ.

11

 Σχεδίασε ισοσκελές ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) και τις μεσοκάθετους των ίσων πλευρών 
του, οι οποίες τέμνονται στο Μ. Απόδειξε ότι τα τρίγωνα ΑΜΒ και ΑΜΓ είναι ίσα.

12

Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα
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Ανακεφαλαίωση (Γεωμετρία του Επιπέδου)

Αν δύο τρίγωνα έχουν τις πλευρές τους ίσες μία προς μία και τις αντίστοιχες γωνίες τους ίσες, τότε είναι ίσα.

Αν δύο τρίγωνα είναι ίσα, τότε θα έχουν τις πλευρές τους και τις αντίστοιχες γωνίες τους ίσες μία προς μία.

Κριτήρια ισότητας τριγώνων

1.  Αν δύο τρίγωνα έχουν δύο πλευρές ίσες μία προς μία και τις 
περιεχόμενες σε αυτές γωνίες ίσες, τότε είναι ίσα. (Π-Γ-Π)

2. Αν δύο τρίγωνα έχουν μια πλευρά ίση και τις προσκείμενες 
στην πλευρά αυτή γωνίες ίσες μία προς μία, τότε τα τρίγωνα 
είναι ίσα. (Γ-Π-Γ)

3. Αν δύο τρίγωνα έχουν τις πλευρές τους ίσες μία προς μία, 
τότε είναι ίσα. (Π-Π-Π)

Κριτήρια ισότητας ορθογωνίων τριγώνων

1. Αν δύο ορθογώνια τρίγωνα έχουν μία αντίστοιχη πλευρά ίση 
και μία αντίστοιχη οξεία γωνία ίση τότε είναι ίσα.

2. Αν δύο ορθογώνια τρίγωνα έχουν δύο αντίστοιχες 
πλευρές ίσες μία προς μία, τότε είναι ίσα. 
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Αυτοαξιολόγηση (Γεωμετρία του Επιπέδου)

Α. Εξήγησε γιατί τα παρακάτω ζευγάρια τριγώνων είναι ίσα:

Β. Ασκήσεις

1. Στο διπλανό σχήμα, τα τρίγωνα ΚΜΛ και ΝΜΛ είναι ισοσκελή, 
και το ευθύγραμμο τμήμα ΝΞ είναι η προέκταση του ΚΝ στην 
ΜΛ.

α. �Εξήγησε γιατί η ευθεία του ΚΝ είναι μεσοκάθετος ευθεία του 
ευθύγραμμος τμήματος ΜΛ.

β. �Απέδειξε ότι ΚΞ είναι διχοτόμος της γωνίας ​​  Ν​​  του τριγώνου 
ΜΝΛ.

40ο γ. �Αν επιπλέον έχεις τις πληροφορίες που φαίνονται για τις 
γωνίες των τριγώνων, τι είναι το ευθύγραμμο τμήμα ΝΛ για 
το τρίγωνο ΚΞΛ;
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Ομαδική δραστηριότητα

Για να σχεδιάσουμε τη διχοτόμο μίας γωνίας ​​​Ο ̂ ​​  με κανόνα και διαβήτη, ακολουθούμε τα παρακάτω βήματα:

•	 Σχεδιάζουμε κύκλο (Ο, R), που τέμνει τις πλευρές της γωνίας ​​​Ο ̂ ​​  στα σημεία Α και Β. 

•	 Σχεδιάζουμε τους κύκλους (A, ρ) και (Β, ρ), οι οποίοι τέμνονται στο Κ. 

Η ημιευθεία ΟΚ είναι διχοτόμος της γωνίας.

Μπορείτε να αποδείξετε τον παραπάνω ισχυρισμό;

   Σε αυτό το σημείο, θα πρέπει να είσαι σε θέση να ικανοποιείς όλους τους προσδοκώμενους μαθησιακούς στόχους. Γύρνα στην αρχή 
της θεματικής ενότητας και σημείωσε       στα αντίστοιχα σημεία. Υπάρχουν στόχοι που αισθάνεσαι ότι δεν έχεις ικανοποιήσει πλήρως; 



  �Αναγνωρίζω τους τριγωνομετρικούς αριθ-
μούς οξείας γωνίας ως τον σταθερό λόγο 
ζεύγους πλευρών ορθογώνιου τριγώνου.

  �Χρησιμοποιώ τους τριγωνομετρικούς 
αριθμούς για την εύρεση του μέτρου γω-
νίας αξιοποιώντας τους τριγωνομετρικούς 
πίνακες.

2.1: Ημίτονο, συνημίτονο και εφαπτομένη 
οξείας γωνίας ορθογωνίου τριγώνου

+ Ανακεφαλαίωση / Αυτοαξιολόγηση

ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΑ Β.2

Στην ενότητα αυτή θα μελετήσουμε τους τριγωνομετρικούς αριθμούς, όπως το ημίτονο, το 
συνημίτονο και την εφαπτομένη, ως σταθερούς λόγους πλευρών ορθογωνίου τριγώνου. 
Θα μάθουμε να τους χρησιμοποιούμε για να βρίσκουμε πλευρές ορθογωνίων τριγώνων. 
Πώς σχετίζονται οι τριγωνομετρικοί αριθμοί με εφαρμογές στην αρχιτεκτονική, τη μηχανική 
ή τη γεωγραφία; 

Είσαι έτοιμος/η να εξερευνήσεις τον κόσμο της τριγωνομετρίας και τις πρακτικές της εφαρ-
μογές;
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Ο Ερατοσθένης, αρχαίος επιστήμονας, έδωσε 
από τους πρώτους την απόδειξη ότι η επιφά-
νεια της Γης δεν είναι επίπεδη αλλά σφαιρική. 
Αυτό το συμπέρασμα ήταν θεμελιώδους σημα-
σίας!

Επιπλέον όμως, κατάφερε να προσδιορίσει την 
ακτίνα και τη περιφέρεια της Γης, με πολύ μεγά-
λη ακρίβεια! Με ποια μέσα όμως μπόρεσε ένας 
Μαθηματικός τον 3ο αιώνα π.Χ. να κάνει τόσο 
καλούς υπολογισμούς;

 

Δραστηριότητα:	
Το τρενάκι ενός πάρκου ανεβαίνει την ανηφόρα που σχηματίζει γωνία ω με το οριζόντιο επίπεδο.

Να συμπληρώσετε τους λόγους στον παρακάτω πίνακα:

Ύψος Οριζόντια 
απόσταση

Μήκος 
διαδρομής

​ΑΑ'  =  3​ ​ΟΑ'  =  4​ ​ΟΑ  =  5​ ​
​ ΑΑ' _

 
ΟΑ

 ​ 
=​ … ​

​ ΟΑ' _
 

ΟΑ
 ​ 
=​ … ​

​ ΑΑ' _
 

ΟΑ'
 ​ 
=​ …

​ΒΒ'  =  6​ ​ΟΒ'  =  8​ ​ΟΒ  =  10​ ​
​ ΒΒ' _

 
ΟΒ

 ​ 
=​ … ​

​ ΟΒ' _
 

ΟΒ
 ​ 
=​ … ​

​ ΒΒ' _
 

ΟΒ'
 ​ 
=​ …

​ΓΓ'  =  9​ ​ΟΓ'  =  12​ ​ΟΓ  =  15​ ​
​ ΓΓ' _

 
ΟΓ

 ​ 
=​ … ​

​ ΟΓ' _
 

ΟΓ
 ​ 
=​ … ​

​ ΓΓ' _
 

ΟΓ'
 ​ 
=​ …

Τι παρατηρείτε;

2.1 |  Ημίτονο, συνημίτονο και εφαπτομένη οξείας  
        γωνίας ορθογωνίου τριγώνου
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Λύση:

3η στήλη 4η στήλη 5η στήλη

​​ ΑΑ' _ ΟΑ ​  = ​  3 _ 5 ​​ ​​ ΟΑ' _ ΟΑ ​  = ​  4 _ 5 ​​ ​​ ΑΑ' _ ΟΑ' ​  = ​  3 _ 4 ​​

​​ ΒΒ' _ ΟΒ ​  = ​  6 _ 10 ​  = ​  3 _ 5 ​​ ​​ ΟΒ' _ ΟΒ ​  = ​  8 _ 10 ​  = ​  4 _ 5 ​​ ​​ ΒΒ' _ ΟΒ' ​  = ​  6 _ 8 ​  = ​  3 _ 4 ​​

​​ ΓΓ' _ ΟΓ ​  = ​  9 _ 15 ​  = ​  3 _ 5 ​​ ​​ ΟΓ' _ ΟΓ ​  = ​  12 _ 15 ​  = ​  4 _ 5 ​​ ​​ ΓΓ' _ ΟΓ' ​  = ​  9 _ 12 ​  = ​  3 _ 4 ​​

Παρατηρούμε ότι οι λόγοι κάθε στήλης παραμένουν σταθεροί.
Oι σταθεροί αυτοί λόγοι ονομάζονται αντίστοιχα ημίτονο, συνημίτονο και εφαπτομένη της γωνίας ω ή αλ-
λιώς τριγωνομετρικοί αριθμοί της γωνίας ω.

Επομένως: 

Ο λόγος που σχηματίζεται, αν διαιρέσουμε την απέναντι κάθετη πλευρά μίας οξείας γωνί-
ας ω ενός ορθογωνίου τριγώνου με την υποτείνουσα, είναι πάντοτε σταθερός και λέγεται           
ημίτονο της γωνίας ω.

​ημω  = ​ 
απέναντι κάθετη πλευρά

   _________________  υποτείνουσα ​​

Ο λόγος που σχηματίζεται, αν διαιρέσουμε την προσκείμενη κάθετη πλευρά μίας οξείας γω-
νίας ω ενός ορθογωνίου τριγώνου με την υποτείνουσα, είναι πάντοτε σταθερός και λέγεται 
συνημίτονο της γωνίας ω.

​συνω  = ​ 
προσκείμενη κάθετη πλευρά

   ____________________  υποτείνουσα ​​

Παράδειγμα: 	  

Στο τρίγωνο ΑΒΓ, είναι:

​
• ημω  = ​ 

απέναντι κάθετη
  ____________  υποτείνουσα ​   = ​  BΓ _ ΑΒ ​  = ​  3 _ 5 ​​

και

• 
​
συνω  = ​ 

προσκείμενη κάθετη
  ______________  υποτείνουσα ​   = ​  ΑΓ _ ΑΒ ​  = ​  4 _ 5 ​​.

υπ
οτε
ίνο
υσα

προσκείμενη

απ
έν
αν
τι

Παρατήρηση:
Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο η υποτείνουσα είναι η μεγαλύτερη πλευρά του τριγώνου, άρα οι λόγοι που εκ-
φράζονται από το ημω και συνω είναι μικρότεροι της μονάδας.

​​ 
απέναντι κάθετη πλευρά

   _________________  υποτείνουσα ​   <  1​     και     ​​ 
προσκείμενη κάθετη πλευρά

   ____________________  υποτείνουσα ​   <  1​,

άρα για κάθε οξεία γωνία ω, ισχύει:

​0  <  ημω  <  1​     και     ​0  <  συνω  <  1​.
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Επίσης:

Ο λόγος που σχηματίζεται, αν διαιρέσουμε την απέναντι κάθετη πλευρά με την προσκείμε-
νη κάθετη πλευρά μιας οξείας γωνίας ω ενός ορθογωνίου τριγώνου, είναι πάντοτε σταθερός 
και λέγεται εφαπτομένη της γωνίας ω.

​εφω  = ​ 
απέναντι κάθετη πλευρά

   ____________________   προσκείμενη κάθετη πλευρά ​​

Παράδειγμα: 	  

Στο τρίγωνο ΑΒΓ, είναι:

​
εφω  = ​ 

απέναντι κάθετη
  ______________  προσκείμενη κάθετη ​  = ​  ΒΓ _ ΑΓ ​  = ​  3 _ 4 ​​.

υπ
οτε
ίνο
υσα

προσκείμενη

απ
έν
αν
τι

Παρατήρηση:

Όπως έχουμε δει στην προηγούμενη τάξη, η ευθεία με εξίσωση ​
y  =  αx​ διέρχεται από την αρχή των αξόνων. 

Ο λόγος ​​ 
y
 _ x ​​ με ​x  ≠  0​ ονομάζεται κλίση της ευθείας και είναι 

πάντοτε σταθερός και ίσος με α.

​
α  = ​ 

y
 _ x ​​  , ​x  ≠  0​.

Β

Αν ω είναι η γωνία που σχηματίζει η ευθεία με τον άξονα x’x τότε από το ορθογώνιο τρίγωνο ΟΑΒ βρίσκου-
με ότι η εφαπτομένη της γωνίας ω είναι:

​εφω  = ​  ΑΒ _ ΟΒ ​  = ​ 
y
 _ x ​​

Συνεπώς:  ​εφω  = ​ 
y
 _ x ​  =  α​ ,  δηλαδή:

Η κλίση α της ευθείας με εξίσωση ​y  =  αx​ είναι ίση με την εφαπτομένη της γωνίας ω, που 
σχηματίζει η ευθεία με τον άξονα x’x.

​εφω  = ​ 
y
 _ x ​  =  α​

Σχόλιο:
Για να υπολογίσουμε το ημίτονο, το συνημίτονο και την εφαπτομένη μιας οξείας γωνίας, μπορούμε να χρη-
σιμοποιήσουμε τον πίνακα τριγωνομετρικών αριθμών, που βρίσκεται στις τελευταίες σελίδες του βιβλίου.

Αντιλαμβάνομαι

με προσομοίωση

Αντιλαμβάνομαι

με προσομοίωση
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Ποιες από τις παρακάτω ισότητες είναι σωστές;

α) ​εφ​Γ ̂ ​  = ​  ΑΒ _ ΑΓ ​​           β) ​ημΒ  = ​  ΑΓ _ ΒΓ ​​           γ) ​ημ​Γ ̂ ​  = ​  ΑΓ _ ΑΒ ​​           δ) ​εφ​Β ̂ ​  = ​  ΑΒ _ ΑΓ ​​

1

Υπολόγισε το ημίτονο, το συνημίτονο και την εφαπτομένη των 
οξειών γωνιών του τριγώνου. 

• 
​
ημ​Β ̂ ​  = ​  . .  . . _ . .  . . ​​ ,          ​συν​Β ̂ ​  = ​  . .  . . _ . .  . . ​​ ,          ​εφ​Β ̂ ​  = ​  . .  . . _ . .  . . ​​

• 
​
ημ​Γ ̂ ​  = ​  . .  . . _ . .  . . ​​ ,          ​συν​Γ ̂ ​  = ​  . .  . . _ . .  . . ​​ ,          ​εφ​Γ ̂ ​  = ​  . .  . . _ . .  . . ​​

2

Ποιες από τις παρακάτω ισότητες είναι σωστές;

α) ​ ​ημφ  = ​  ΒΓ _ ΑΒ ​​               	 β) ​ημφ  = ​  ΚΓ _ ΑΓ ​​               	 γ) ​συνφ  = ​  ΒΓ _ ΑΓ ​​	

γ) ​​συνφ  = ​  ΑΒ _ ΑΓ ​​               	 ε) ​εφφ  = ​  ΚΛ _ ΑΛ ​​               	 στ) ​εφφ  = ​  ΚΓ _ ΑΓ ​​

3

Δίνεται το παρακάτω ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ, με 

ΒΓ = 39cm και ​ημ​Β  ̂​  = ​  12 _ 13 ​​. Υπολόγισε το μήκος των 

κάθετων πλευρών ΑΒ και ΑΓ του τριγώνου.

4

  Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ είναι  ​​Α ̂ ​  = ​ 90​​ ο​​, ΒΓ = 10cm  και  ​συν​Β ̂ ​  =  0, 8​. Υπολόγισε το μήκος 
των κάθετων πλευρών ΑΒ και ΑΓ του τριγώνου.

5

Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα
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  Στα παρακάτω ορθογώνια τρίγωνα, βρες τη πλευρά που είναι σημειωμένη αξιοποιώντας τον 
πίνακα των τριγωνομετρικών αριθμών (στρογγυλοποίησε τους αριθμούς στο εκατοστό).  

Γ

Β
22ο

6

x

Α

Ζ

Δ

31ο

Ε

8

y

Β

Α

30ο

Γ

6

z

49ο

Ε

ΔΖ

α

3

Ν

Π

Ρ

11,5β

45ο

Θ 18

45ο

Ι

Η

γ

Λ Μ

Κ

ω
63ο

18

6

  Σε έναν ανηφορικό δρόμο ανεβαίνουμε 15 μέτρα κάθε 300 μέτρα οριζόντιας απόστασης. Ποια 
είναι η κλίση του δρόμου;

7

Ένα τελεφερίκ ανεβαίνει σε λόφο σχηματίζοντας γω-
νία 30° και κατευθύνεται σε μία στάση που βρίσκεται σε 
υψομετρική διαφορά 500m από την βάση του. Ποιο εί-
ναι το συνολικό μήκος της διαδρομής που θα διανύσει 
το τελεφερίκ;

8



Τ
Ρ
ΙΓΩ

Ν
Ο
Μ
Ε
Τ
Ρ
ΊΑ

171

	Ποιες από τις παρακάτω δεν μπορεί να είναι τιμές για το ημίτονο και το συνημίτονο μιας οξείας 
γωνίας;

	 α) ​​ 1 _ 2 ​​ ,      β) ​​√ 
_

 5 ​​ ,      γ) ​− 0, 3​ ,      δ) ​0, 75​ ,      ε) 1 ,      στ) ​​ ​√ 
_

 2 ​ _ 2 ​​ .

9

   Σχεδίασε ένα ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με  ​εφ​Γ ̂ ​  =  1​. Τι συμπέρασμα μπορείς να βγάλεις για το 
είδος του τριγώνου ως προς τις πλευρές του;

10

  Το συνημίτονο μιας οξείας γωνίας ω είναι ​συνω  = ​  5 _ 13 ​​. Υπολόγισε το ημω και την εφω.11

Στο διπλανό σχήμα γνωρίζουμε ότι ΛΚ = 6cm, ΜΞ = 5cm και 
ΜΝ = 4cm.

α) Υπολόγισε το μήκος της πλευράς ΝΞ.

β) Υπολόγισε τους τριγωνομετρικούς αριθμούς της γωνίας 
x.

γ) Αξιοποιώντας τους τριγωνομετρικούς αριθμούς της 
γωνίας x, βρες το μήκος των πλευρών ΜΛ και ΚΜ του 
ορθογωνίου τριγώνου ΚΛΜ.

12

   Δίνεται τραπέζιο ΑΒΓΔ, όπου η ΑΔ είναι κάθετη στις βάσεις ΑΒ και ΓΔ, με ΑΔ = 
6 cm, ΑΒ= 10 cm και ΓΔ= 18 cm. Σχεδίασε το τραπέζιο, και φέρε το ύψος ΒΕ. Στη 
συνέχεια, υπολόγισε τους τριγωνομετρικούς αριθμούς της γωνίας ​​Γ ̂ ​.

13

   
O Γιάννης στέκεται 31 μέτρα 
μακριά από τον Πύργο στη 
Νέα Υόρκη. Βλέπει το κτί-
ριο από γωνία 78 μοιρών. Τι 
ύψος έχει ο Πύργος; 

14

Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα
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   Ένα σχοινί 90 μέτρων κρατάει ένα αερόστατο όπως φαίνεται στο σχήμα. Ποια είναι η ελάχιστη 
απόσταση που έχει το αερόστατο από το έδαφος; 

90μ.

15

   Από το μπαλκόνι του, ο Κώστας βλέπει την γάτα στο δρόμο, με γωνία 40 μοιρών. Το ύψος του 
μπαλκονιού είναι 14,5 m και το ύψος του Κώστα είναι 1,5 m.Τι απόσταση έχει η γάτα από την εί-
σοδο του σπιτιού; 

16

14,5m

1,5m

40o

Αντιλαμβάνομαι

με προσομοίωση

Αντιλαμβάνομαι

με προσομοίωση
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Η τριγωνομετρία έχει μακρά ιστορία που ξεκινά από την αρχαιότη-
τα και φτάνει μέχρι τις μέρες μας.

Αρχαία Ελλάδα

Ο Αρίσταρχος χρησιμοποίησε ορθογώνια τρίγωνα για να υπολο-
γίσει τις αποστάσεις μεταξύ της Γης, του Ήλιου και της Σελήνης. Ο 
Ίππαρχος, γνωστός ως ο «πατέρας της τριγωνομετρίας», ήταν ο 
πρώτος που ανέπτυξε πίνακες χορδών, οι οποίοι αντιστοιχούσαν 
γωνίες κύκλου σε μήκη χορδών. Ο Πτολεμαίος, στο έργο του Αλμα-
γέστη, διεύρυνε τις ιδέες του Ίππαρχου και συνέταξε πίνακες χορ-
δών για αστρονομικές χρήσεις.

Μεσαίωνας

Η τριγωνομετρία αναπτύχθηκε περαιτέρω κατά τον Μεσαίωνα από 
Ινδούς και Άραβες μαθηματικούς. Στην Ινδία, ορίστηκε για πρώτη 
φορά η συνάρτηση του ημίτονου. Ο Ινδός μαθηματικός Αριαμπάτα, 
τον 5ο αιώνα, επέκτεινε τη μελέτη των τριγωνομετρικών συναρτή-
σεων και τη χρήση τους σε αστρονομικούς υπολογισμούς.

Στον ισλαμικό κόσμο, μαθηματικοί όπως ο Αλ-Μπατάνι και ο 
Αλ-Τουσί μετέφρασαν και επεξέτειναν τις ελληνικές και ινδικές με-
λέτες. Τον 10ο αιώνα, οι Άραβες μαθηματικοί καθιέρωσαν τους έξι 
τριγωνομετρικούς αριθμούς και τους χρησιμοποίησαν σε εφαρμο-
γές της αστρονομίας και της ναυσιπλοΐας.

Μελετώ

το συγκεκριμένο θέμα

	
Η Τριγωνομετρία

Ο Ίππαρχος, στον οποίο πιστώνε-
ται η σύνταξη του πρώτου τριγωνο-
μετρικού πίνακα, έχει περιγραφεί ως 

«ο πατέρας της τριγωνομετρίας».

Αναγέννηση

Στην Ευρώπη, η τριγωνομετρία διαδόθηκε κατά την Αναγέννηση μέσω λατινικών μεταφράσεων των ισλαμι-
κών έργων. Ο Γερμανός μαθηματικός Ρεγιομοντάνος (Johannes Müller) έγραψε το De Triangulis τον 15ο αιώ-
να, ένα από τα πρώτα έργα που ασχολήθηκαν με την τριγωνομετρία στην Ευρώπη. 

Το 1595, ο Bartholomäus Pitiscus καθιέρωσε τον όρο «τριγωνομετρία» με το έργο του Trigonometria. Κατά 
τον 16ο και 17ο αιώνα, η τριγωνομετρία έγινε ουσιαστικό εργαλείο για τη ναυσιπλοΐα και τη χαρτογράφηση. 

Νεότερα χρονιά

Τον 18ο αιώνα, μαθηματικοί όπως ο Leonhard Euler ενσωμάτωσαν τους μιγαδικούς αριθμούς στην τριγωνο-
μετρία, γεγονός που άνοιξε νέους ορίζοντες στην αξιοποίησή της. 
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Τριγωνομετρία και καθημερινή ζωή

Μπορεί η τριγωνομετρία να χρησιμοποιηθεί στην καθημερινή ζωή; Η τριγωνομετρία έχει εφαρμογές στην επί-
λυση πρακτικών προβλημάτων ενώ αξιοποιείται σε διάφορες επιστήμες:

•	 Η τριγωνομετρία μπορεί να χρησιμοποιηθεί για να μετρήσει το ύψος ενός κτιρίου ή βουνών: Αν 
γνωρίζετε την απόσταση από την οποία παρατηρείτε το κτίριο και τη γωνία ανύψωσης, μπορείτε 
εύκολα να βρείτε το ύψος του κτιρίου.

•	 Τριγωνομετρία στις κατασκευές: Οι αρχιτέκτονες χρησιμοποιούν την τριγωνομετρία για να υπο-
λογίσουν το δομικό φορτίο, τις κλίσεις της οροφής, τις επιφάνειες του εδάφους και πολλές άλλες 
πτυχές, συμπεριλαμβανομένης της σκίασης από τον ήλιο και των γωνιών φωτός.

•	 Τριγωνομετρία στην αεροναυπηγική: Οι αεροναυπηγοί πρέπει να λαμβάνουν υπόψη την ταχύ-
τητα, την απόσταση και την κατεύθυνση του αεροπλάνου μαζί με την ταχύτητα και την κατεύθυν-
ση του ανέμου. Ο άνεμος παίζει σημαντικό ρόλο στο πώς και πότε ένα αεροπλάνο θα φτάσει στον 
προορισμό του. Αυτό λύνεται χρησιμοποιώντας διανύσματα και τριγωνομετρία.

•	 Τριγωνομετρία στην αρχαιολογία: Η τριγωνομετρία χρησιμοποιείται για να διαιρέσουν οι αρχαιο-
λόγοι τους χώρους ανασκαφής σε ίσες περιοχές εργασίας. Μπορούν, επίσης, να τη χρησιμοποιή-
σουν για να μετρήσουν την απόσταση σε υπόγεια συστήματα νερού.

•	 Τριγωνομετρία στην εγκληματολογία: Στην εγκληματολογία, η τριγωνομετρία μπορεί να βοηθή-
σει στον υπολογισμό της τροχιάς ενός βλήματος, στην εκτίμηση του τι μπορεί να προκάλεσε μια 
σύγκρουση σε ένα αυτοκινητιστικό ατύχημα ή πώς έπεσε ένα αντικείμενο από κάπο.

•	 Τριγωνομετρία στη θαλάσσια βιολογία: Οι θαλάσσιοι βιολόγοι συχνά χρησιμοποιούν την τριγω-
νομετρία για μετρήσεις. Για παράδειγμα, για να διαπιστώσουν πώς τα επίπεδα φωτός σε διάφορα 
βάθη επηρεάζουν την ικανότητα των φυκιών να φωτοσυνθέτουν. 

•	 Τριγωνομετρία στην πλοήγηση: Η τριγωνομετρία χρησιμοποιείται για να καθοριστούν κατευθύν-
σεις όπως βορράς, νότος, ανατολή, δύση. 

Δες τα προβλήματα της καθημερινης ζωής που ακολουθούν στην αυτοαξιολόγηση!
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Ανακεφαλαίωση (Τριγωνομετρία)
Ο λόγος που σχηματίζεται, αν διαιρέσουμε την απέναντι κάθετη πλευρά μίας οξείας γωνίας ω ενός ορθογω-
νίου τριγώνου με την υποτείνουσα, είναι πάντοτε σταθερός και λέγεται ημίτονο της γωνίας ω.

​
ημω  = ​ 

απέναντι κάθετη πλευρά
  _________________  υποτείνουσα ​​

Ο λόγος που σχηματίζεται, αν διαιρέσουμε την προσκείμενη κάθετη πλευρά μίας οξείας γωνίας ω ενός ορ-
θογωνίου τριγώνου με την υποτείνουσα, είναι πάντοτε σταθερός και λέγεται συνημίτονο της γωνίας ω.

​
συνω  = ​ 

προσκείμενη κάθετη πλευρά
   ____________________  υποτείνουσα ​​

Για κάθε οξεία γωνία ω, ισχύει:                ​0  <  ημω  <  1​     και     ​0  <  συνω  <  1​.

Ο λόγος που σχηματίζεται, αν διαιρέσουμε την απέναντι κάθετη πλευρά με την προσκείμενη κάθετη πλευρά 
μιας οξείας γωνίας ω ενός ορθογωνίου τριγώνου, είναι πάντοτε σταθερός και λέγεται εφαπτομένη της γω-
νίας ω.

​
εφω  = ​ 

απέναντι κάθετη πλευρά
  ____________________   προσκείμενη κάθετη πλευρά ​​

Αυτοαξιολόγηση (Τριγωνομετρία)
1. Πρόβλημα υπολογισμού απόστασης:
Ένας τοπογράφος στέκεται σε απόσταση 50 μέτρων από ένα κτίριο. Χρησιμοποιεί ένα όργανο και μετρά τη 

γωνία ανύψωσης στην κορυφή του κτιρίου ως 30°. Βρες το ύψος του κτιρίου.

2. Πρόβλημα πλοήγησης:
Ένα πλοίο πρέπει να φτάσει σε ένα σημείο Β που βρίσκεται 100 χιλιόμετρα βόρεια και 50 χιλιόμετρα 
ανατολικά από τη θέση Α. Βρες την κατεύθυνση που πρέπει να ακολουθήσει το πλοίο και την απόσταση που 
πρέπει να διανύσει.

Ομαδική δραστηριότητα
Σε μια σκηνή εγκλήματος, οι ερευνητές εντοπίζουν ότι μια σφαίρα 
προσέκρουσε στον τοίχο ενός δωματίου σε ύψος 1,1 μέτρου 
από το έδαφος και βρήκε το έδαφος στο σημείο που στεκόταν 
ο δράστης, σε απόσταση 5 μέτρων από τον τοίχο. Εάν η γωνία 
πρόσκρουσης της σφαίρας με τον τοίχο ήταν 10°, βρες το ύψος 
του δράστη που πυροβόλησε τη σφαίρα. 

Αντιλαμβάνομαι

με προσομοίωση

   Σε αυτό το σημείο, θα πρέπει να είσαι σε θέση να ικανοποιείς όλους τους προσδοκώμενους μαθησιακούς στόχους. Γύρνα στην αρχή 
της θεματικής ενότητας και σημείωσε       στα αντίστοιχα σημεία. Υπάρχουν στόχοι που αισθάνεσαι ότι δεν έχεις ικανοποιήσει πλήρως; 
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  �Αναγνωρίζω και υπολογίζω τον λόγο 
των ευθύγραμμων τμημάτων ως λόγο 
των μηκών τους στην ίδια μονάδα μέ-
τρησης.

3.1: Λόγος ευθυγράμμων τμημάτων και λό-
γος μηκών

+ Ανακεφαλαίωση / Αυτοαξιολόγηση

ΜΗΚΟΣ Β.3

Στην ενότητα αυτή θα αναγνωρίσουμε και θα υπολογίσουμε τον λόγο ευθύγραμμων τμημά-
των. 
Πώς μπορείς να εφαρμόσεις αυτή τη γνώση στην καθημερινότητά όπως για τη σχεδίαση 
χαρτών; 

Είσαι έτοιμος/η να κατανοήσεις τη σημασία της αναλογίας στα μήκη και να εντοπίσεις τη 
χρησιμότητά της;
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Βλέπουμε έναν χάρτη μιας πόλης που έχει σχε-
διαστεί με κλίμακα 1:20.000. Δηλαδή, 1cm στον 
χάρτη αντιστοιχεί με 20.000cm σε πραγματική 
διάσταση. Πόσα μέτρα απέχουν τα δύο σιντρι-
βάνια μεταξύ τους;

 

Ίσα τμήματα μεταξύ παραλλήλων ευθειών
Σχεδιάζουμε παράλληλες ευθείες σε ίσες αποστάσεις μεταξύ τους (1cm). Παρατηρούμε ότι αυτές ορίζουν ίσα 
τμήματα σε οποιαδήποτε άλλη ευθεία τις τέμνει:

Γενικά

Αν παράλληλες ευθείες ορίζουν ίσα τμήματα σε μια ευθεία, τότε θα 
ορίζουν ίσα τμήματα και σε οποιαδήποτε άλλη ευθεία που τις τέμνει.

Απόδειξη:
Παίρνουμε 3 παράλληλες ευθείες ε1, ε2, ε3 που τέμνουν μία ευθεία ε στα σημεία Α, Β, Γ αντίστοιχα με ​ΑΒ  =  ΒΓ​

Αν μία άλλη ευθεία ε’ τέμνει τις παράλληλες ε1, ε2, ε3  στα ​​Α ' ​,  ​Β ' ​,  ​Γ' ​​ αντίστοιχα, τότε θα αποδείξουμε ότι ​​Α ' ​​Β ' ​  = ​ Β ' ​​Γ ' ​​.

3.1 |  Λόγος ευθυγράμμων τμημάτων και λόγος μηκών
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Φέρνουμε ​​A ′ ​Δ​//ε και ​​Β ′ ​Ε​//ε. Τα τετράπλευρα ​Α​Α ′ ​ΔΒ​ και ​Β​Β ′ ​ΕΓ​ είναι παραλληλόγραμμα οπότε θα έχουν τις 
απέναντι πλευρές τους ίσες: ​ΑΒ  =  Α'Δ​ και ​ΒΓ  =  Β'Ε​, όμως ​ΑΒ  =  ΒΓ​, οπότε ​​Α ′ ​Δ  = ​ Β ′ ​Ε​.

Συγκρίνουμε τα τρίγωνα ​​Α ′ ​Δ​Β ′ ​​, ​​Β ′ ​Ε​Γ ′ ​​ και παρατηρούμε ότι έχουν:

•	 ​​Α ′ ​Δ  = ​ Β ′ ​Ε​.

•	 ​​​​Α ′ ​ ̂ ​​ 1​​  = ​​​ Β ′ ​ ̂ ​​ 1​​​  ως εντός, εκτός και επί τα αυτά μέρη γωνίες των παραλλήλων ​​Α ′ ​Δ​ και ​​Β ′ ​Ε​ που τέμνο-
νται από την ​​ε ′ ​​.

•	 ​​​​Β ′ ​ ̂ ​​ 2​​  = ​​​ Γ ′ ​ ̂ ​​ 2​​​  ως εντός, εκτός και επί τα αυτά μέρη γωνίες των παραλλήλων ε2 και ε3 που τέμνονται 
από την ​​ε ′ ​​.

Τα τρίγωνα ​​Α ′ ​Δ​Β ′ ​​ και ​​Β ′ ​Ε​Γ ′ ​​ έχουν τις δύο γωνίες τους ίσες επομένως θα έχουν και την τρίτη τους γωνία ίση 
(​​Δ ̂ ​  = ​ Ε ̂ ​​), άρα είναι ίσα γιατί έχουν μία πλευρά ίση και τις προσκείμενες στην πλευρά αυτή γωνίες ίσες μία 
προς μία (κριτήριο Γ-Π-Γ), επομένως ​​Α ′ ​​Β ′ ​  = ​ Β ′ ​​Γ ′ ​​.

Παράδειγμα: 	 Σε τρίγωνο ΑΒΓ, από το μέσο Μ της πλευράς ΑΒ, φέρνουμε ευθεία ΜΝ παράλληλη 
προς την ΒΓ και από την κορυφή Α, φέρνουμε ευθεία ε παράλληλη στις ΜΝ και ΒΓ.

Οι παράλληλες ε, ΜΝ και  ΒΓ ορίζουν ίσα τμήματα στην ΑΒ,  
άρα θα ορίζουν ίσα τμήματα και στην ΑΓ, οπότε το Ν  
είναι μέσο της ΑΓ. 

		

Άρα, αποδείξαμε ότι:  

Αν από το μέσο μιας πλευράς ενός τριγώνου φέρουμε ευθεία παράλληλη προς 
μία άλλη πλευρά του τότε αυτή διέρχεται από το μέσο της τρίτης πλευράς του.

Διαίρεση ευθυγράμμου τμήματος σε ν ίσα μέρη.
Ας υποθέσουμε ότι έχουμε ένα ευθύγραμμο τμήμα ​ΑΒ  =  10cm​ και θέλουμε να το χωρίσουμε σε 3 ίσα μέρη. 

Η διαίρεση 10:3 δίνει αποτέλεσμα 3,33… συνεπώς το μήκος κάθε τμήματος δεν μπορεί να μετρηθεί ακρι-
βώς με το υποδεκάμετρο. 

Μπορούμε να διαιρέσουμε το τμήμα ΑΒ σε 3 ίσα μέρη, με τη βοήθεια του κανόνα και του διαβήτη ως εξής:

•	 Από το ένα άκρο του, για παράδειγμα το Α, φέρνουμε τυχαία ημιευθεία Αx που δεν βρίσκεται στην 
ευθεία που ορίζουν τα Α, Β. 

•	 Με τον διαβήτη, παίρνουμε διαδοχικά τα σημεία Ε, Ζ και Η ώστε ΑΕ = ΕΖ = ΖΗ.

•	 Ενώνουμε τα σημεία Β και Η και από τα σημεία Ε και Ζ φέρνουμε παράλληλες προς την ΒΗ που 
τέμνουν την ΑΒ στα Γ και Δ αντίστοιχα.
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•	 Οι παράλληλες αυτές ορίζουν ίσα τμήματα στην Αx, άρα θα ορίζουν ίσα τμήματα και στην ΑΒ, δη-
λαδή:

​ΑΓ  =  ΓΔ  =  ΔΒ​.

Χωρίσαμε λοιπόν το τμήμα ​ΑΒ  =  10cm​ σε 3 ίσα τμήματα καθένα από τα οποία έχει μήκος ​​ 10 _ 3 ​ cm​.

Με τον τρόπο αυτόν, μπορούμε να διαιρέσουμε οποιοδήποτε ευθύγραμμο τμήμα, σε ν ίσα τμήματα.

 

H έννοια του λόγου δύο ευθυγράμμων τμημάτων.

Όπως είδαμε προηγουμένως, μπορούμε να διαιρέσουμε ένα ευθύγραμμο ΑΒ τμήμα σε 3 ίσα μέρη ​

AΓ  =  ΓΔ  =  ΔΒ​, καθένα από τα οποία έχει μήκος το ​​ 1 _ 3 ​​ του μήκους του ΑΒ. 

Λέμε ότι:  ​ΑΓ  = ​  1 _ 3 ​ ΑΒ​     ή    ​​ ΑΓ _ ΑΒ ​  = ​  1 _ 3 ​​.

Ομοίως	  ​​ ΓΔ _ ΑΒ ​  = ​  1 _ 3 ​​     και     ​​ ΔΒ _ ΑΒ ​  = ​  1 _ 3 ​​.

Αν έχουμε ένα ευθύγραμμο τμήμα ​ΑΒ  =  α​ και πάρουμε στην ημιευθεία ΑΒ, ίσα διαδοχικά ευθύγραμμα τμή-
ματα ​ΒΓ  =  ΓΔ  =  ΔΕ  =  α​, τότε το τμήμα ΑΕ είναι  ΑΕ = 4α, δηλαδή:

		​  ΑΕ  =  4 ⋅ ΑΒ​     ή     ​​ ΑΕ _ ΑΒ ​  =  4​.		

Επομένως:

Ο λόγος ενός ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ προς το ευθύγραμμο τμήμα ΓΔ συμβολίζεται ​​ ΑΒ _ ΓΔ ​​ και είναι ο αριθ-

μός λ, για τον οποίο ισχύει  ​ΑΒ  =  λ ⋅ ΓΔ​. Άρα, 

Αν  ​ΑΒ  =  λ ⋅ ΓΔ​  τότε  ​​ ΑΒ _ ΓΔ ​  =  λ​.

Παράδειγμα:   Αν Μ μέσο του τμήματος ΑΒ, να βρείτε το λόγο ​​ ΑΜ _ ΑΒ ​​.

Λύση: Το Μ είναι μέσο του τμήματος ΑΒ, άρα ​ΑΜ  = ​  1 _ 2 ​ ΑΒ​, οπότε:  

​​ ΑM _ AB ​  = ​  1 _ 2 ​​.
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Γενικά:		

Ο λόγος δύο ευθυγράμμων τμημάτων είναι ίσος με το λόγο των μηκών τους, εφόσον έχουν 
μετρηθεί με την ίδια μονάδα μέτρησης.

Παράδειγμα: 	 Αν είναι ​ΑΒ  =  15cm​ και ​ΓΔ  =  3cm​, τότε:

	​​  ΑΒ _ ΓΔ ​  = ​  15cm _ 3cm ​  =  5​	 και	​​  ΓΔ _ ΑΒ ​  = ​  3cm _ 15cm ​  = ​  1 _ 5 ​​.

Ανάλογα ευθύγραμμα τμήματα
Αν πάρουμε τα ευθύγραμμα τμήματα  ​ΑΒ  =  2cm​, ​ΓΔ  =  3cm​ και τα ευθύγραμμα τμήματα ​​Α ′ ​​Β ′ ​  =  4cm​, ​​          
Γ ' ​​Δ ' ​  =  6cm​, τότε παρατηρούμε ότι:  

​​ ​Α ′ ​​Β ′ ​ _ ΑΒ ​  = ​  4cm _ 2cm ​  =  2​      και      ​​ ​Γ ′ ​​Δ ′ ​ _ ΓΔ ​  = ​  6cm _ 3cm ​  =  2​,

δηλαδή τα ​​Α ′ ​​Β ′ ​​, ​​Γ ′ ​​Δ ′ ​​ είναι διπλάσια των τμημάτων ΑΒ, ΓΔ αντίστοιχα. Τα τμήματα ​​Α ′ ​​Β ′ ​​, ​​Γ ′ ​​Δ ′ ​​ λέγονται ανάλογα 
προς τα τμήματα ΑΒ, ΓΔ.

Γενικά:

Τα ευθύγραμμα τμήματα α, γ είναι ανάλογα προς τα ευθύγραμμα τμήματα β, δ αν ισχύει:

​​ α _ β ​  = ​ 
γ
 _ δ ​​.

Η ισότητα ​​ α _ β ​  = ​ 
γ
 _ δ ​​ ονομάζεται αναλογία με όρους τα ευθύγραμμα τμήματα α, β, γ και δ. 

Τα α, δ λέγονται άκροι όροι ενώ τα β, γ μέσοι όροι.

Ιδιότητες αναλογιών
Αν  ​​ α _ β ​​=​​ 

γ
 _ δ ​​  τότε  ​αδ  =  βγ​. ​←​ Σε κάθε αναλογία τα «χιαστί γινόμενα» είναι ίσα, δηλαδή, το γινόμενο των άκρων 

όρων είναι ίσο με το γινόμενο των μέσων όρων.

Αν  ​​ α _ β ​ ​ = ​​​​ ↙        ​​ 
​​​            ↗​​

​​ ​ 
γ
 _ δ ​​  τότε  ​​ α _ γ ​  = ​ 

β
 _ δ ​​

και

Αν ​​ α _ β ​ ​  = ​​​​            ↘  ​​ 
​​​ ↖          ​​ ​​ ​ 

γ
 _ δ ​​  τότε  ​​ δ _ β ​  = ​ 

γ
 _ α ​​.

​←​ Αν εναλλάξουμε τους μέσους ή τους άκρους όρους, προκύπτει πάλι αναλογία. 

Αν ​​ α _ β ​  = ​ 
γ
 _ δ ​​  τότε  ​​ α _ β ​  = ​ 

γ
 _ δ ​  = ​ 

α + γ
 _ β + δ ​​. ​←​ Αν δύο λόγοι είναι ίσοι τότε είναι ίσοι και με τον λόγο που έχει αριθμητή το 

άθροισμα των αριθμητών και παρονομαστή το άθροισμα των παρονομαστών.
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1. Να βρείτε τον λόγο της πλευράς ενός τετραγώνου προς τη διαγώνιό του.	

Λύση:	
Έστω τετράγωνο ΑΒΓΔ με πλευρά ΑΒ = α. 

Από το πυθαγόρειο θεώρημα στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ, είναι:

​Α ​Γ​​ 2​  =  Α ​Β​​ 2​ + Α ​Γ​​ 2​​  ή  ​​δ​​ 2​  = ​ α​​ 2​ + ​α​​ 2​​  ή  ​​δ​​ 2​  =  2α2​  ή  ​δ  = ​ √ 
_

 2 ​ α​.

Άρα:  ​​ ΑΒ _ ΑΓ ​  = ​  α _ δ ​  = ​   α _ 
​√ 
_

 2 ​ α
 ​  = ​  1 _ 

​√ 
_

 2 ​
 ​​   ή   ​​ α _ δ ​  = ​  ​√ 

_
 2 ​ _ 2 ​​. 

		
 

2. Σε τρίγωνο ΑΒΓ, από το μέσο Δ της πλευράς ΑΒ φέρνουμε ΔΕ//ΒΓ 
που τέμνει την ΑΓ στο Ε και από το Ε φέρνουμε ΕΖ//ΑΒ που τέμνει 
την ΒΓ στο Ζ. 

Να αποδείξετε ότι:	

α) Το Ε είναι το μέσο της πλευράς ΑΓ και το Ζ είναι το μέσο της 
πλευράς ΒΓ.

β) ​ΔΕ  = ​  1 _ 2 ​ ⋅ ΒΓ​.

Λύση:		
α)  Στο τρίγωνο ΑΒΓ το Δ είναι μέσο της πλευράς ΑΒ και η ΔΕ είναι παράλληλη στην ΒΓ, άρα το Ε είναι 
το μέσο της πλευράς ΑΓ.

Ομοίως το Ε είναι μέσο της πλευράς ΑΓ και ΕΖ//ΑΒ, άρα το Ζ είναι μέσο της ΒΓ.

β)  Είναι ΔΕ//ΒΖ και ΔΒ//ΕΖ, άρα το τετράπλευρο ΔΕΖΒ είναι παραλληλόγραμμο, συνεπώς ​
ΔΕ  =  ΒΖ  = ​  1 _ 2 ​ ⋅ ΒΓ​.

Δείξαμε λοιπόν, ότι:

Το ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει τα μέσα δύο πλευρών ενός τριγώνου, είναι: 

•	 παράλληλο προς την τρίτη πλευρά του.

•	 ίσο με το μισό της τρίτης πλευράς του. 
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3. Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ​​(​Α  ̂​  = ​ 90​​ ο​)​​ φέρνουμε τη διάμεσο ΑΔ. Από το 
σημείο Δ φέρνουμε ΔΕ//ΑΓ. Να αποδείξετε ότι:

α) Το Ε είναι το μέσο της πλευράς ΑΒ.

β) ​ΑΔ  = ​  1 _ 2 ​ ⋅ ΒΓ​.

Λύση:

α)  Στο τρίγωνο ΑΒΓ το Δ είναι μέσο της ΒΓ και ΔΕ//ΑΓ, άρα το Ε είναι το μέσο της πλευράς ΑΒ.

β) Γενικά ισχύει ότι οι παράλληλες ευθείες είναι κάθετες στην ίδια ευθεία. Στο σχήμα είναι ΔΕ//ΑΓ και 
ΑΓ​⊥​ΑΒ, άρα θα είναι ΔΕ​⊥​ΑΒ.

Η ΕΔ είναι μεσοκάθετος του τμήματος ΑΒ, άρα σύμφωνα με την ιδιότητα της μεσοκαθέτου, κάθε ση-
μείο της ισαπέχει από τα άκρα του τμήματος, οπότε:  ​ΑΔ  =  ΔΒ  = ​  1 _ 2 ​ ⋅ ΒΓ​.

Δείξαμε, λοιπόν, ότι: 

Η διάμεσος που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα ορθογωνίου τριγώνου, είναι ίση με το μισό της 
υποτείνουσας.

 

	Χαρακτήρισε ως Σωστές ή Λάθος τις προτάσεις που ακολουθούν βάζοντας ένα x στην κατάλ-
ληλη θέση.

Σωστό Λάθος

α) Αν ​​ ΑΒ _ ΓΔ ​  =  2​ τότε το ΓΔ έχει διπλάσιο μήκος από το ΑΒ. 

β) Αν ​​ ΑΒ _ ΓΔ ​  =  2​ τότε το ΑΒ έχει διπλάσιο μήκος από το ΓΔ. 

γ) Αν ​​ ΚΛ _ ΖΝ ​  = ​  3 _ 2 ​​ τότε ​ΚΛ  =  3​ και ​ΖΝ  =  2​.

δ) Αν Μ μέσο του ΑΒ τότε ​​ ΑΜ _ ΑΒ ​  = ​  1 _ 2 ​​.

ε) Ο λόγος των πλευρών ενός ρόμβου είναι 1.

στ) Ο λόγος των πλευρών ενός παραλληλογράμμου είναι 1.

1

Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα
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	Παρατήρησε το παρακάτω σχήμα και βρες τους λόγους των ευθύγραμμων τμημάτων:

	 α) ​​ ΑΒ _ ΒΓ ​  = ​  . .  . . _ . .  . . ​​, 	 β) ​​ ΑΒ _ ΑΓ ​  = ​  . .  . . _ . .  . . ​​, 	 γ) ​​ ΒΓ _ ΓΔ ​  = ​  . .  . . _ . .  . . ​​,	 δ) ​​ ΒΓ _ ΒΔ ​  = ​  . .  . . _ . .  . . ​​, 	 ε) ​​ ΑΒ _ ΑΔ ​  = ​  . .  . . _ . .  . . ​​.

2

  Παρατήρησε το παρακάτω σχήμα και συμπλήρωσε τα κενά, αν γνωρίζεις ότι ​ΑΒ=ΒΓ=ΓΔ=ΔΕ​:

	 α) ​ΑΓ  =  . .  .  . ΑΒ​  άρα  ​​ ΑΓ _ ΑΒ ​  = ​  . .  . . _ . .  . . ​​  και  ​​ ΑΒ _ ΑΓ ​  = ​  . .  . . _ . .  . . ​​.           

	 β) ​ΑΕ  =  . .  .  . ΒΓ​  άρα  ​​ ΑΕ _ ΒΓ ​  = ​  . .  . . _ . .  . . ​​  και  ​​ ΒΓ _ ΑΕ ​  = ​  . .  . . _ . .  . . ​​.          

	 γ) ​​ ΒΔ _ ΒΕ ​  = ​  . .  . . _ . .  . . ​​.	 δ) ​​ ΑΔ _ ΒΕ ​  = ​  . .  . . _ . .  . . ​​.          

3

  Βρες τους αριθμούς x και y του παρακάτω σχήματος αν γνωρίζεις ότι ΑΕ//ΒΖ//ΓΗ//ΔΘ. 4

Σε τραπέζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ//ΓΔ) παίρνουμε το μέσο Μ της 
πλευράς ΑΔ και φέρνουμε ευθεία ΜΝ παράλληλη προς τις 
βάσεις του. 

Δείξε ότι το Ν είναι μέσο της ΒΓ.

5

  Δύο ευθύγραμμα τμήματα έχουν λόγο ​λ  = ​  1 _ 3 ​​. Διάλεξε τα ζευγάρια των αριθμών που μπορούν 
να αντιπροσωπεύουν τα μήκη των τμημάτων αυτών:

	 α) 1 και 3	 β) 3 και 6	 γ) 1,5 και 4,5	 δ) 9 και 3	 ε) 3 και 10

6
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 α) Υπολόγισε τον λόγο της ακτίνας ενός κύκλου,

	     i. προς την διάμετρο του  και      ii. προς το μήκος του.

	 β) Υπολόγισε τον λόγο της πλευράς ενός τετραγώνου: 

	      i. προς την περίμετρό του  και      ii. προς τη διάμετρό του.

	 γ) Υπολόγισε τον λόγο της πλευράς ενός ισόπλευρου τριγώνου: 

         i. προς την περίμετρό του  και      ii. προς το ύψος του.

7

Βρες τους λόγους των πλευρών του τριγώνου ΑΒΓ:

    α) ​​ ΑΒ _ ΑΓ ​​,          β) ​​ ΑΒ _ ΒΓ ​​,          γ) ​​ ΒΓ _ ΑΓ ​​.

8

  Διαίρεσε το μήκος ​ΑΒ  =  7cm​ σε 3 ίσα μέρη με τη βοήθεια του κανόνα και του διαβήτη.9
  Αν γνωρίζεις ότι τα Κ και Λ είναι μέσα των πλευρών ΑΒ και ΑΓ του τρι-
γώνου, υπολόγισε το x.

(Υπόδειξη: Δες το 2ο λυμένο παράδειγμα)

10

Στο παρακάτω σχήμα, υπολόγισε την υποτείνουσα ΒΓ και στη συνέχεια βρες το μήκος της δια-
μέσου ΑΜ.

(Υπόδειξη: Δες το 3ο λυμένο παράδειγμα)

11

Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα
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 Σε τρίγωνο ΑΒΓ τα Κ, Λ, Μ είναι τα μέσα των πλευρών του ΑΒ, ΒΓ και ΑΓ. Υπολόγισε τον λόγο 
της περιμέτρου του τριγώνου ΚΛΜ προς τη περίμετρο του τριγώνου ΑΒΓ.

12

 Για δύο πόλεις Α και Β γνωρίζουμε ότι έχουν πληθυσμό 3.000 και 12.000 κατοίκους αντίστοιχα 
και πως η μεταξύ τους απόσταση είναι 84 Km. Σε ποιο σημείο πρέπει να κατασκευαστεί ένα ερ-
γοστάσιο ώστε να απέχει από κάθε πόλη απόσταση ανάλογη του πληθυσμού της;

13

Ιστορική αναδρομή

Η Χρυσή Τομή, γνωστή και ως «φ» ή 1,618, είναι ένας μαθη-
ματικός λόγος που έχει εντοπιστεί στην τέχνη, την αρχιτεκτονι-
κή και τη φύση από την αρχαιότητα. Οι αρχαίοι Έλληνες, όπως 
ο Πυθαγόρας και ο Ευκλείδης, μελέτησαν τη Χρυσή τομή για τις 
αρμονικές της ιδιότητες, ιδιαίτερα στα γεωμετρικά σχήματα. Το 
σχήμα που προκύπτει όταν ένα ευθύγραμμο τμήμα χωρίζεται σε 
δύο μέρη, έτσι ώστε το λόγος του συνόλου προς το μεγαλύτερο 
να είναι ίσος με το λόγο του μεγαλύτερου προς το μικρότερο, εί-
ναι η βασική ιδέα της Χρυσής τομής.

Στην Αναγέννηση, η Χρυσή τομή αναζωπυρώθηκε από καλλι-
τέχνες και επιστήμονες όπως ο Leonardo da Vinci, ο οποίος 
την ονόμασε «θεία αναλογία» και την ενσωμάτωσε σε έργα του 
όπως ο Άνθρωπος του Βιτρούβιου. 

Στα μαθηματικά, η Χρυσή τομή εμφανίζεται και στη σειρά 
Fibonacci, καθώς ο λόγος διαδοχικών όρων της σειράς πλησι-
άζει τον αριθμό φ. Σήμερα, η Χρυσή τομή συνεχίζει να γοητεύ-
ει μαθηματικούς, καλλιτέχνες και αρχιτέκτονες για τη συμμετρία 
και την αισθητική της ομορφιά.

Μελετώ

το συγκεκριμένο θέμα

	
Η χρυσή τομή

Εξαιρετικά παραδείγματα ακολουθίας 
Fibonacci στην Αρχιτεκτονική. Πάνω: 
Ταζ Μαχάλ (Ινδία) - Κάτω: Παρθενώ-

νας (Ελλάδα)
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Ανακεφαλαίωση (Μήκος)
Αν παράλληλες ευθείες ορίζουν ίσα τμήματα σε μια ευθεία, τότε θα ορίζουν ίσα τμήματα και σε οποιαδήπο-
τε άλλη ευθεία που τις τέμνει.

Αν από το μέσο μιας πλευράς ενός τριγώνου φέρουμε ευθεία παράλληλη προς μία άλλη πλευρά του τότε 
αυτή διέρχεται από το μέσο της τρίτης πλευράς του.

Ο λόγος δύο ευθυγράμμων τμημάτων είναι ίσος με το λόγο των μηκών τους, εφόσον έχουν μετρηθεί με την 

ίδια μονάδα μέτρησης

Τα ευθύγραμμα τμήματα α, γ είναι ανάλογα προς τα ευθύγραμμα τμήματα β, δ αν ισχύει:

​​ α _ β ​  = ​ 
γ
 _ δ ​​ .

Ιδιότητες αναλογιών

•	 Αν  ​​ α _ β ​​=​​ 
γ
 _ δ ​​  τότε  ​αδ  =  βγ​.

​←​ Σε κάθε αναλογία τα «χιαστί» γινόμενα είναι ίσα, δηλαδή, το 
γινόμενο των άκρων όρων είναι ίσο με το γινόμενο των μέσων 
όρων.

•	 Αν  ​​ α _ β ​ ​ = ​​​​ ↙        ​​ 
​​​            ↗​​

​​ ​ 
γ
 _ δ ​​  τότε  ​​ α _ γ ​  = ​ 

β
 _ δ ​​

και

•	 Αν ​​ α _ β ​ ​ = ​​​​            ↘  ​​ 
​​​ ↖          ​​ ​​ ​ 

γ
 _ δ ​​  τότε  ​​ δ _ β ​  = ​ 

γ
 _ α ​​.

​←​ Αν εναλλάξουμε τους μέσους ή τους άκρους όρους, προκύπτει 
πάλι αναλογία.

•	 Αν ​​ α _ β ​  = ​ 
γ
 _ δ ​​  τότε  ​​ α _ β ​  = ​ 

γ
 _ δ ​  = ​ 

α + γ
 _ β + δ ​​.

​←​ Αν δύο λόγοι είναι ίσοι τότε είναι ίσοι και με τον λόγο που 
έχει αριθμητή το άθροισμα των αριθμητών και παρονομαστή το 
άθροισμα των παρονομαστών.

Χρήσιμα Συμπεράσματα:
Το ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει τα μέσα δύο πλευρών ενός τριγώνου, είναι: 

•	 παράλληλο προς την τρίτη πλευρά του και 

•	 ίσο με το μισό της τρίτης πλευράς του.

Η διάμεσος που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα ορθογωνίου τριγώνου, είναι ίση με το μισό της υποτείνουσας.

Αυτοαξιολόγηση (Μήκος)
1.  Για τις τρεις πλευρές α, β, γ ενός τριγώνου γνωρίζουμε ότι ισχύει η αναλογία ​​ α _ 4 ​  = ​ 

β
 _ 2 ​  = ​ 

γ
 _ 3 ​​. Επιπλέον γνω-

ρίζουμε ότι η περίμετρος του τριγώνου είναι 30cm. Βρες τις πλευρές του τριγώνου.

2. Αξιοποιώντας τις ιδιότητες των αναλογιών διαίρεσε ένα ευθύγραμμο τμήμα με μήκος μ σε δύο τμήματα κ, 
λ που έχουν λόγο ​​ 1 _ 4 ​​.

•	

•	

•	

•	

Αντιλαμβάνομαι

με προσομοίωση

Αντιλαμβάνομαι

με προσομοίωση

   Σε αυτό το σημείο, θα πρέπει να είσαι σε θέση να ικανοποιείς όλους τους προσδοκώμενους μαθησιακούς στόχους. Γύρνα στην αρχή 
της θεματικής ενότητας και σημείωσε       στα αντίστοιχα σημεία. Υπάρχουν στόχοι που αισθάνεσαι ότι δεν έχεις ικανοποιήσει πλήρως; 
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•	



  �Καθορίζω τα χαρακτηριστικά στοιχεία του 
μετασχηματισμού της μονοθεσίας.

  �Αναγνωρίζω τη σχέση περιμέτρου και εμ-
βαδού δύο ομοιόθετων σχημάτων αξιο-
ποιώντας ψηφιακά εργαλεία ή τετραγωνι-
σμένο χαρτί.

  �Διαπιστώνω και περιγράφω μεγεθύνσεις 
και σμικρύνσεις μέσω της ομοιοθεσίας 
χρησιμοποιώντας μια ποικιλία εργαλείων.

  �Αξιοποιώ την ομοιότητα τριγώνων στη μο-
ντελοποίηση πραγματικών καταστάσεων.

  �Διερευνώ και εντοπίζω τις ιδιότητες και τα 
χαρακτηριστικά των ομοιόθετων σχημά-
των.

  �Αξιοποιώ τις ιδιότητες της ομοιοθεσίας ως 
προς κέντρο και λόγο ομοιοθεσίας στον 
σχεδιασμό σχημάτων και στην αιτιολόγη-
ση των ιδιοτήτων τους.

  �Σχεδιάζω ομοιόθετα και όμοια σχήματα 
χρησιμοποιώντας μια ποικιλία υλικών, ερ-
γαλείων και στρατηγικών.

4.1: Ομοιοθεσία

4.2: Ομοιότητα, όμοια σχήματα

4.3: Όμοια τρίγωνα

+ Ανακεφαλαίωση / Αυτοαξιολόγηση

     ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ Β.4

Στην ενότητα αυτή θα μελετήσουμε τους μετασχηματισμούς, όπως η ομοιότητα, η ομοιοθε-
σία και οι ιδιότητες ομοίων σχημάτων. Θα μάθουμε να αναγνωρίζουμε τη σχέση μεταξύ σχη-
μάτων με ίδια μορφή αλλά διαφορετικό μέγεθος, να εφαρμόζουμε τις ιδιότητες ομοιότητας 
σε πραγματικά προβλήματα και να αξιοποιούμε ψηφιακά εργαλεία για τον σχεδιασμό γεω-
μετρικών σχημάτων. 
Πώς σχετίζονται οι μετασχηματισμοί με την αρχιτεκτονική, τον σχεδιασμό αντικειμένων ή τη 
χαρτογραφία; 

Είσαι έτοιμος/η να εξερευνήσεις τον κόσμο των γεωμετρικών μετασχηματισμών;
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Παρατήρησε τα παρακάτω σχήματα. Τι παρατηρείς για τις πλευρές και τις γωνί-
ες τους; Πώς θα περιέγραφες το σχήμα ΑΒΓΔ σε σχέση με το ΕΖΗΘ;

 

Έχουμε μελετήσει τους μετασχηματισμούς μεταφοράς, στροφής καθώς 
και τη συμμετρία των γεωμετρικών σχημάτων. 

Οι μετασχηματισμοί αυτοί λέγονται ισομετρίες καθώς δεν αλλοιώνουν τις 
διαστάσεις και τα χαρακτηριστικά των σχημάτων στα οποία εφαρμόζονται, 
με το τελικό σχήμα να παραμένει ίσο με το αρχικό. 

Υπάρχουν όμως και μετασχηματισμοί οι οποίοι αλλάζουν τις διαστάσεις 
των σχημάτων στα οποία εφαρμόζονται και προκαλούν μεγέθυνση ή 
σμίκρυνση σε αυτά. Ένας τέτοιος μετασχηματισμός είναι η ομοιοθεσία. 

Το ομοιόθετο σημείου

Αν έχουμε δύο σημεία Α και Ο, τότε το ομοιόθετο του σημείου Α ως προς κέντρο Ο και λόγο 
λ είναι ένα σημείο ​​Α ′ ​​ στην ημιευθεία ΟΑ τέτοιο ώστε:

​Ο​Α ′ ​  =  λ ⋅ ΟΑ​

4.1 |  Ομοιοθεσία
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Η διαδικασία με την οποία βρίσκουμε το ομοιόθετο ενός σημείου με κέντρο Ο και λόγο λ ονομάζεται ομοιο-
θεσία.

•	 Το Ο λέγεται κέντρο ομοιοθεσίας.
•	 Ο αριθμός λ λέγεται λόγος ομοιοθεσίας.

Παρατήρηση:  Το κέντρο ομοιοθεσίας Ο έχει ομοιόθετο τον εαυτό του.

Παράδειγμα:   Να βρεθεί το ομοιόθετο του σημείου Α, ως προς το σημείο Ο, 
με λόγο ομοιοθεσίας:   

α) ​λ  =  2​      και      β) ​λ  = ​  1 _ 2 ​​.

Λύση:

α)  Το ομοιόθετο του σημείου Α με κέντρο Ο και λόγο ​λ  =  2​, είναι το 
σημείο ​​A ′ ​​ της ημιευθείας ΟΑ, για το οποίο ισχύει:    ​Ο​Α ′ ​  =  2 ⋅ ΟΑ​.

β) Το ομοιόθετο του σημείου Α με κέντρο Ο και λόγο ​λ  = ​  1 _ 2 ​​, είναι το 

σημείο ​​A ″ ​​ της ημιευθείας ΟΑ, για το οποίο ισχύει:    ​Ο​Α ″ ​  = ​  1 _ 2 ​ ⋅ ΟΑ​.

Το ομοιόθετο ευθυγράμμου τμήματος
Το ομοιόθετο ενός ευθυγράμμου τμήματος ΑΒ ως προς ένα κέντρο Ο και λόγο λ είναι το 
ευθύγραμμο τμήμα ​​A ′ ​​B ′ ​​ με άκρα τα ομοιόθετα ​​A ′ ​​ και ​​B ′ ​​ των σημείων Α και Β ως προς το κέ-
ντρο Ο.

Παράδειγμα:  Να βρεθεί το ομοιόθετο του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ, 
ως προς το σημείο Ο, με λόγο ομοιοθεσίας:  	 			 
	

α) ​λ  =  2​      και      β) ​λ  = ​  1 _ 2 ​​.

Λύση: 
α)  Παίρνουμε  ​Ο​Α ′ ​  =  2 ⋅ ΟΑ​  και  ​Ο​Β ′ ​  =  2 ⋅ ΟΒ​  στις ημιευθείες ΟΑ και ΟΒ 
αντίστοιχα.

Παρατήρηση:  
Αν συγκρίνουμε τα ομοιόθετα τμήματα ​​A ′ ​​B ′ ​​ και ΑΒ, διαπιστώνουμε ότι: 	

​​Α ′ ​​Β ′ ​  =  2 ⋅ ΑΒ​  ή  ​​ ​Α ′ ​​Β ′ ​ _ ΑΒ ​  =  2​.

Δηλαδή το ​​Α ′ ​​Β ′ ​​ έχει διπλάσιο μήκος από το ΑΒ.

β)  Παίρνουμε  ​Ο​Α ″ ​  = ​  1 _ 2 ​ ⋅ ΟΑ​  και  ​Ο​Β ″ ​  = ​  1 _ 2 ​ ⋅ ΟΒ​  στις ημιευθείες ΟΑ και ΟΒ 
αντίστοιχα.

Παρατήρηση:  
Αν συγκρίνουμε τα ομοιόθετα τμήματα ​​A ″ ​​B ″ ​​ και ΑΒ, διαπιστώνουμε ότι: 	

​
​Α ″ ​​Β ″ ​  = ​  1 _ 2 ​ ⋅ ΑΒ​  ή  ​​ ​Α ″ ​​Β ″ ​ _ ΑΒ ​  = ​  1 _ 2 ​​.

Δηλαδή το ​​Α  ''Β '' ​​ έχει το μισό μήκος από το ΑΒ.
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Ισχύει ότι:

Τα ομοιόθετα ευθύγραμμα τμήματα, που δε βρίσκονται στην ίδια ευθεία, είναι παράλληλα.

Το ομοιόθετο γωνίας
Το ομοιόθετο μιας γωνίας ​x​A ̂ ​y​, με κέντρο Ο και λόγο έναν θετικό αριθμό λ, είναι η γωνία ​​x ′ ​​​A ′ ​ ̂ ​​y ′ ​​ που έχει:

•	 Κορυφή το ομοιόθετο ​​Α ′ ​​ του σημείου Α, ως προς κέντρο Ο 
και λόγο λ.

•	 Πλευρές τις ημιευθείες ​​A ′ ​​x ′ ​​ και ​​A ′ ​​y ′ ​​, για να προσδιορίσου-
με τις οποίες επιλέγουμε δύο σημεία Β και Γ στις πλευρές 
Αx και Ay αντίστοιχα και παίρνουμε τα ομοιόθετα ​​Β ′ ​​ και ​​Γ ′ ​​ 
αυτών των σημείων, ως προς κέντρο Ο και λόγο λ. Τότε:

•	 η πλευρά ​​A ′ ​​x ′ ​​ διέρχεται 
από το ομοιόθετο ​​Β ′ ​​ 

•	 η πλευρά ​​A ′ ​​y ′ ​​ διέρχεται 
από το ​​Γ ′ ​​.

Ισχύει ότι:

Οι ομοιόθετες γωνίες είναι ίσες.

Το ομοιόθετο πολυγώνου

Το ομοιόθετο ενός πολυγώνου Π, ως προς κέντρο Ο και λόγο έναν θετικό αριθμό λ, είναι το 
πολύγωνο ​​Π ′ ​​ με κορυφές τα ομοιόθετα των κορυφών του Π, ως προς κέντρο Ο και λόγο λ.

Παράδειγμα:   Να βρεθεί το ομοιόθετο του τετραπλεύρου ΑΒΓΔ, ως 
προς το  σημείο Ο, με λόγο ομοιοθεσίας:		 			 
	

α) ​λ  =  2​      και      β) ​λ  = ​  1 _ 2 ​​.

Λύση:	

α) Τα ομοιόθετα των κορυφών του πολυγώνου ΑΒΓΔ με κέντρο Ο και 
λόγο ​λ  =  2​, σχηματίζουν το τετράπλευρο ​​Α ′ ​​Β ′ ​​Γ ′ ​​Δ ′ ​​ που είναι το ομοιόθετο 
του ΑΒΓΔ με λόγο ​λ  =  2​.

Παρατήρηση:  
Είναι:	

​​ ​Α ′ ​​Β ′ ​ _ ΑΒ ​  = ​  ​Β ′ ​​Γ ′ ​ _ ΒΓ ​  = ​  ​Γ ′ ​​Δ ′ ​ _ ΓΔ ​  = ​  ​Δ ′ ​​Α ′ ​ _ ΔΑ ​  =  2​  και

​​​Α ′ ​ ̂ ​  = ​ Α ̂ ​ ,   ​​Β ′ ​ ̂ ​  = ​ Β ̂ ​ ,   ​​Γ ′ ​ ̂ ​  = ​ Γ ̂ ​​ και ​​​Δ ′ ​ ̂ ​  = ​ Δ ̂ ​​ .

Προκύπτει ότι το τετράπλευρο Α’Β’Γ’Δ’, που είναι ομοιόθετο του ΑΒΓΔ με λόγο ​λ  =  2​, είναι μεγέθυνσημεγέθυνση του 
ΑΒΓΔ.
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β) Τα ομοιόθετα των κορυφών του πολυγώνου ΑΒΓΔ με κέντρο Ο και λόγο ​

λ  = ​  1 _ 2 ​​, σχηματίζουν το τετράπλευρο ​​Α ″ ​​Β ″ ​​Γ ″ ​​Δ ″ ​​ που είναι το ομοιόθετο του 

ΑΒΓΔ με λόγο ​λ  = ​  1 _ 2 ​​.

Παρατήρηση:  

​​ ​Α ″ ​​Β ″ ​ _ ΑΒ ​  = ​  ​Β ″ ​​Γ ″ ​ _ ΒΓ ​  = ​  ​Γ ″ ​​Δ ″ ​ _ ΓΔ ​  = ​  ​Δ ″ ​​Α ″ ​ _ ΔΑ ​  = ​  1 _ 2 ​​  και

​​​Α ″ ​ ̂ ​  = ​ Α ̂ ​ ,   ​​Β ″ ​ ̂ ​  = ​ Β ̂ ​ ,   ​​Γ ″ ​ ̂ ​  = ​ Γ ̂ ​​ και ​​​Δ ″ ​ ̂ ​  = ​ Δ ̂ ​​ .

Προκύπτει ότι το τετράπλευρο ​​Α ″ ​​Β ″ ​​Γ ″ ​​Δ ″ ​​, που είναι ομοιόθετο του ΑΒΓΔ με λόγο ​λ  = ​  1 _ 2 ​​, είναι σμίκρυνση του 
ΑΒΓΔ.

Γενικά:

Για δύο ομοιόθετα πολύγωνα  Π  και  ​​Π ′ ​​  με λόγο ομοιοθεσίας λ, ισχύουν τα εξής:

•	 Έχουν τις πλευρές τους ανάλογες.

•	 Έχουν τις αντίστοιχες γωνίες τους ίσες.

•	 Οι αντίστοιχες πλευρές τους που δε βρίσκονται στην ίδια ευθεία είναι παράλληλες.

Επίσης,

•	 Αν  ​λ  >  1​,  τότε το ​​Π ′ ​​ είναι μεγέθυνση του Π.

•	 Αν  ​0  <  λ  <  1​,  τότε το ​​Π ′ ​​ είναι σμίκρυνση του Π.

•	 Αν  ​λ  =  1​,  τότε το ​​Π ′ ​​ είναι ίσο με το Π.

Το ομοιόθετο κύκλου
Το ομοιόθετο ενός κύκλου ​​(Κ, ρ)​​, ως προς κέντρο ομοιοθεσίας Ο με λόγο λ, είναι ένας κύκλος που έχει:

•	 Κέντρο το ομοιόθετο ​​Κ ′ ​​ του σημείου Κ, ως προς κέντρο ομοιοθεσίας Ο και λόγο λ.

•	 Ακτίνα ​​ρ ′ ​​ η οποία προσδιορίζεται ως εξής:  
Επιλέγουμε ένα σημείο Α του κύκλου ​​(Κ, ρ)​​ και παίρνουμε το ομοιόθετό του ​​Α ′ ​​, ως προς κέντρο Ο 
με λόγο λ.  
Τότε ​​ρ ′ ​  = ​ Κ ′ ​​Α ′ ​​.

Παρατήρηση: 
Αν ο κύκλος ​​(​Κ ′ ​,​ρ ′ ​)​​ είναι ομοιόθετος του κύκλου ​​(Κ, ρ)​​, με κέντρο ομοιοθεσίας Ο και λόγο λ, τότε για τις ακτί-
νες ισχύει ότι:

 ​​ρ ′ ​  =  λ ⋅ ρ​ 
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1. Να προσδιορίσετε τις συντεταγμένες του κέντρου ομοιοθεσίας και τον λόγο λ. 

Λύση:
•	 Το κέντρο ομοιοθεσίας Ο είναι το σημείο τομής των ευθειών ​Α​Α ′ ​​, ​Β​Β ′ ​​ και ​Γ​Γ ′ ​​, δηλαδή το ση-

μείο ​Ο​(2, 2)​​.

•	 Ο λόγος ομοιοθεσίας είναι: ​λ  = ​  Ο​Α ′ ​ _ ΟΑ ​  = ​  6 _ 3 ​  =  2​.	

 

2. Να σχεδιάσετε το ομοιόθετο τετραγώνου ΑΒΓΔ πλευράς 2cm, με κέντρο ένα εσωτερικό του σημείο 
Ο του τετραγώνου και λόγο ​λ  =  3​. Τι σχήμα είναι το ​​Α ′ ​​Β ′ ​​Γ ′ ​​Δ ′ ​​;

Λύση:

Στις ημιευθείες ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ και ΟΔ παίρνουμε 
αντίστοιχα τα τμήματα: ​Ο​Α ′ ​  =  3 ⋅ ΟΑ​, ​Ο​Β ′ ​  =  3 ⋅ ΟΒ​, ​
Ο​Γ ′ ​  =  3 ⋅ ΟΓ​ και ​Ο​Δ ′ ​  =  3 ⋅ ΟΔ​.

Το τετράπλευρο ​​Α ′ ​​Β ′ ​​Γ ′ ​​Δ ′ ​​  είναι ομοιόθετο του ΑΒΓΔ με 
κέντρο Ο και λόγο ​λ  =  3​, οπότε:

​​ ​Α ′ ​​Β ′ ​ _ ΑΒ ​  = ​  ​Β ′ ​​Γ ′ ​ _ ΒΓ ​  = ​  ​Γ ′ ​​Δ ′ ​ _ ΓΔ ​  = ​  ​Δ ′ ​​Α ′ ​ _ ΔΑ ​  =  3​

Άρα ​​Α ′ ​​Β ′ ​  =  3 ⋅ ΑΒ  =  3 ⋅ 2  =  6cm​. Ομοίως 
βρίσκουμε:

​​Β ′ ​​Γ ′ ​  = ​ Γ ′ ​​Δ ′ ​  = ​ Δ ′ ​​Α ′ ​  =  6cm​

Άρα το τετράπλευρο ​​A ′ ​​B ′ ​​Γ ′ ​​Δ ′ ​​ έχει όλες τις πλευρές του ίσες και επειδή τα ομοιόθετα σχήματα έχουν τις 
αντίστοιχες γωνίες του ίσες, θα έχει όλες τις γωνίες του ορθές. 

Επομένως το τετράπλευρο ​​A ′ ​​B ′ ​​Γ ′ ​​Δ ′ ​​ είναι τετράγωνο.

                      	 Γενικά:

Το ομοιόθετο ενός τετραγώνου είναι τετράγωνο.

 

Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα
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	Χωρίζουμε το ευθύγραμμο τμήμα ΚΖ σε 6 ίσα τμήματα. Συμπλήρωσε τα παρακάτω κενά.

Στην ομοιοθεσία με κέντρο το σημείο Κ και λόγο:

α) ​λ  =  2​, το ομοιόθετο του Α είναι το …..

β) ​λ  =  2​,  το ομοιόθετο του Β είναι το ….

γ) ​λ  = ​  1 _ 2 ​​,  το ομοιόθετο του Ζ είναι το ….

δ) ​λ  = ​  4 _ 5 ​​,  το ομοιόθετο του Ε είναι το ….

Ζ

1

	Σε ποια από τις παρακάτω περιπτώσεις έχει σχεδιαστεί το ομοιόθετο του ΑΒΓΔ με λόγο ​λ  =  2​ 
και κέντρο ομοιοθεσίας το σημείο Α;

      α)      β)     γ)

2

  Επίλεξε τη σωστή απάντηση.

Το ορθογώνιο ΚΛΜΝ είναι ομοιόθετο του ΑΒΓΔ:

α) με κέντρο ομοιοθεσίας την αρχή των αξόνων και λόγο ​
λ  =  2​. 

β) με κέντρο ομοιοθεσίας το σημείο ​​(1, 1)​​ και λόγο ​λ  =  2​. 

γ) με κέντρο ομοιοθεσίας το σημείο ​​(1, 1)​​ και λόγο ​λ  = ​  1 _ 2 ​​. 

3
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  Στο παρακάτω σχήμα έχουμε σχεδιάσει τα ομοιόθετα τρίγωνα Β, Γ και Δ του τριγώνου Α. Συ-
μπλήρωσε τον πίνακα:  

Αρχικό 
τρίγωνο

Τελικό 
τρίγωνο

Κέντρο 
ομοιοθεσίας

Λόγος 
ομοιοθεσίας

Α Β Ο
Α Γ Κ
Α Δ Λ

4

 Στο τρίγωνο ΑΒΓ , τα Μ, Ν, Ξ είναι τα μέσα των πλευρών ΑΒ, ΑΓ και ΒΓ, όπως φαίνεται στο πα-
ρακάτω σχήμα. Συμπλήρωσε τα κενά στις παρακάτω προτάσεις:

	 α) Το ευθύγραμμο τμήμα ΒΓ είναι το ομοιόθετο του ΜΝ με κέντρο ομοιοθεσίας Α και λόγο λ = ……

	 β) Το ευθύγραμμο τμήμα ΝΞ είναι το ομοιόθετο του ΑΒ με κέντρο ομοιοθεσίας Γ και λόγο λ = ……

	 γ) Το ευθύγραμμο τμήμα …… είναι το ομοιόθετο του ΜΞ με κέντρο ομοιοθεσίας … και λόγο ​		
	 λ  =  2​.

5

  Στο παρακάτω σχήμα τα σημεία ​​Α ′ ​​ και ​​Γ ′ ​​ είναι ομοιόθετα των κορυφών Α και Γ αντίστοιχα, ως 
προς κέντρο Κ με λόγο ομοιοθεσίας λ.

α) Βρες το κέντρο Κ της ομοιοθεσίας.

β) Βρες τον λόγο λ της ομοιοθεσίας.

γ) Κατασκεύασε το ομοιόθετο ​​Α ′ ​​Β ′ ​​Γ ′ ​​ του τριγώνου ΑΒΓ, ως 
προς κέντρο Κ με λόγο λ. 

6
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 Βρες το ομοιόθετο ενός ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ, ​​(​Α ̂ ​  = ​ 90​​ ο​)​​, με κέντρο ομοιοθεσίας την κο-
ρυφή Α και λόγο ​λ  =  3​. 

7

 Βρες το ομοιόθετο ενός κύκλου ​​(Ο, ρ)​​ με κέντρο ομοιοθεσίας το κέντρο του κύκλου Ο και λόγο ​

λ  = ​  1 _ 2 ​​. Σύγκρινε το μήκος του κύκλου ​​(Ο, ρ)​​ με το μήκος του ομοιόθετου κύκλου ​​(Ο,​ρ ′ ​)​​.
8

  Σε τρίγωνο ΑΒΓ παίρνουμε σημεία Δ και Ε, τέτοια ώστε ​ΑΔ  = ​  1 _ 3 ​ ΑΒ​ και ​ΑΕ  = ​  1 _ 3 ​ ΑΓ​. 

α) Είναι το τρίγωνο ΑΔΕ ομοιόθετο του ΑΒΓ; Αν ναι προσδιόρισε το κέντρο καθώς και τον λόγο 		
	 ομοιοθεσίας.

	 β) Βρες τη σχέση ανάμεσα στα ΔΕ και ΒΓ.

9

  Κατασκεύασε γωνία ​x​A ̂ ​y  = ​ 75​​ o​​. Πάρε ένα σημείο Ο στο εσωτερικό της γωνίας και βρες την 
ομοιόθετη  ​​x ′ ​​​A ′ ​ ̂ ​​y ′ ​​ της γωνίας ​x​A ̂ ​y​ με κέντρο Ο και λόγο ​λ  =  3​. Επαλήθευσε με το μοιρογνωμόνιο 
την ισότητα των γωνιών.

10

Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα



Μ
Ε
ΤΑ

Σ
Χ
Η
Μ
ΑΤ

ΙΣ
Μ
Ο
Ί

198

Είναι η μέρα μετακόμισης! Στο χαρτοπωλείο 
πουλάνε κουτιά συσκευασίας σε διάφορα μεγέ-
θη. Το μικρό κουτί έχει τα μεγέθη σημειωμένα, 
αλλά στα μεσαία και στα μεγάλα κουτιά λείπει 
μια διάσταση. Όλα τα κουτιά έχουν ανάλογες δι-
αστάσεις. Μπορείς να προσδιορίσεις τα μεγέθη 
που λείπουν;

 

Όμοια σχήματα

	 Αν έχουμε δύο πολύγωνα Π και ​​Π ′ ​​ ώστε το ένα να 
είναι μεγέθυνση ή σμίκρυνση του άλλου ή είναι ίσα, 
τότε λέμε ότι είναι όμοια και συμβολίζουμε ​​Π ′ ​  ≈  Π​.

Γνωρίζουμε ότι αν έχουμε δύο ομοιόθετα πολύγωνα, τότε το ένα είναι 
μεγέθυνση ή σμίκρυνση του άλλου ή είναι ίσα. Συνεπώς:

Τα ομοιόθετα πολύγωνα είναι όμοια.

Αν όμως ένα πολύγωνο ​​Π ′ ​​ δεν είναι ομοιόθετο ενός άλλου πολυγώνου Π, τότε για να διαπιστώσουμε αν εί-
ναι όμοιό του, αρκεί να δείξουμε ότι είναι ίσο με ένα ομοιόθετό ​​Π ″ ​​ του Π. Τότε το ​​Π ′ ​​ θα αποτελεί μεγέθυνση ή 
σμίκρυνση του Π, επομένως θα είναι όμοιό του.

Παράδειγμα: 	
Έστω ένα πολύγωνο ​​Π ′ ​​ με μήκη πλευρών διπλάσια των πλευρών ενός άλλου πολυγώνου Π, τα οποία έχουν 
ίσες τις αντίστοιχες γωνίες τους.

Το ομοιόθετο ​​Π ″ ​​ του Π με λόγο ​λ  =  2​, είναι ένα πολύγωνο ίσο με το ​​Π ′ ​​, αφού τα ​​Π ″ ​​ και ​​Π ′ ​​ έχουν τις αντίστοι-
χες πλευρές και γωνίες τους ίσες.

Τα ομοιόθετα πολύγωνα Π και ​​Π ″ ​​ είναι όμοια, επομένως τα πολύγωνα Π και ​​Π ′ ​​ είναι όμοια.

4.2 |  Ομοιότητα, όμοια σχήματα
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Αν έχουμε δύο όμοια πολύγωνα, τότε το ένα καθίσταται ομοιόθετο του άλλου ή μπορεί το 
ένα να είναι ίσο με ένα ομοιόθετο του άλλου. 

Προκύπτει ότι:

Αν δύο πολύγωνα έχουν τις πλευρές τους ανάλογες και τις αντίστοιχες γωνίες τους ίσες, 
τότε είναι όμοια.

•	 Δύο οποιεσδήποτε αντίστοιχες πλευρές ομοίων πολυγώνων έχουν τον ίδιο λόγο, γι’ αυτό ονομά-
ζονται ομόλογες.

•	 Ο λόγος δύο αντίστοιχων πλευρών δύο ομοίων πολυγώνων λέγεται λόγος ομοιότητας.

Παράδειγμα: 	 Να δείξετε ότι τα πολύγωνα ΑΒΓΔ και ​​Α ′ ​​Β ′ ​​Γ ′ ​​Δ ′ ​​ είναι όμοια.

Λύση:  Τα πολύγωνα ΑΒΓΔ και ​​Α ′ ​​Β ′ ​​Γ ′ ​​Δ ′ ​​, έχουν:

•	 Πλευρές ανάλογες: 		​​   ​Α ′ ​​Β ′ ​ _ ΑΒ ​  = ​  ​Β ′ ​​Γ ′ ​ _ ΒΓ ​  = ​  ​Γ ′ ​​Δ ′ ​ _ ΓΔ ​  = ​  ​Α ′ ​​Δ ′ ​ _ ΑΔ ​  =  2​. 
 
Ο λόγος ομοιότητας του ​​Α ′ ​​Β ′ ​​Γ ′ ​​Δ ′ ​​ προς το ΑΒΓΔ είναι ​λ  =  2​, που φανερώνει ότι οι πλευρές του ​​Α ′ ​​
Β ′ ​​Γ ′ ​​Δ ′ ​​ έχουν διπλάσιο μήκος από αυτές του ΑΒΓΔ.

•	 Ίσες αντίστοιχες γωνίες:     ​​​Α ̂ ​ ′ ​  = ​ Α ̂ ​  = ​ 120​​ ο​​, ​​​Β ̂ ​ ′ ​  = ​ Β ̂ ​  = ​ 120​​ ο​​, ​​​Γ ̂ ​ ′ ​  = ​ Γ ̂ ​  = ​ 60​​ ο​​ και ​​​Δ ̂ ​ ′ ​  = ​ Δ ̂ ​  = ​ 60​​ ο​​.

Άρα είναι όμοια. Συμβολικά γράφουμε:  ​ΑΒΓΔ  ≈ ​ Α ′ ​​Β ′ ​​Γ ′ ​​Δ ′ ​​.

Αντίστροφα:

Αν δύο πολύγωνα είναι όμοια, τότε έχουν τις ομόλογες 
πλευρές τους ανάλογες και τις αντίστοιχες γωνίες τους ίσες.

Λόγος περιμέτρων
Αν έχουμε δύο όμοια πολύγωνα ΑΒΓΔ και ​​Α ′ ​​Β ′ ​​Γ ′ ​​Δ ′ ​​ με λόγο ομοιότητας λ, τότε για τις πλευρές τους ισχύει:

​​ ​Α ′ ​​Β ′ ​ _ ΑΒ ​  = ​  ​Β ′ ​​Γ ′ ​ _ ΒΓ ​  = ​  ​Γ ′ ​​Δ ′ ​ _ ΓΔ ​  = ​  ​Δ ′ ​​Α ′ ​ _ ΔΑ ​  =  λ​.

Από τις ιδιότητες αναλογιών έχουμε:	

​​ ​Α ′ ​​Β ′ ​ + ​Β ′ ​​Γ ′ ​ + ​Γ ′ ​​Δ ′ ​ + ​Δ ′ ​​Α ′ ​  ________________  ΑΒ + ΒΓ + ΓΔ + ΔΑ ​   =  λ​,       δηλαδή:  ​​ 
​(περίμετρος του ​Α ′ ​​Β ′ ​​Γ ′ ​​Δ ′ ​)​

   __________________   ​(περίμετρος του ΑΒΓΔ)​ ​   =  λ​.

Άρα:

Ο λόγος των περιμέτρων δύο όμοιων πολυγώνων είναι ίσος με το λόγο ομοιότητάς τους.

Αν Π και ​​Π ′ ​​ όμοια με λόγο ομοιότητας λ, τότε:    ​​ 
​(περίμετρος του ​Π ′ ​)​

  ______________  ​(περίμετρος του Π)​ ​  =  λ​.
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Λόγος εμβαδών
Ας πάρουμε δύο όμοια ορθογώνια παραλληλόγραμμα ΑΒΓΔ και ​​Α ′ ​​Β ′ ​​Γ ′ ​​Δ ′ ​​ με λόγο ομοιότητας λ. Για τα εμβα-
δά των δύο ορθογωνίων ισχύει:

•	 ​​(ΑΒΓΔ)​  =  ΑΒ ⋅ ΒΓ​.	 και

•	 ​​(​Α ′ ​​Β ′ ​​Γ ′ ​​Δ ′ ​)​  = ​ Α ′ ​​Β ′ ​ ⋅ ​Β ′ ​​Γ ′ ​  = ​ (λ ⋅ ΑΒ)​ ⋅ ​(λ ⋅ ΒΓ)​  = ​ λ​​ 2​ ⋅ ΑΒ ⋅ ΒΓ  = ​ λ​​ 2​ ⋅ ​(ΑΒΓΔ)​.​

Άρα:  	​​ 
(​Α ′ ​​Β ′ ​​Γ ′ ​​Δ ′ ​)

 _ (ΑΒΓΔ) ​   = ​ 
​λ​​ 2​ ⋅ (ΑΒΓΔ)

 _ (ΑΒΓΔ) ​   = ​ λ​​ 2​​.

Παρατηρούμε λοιπόν ότι, ο λόγος των εμβαδών των ομοίων αυτών ορθογωνίων είναι ίσος με το τετράγωνο 
του λόγου ομοιότητάς τους.

Γενικά: 

Ο λόγος των εμβαδών δύο ομοίων σχημάτων είναι ίσος με το τετράγωνο του λόγου ομοι-
ότητάς τους.

Αν Π και ​​Π ′ ​​ όμοια με λόγο ομοιότητας λ, τότε:	​​ 
​(εμβαδόν του ​Π ′ ​)​

  ____________  ​(εμβαδόν του Π)​ ​  = ​ λ​​ 2​​.

Κλίμακα
Μια μακέτα, ένα αρχιτεκτονικό σχέδιο ή ένας χάρτης παρουσιάζονται συνήθως σε σμίκρυνση ώστε να είναι 
εφικτή η αποτύπωση του αντικειμένου στο χαρτί, στο χώρο ή στην οθόνη ενός κινητού.

Κλίμακα είναι ο λόγος της απόστασης ενός συστήματος αναπαράστασης προς την αντίστοιχη πραγματική 
απόσταση. 

Για παράδειγμα, κλίμακα 1:100 σημαίνει ότι ένα εκατοστό στο σχέδιο αντιστοιχεί σε 100cm στην πραγματι-
κότητα.

1. Να αποδείξετε ότι όλα τα τετράγωνα είναι όμοια.	

Λύση:
α) Έστω τα τετράγωνα ΑΒΓΔ με πλευρά α και ​​Α ′ ​​Β ′ ​​Γ ′ ​​Δ ′ ​​ με πλευρά ​​α ′ ​​. 

Τα τετράγωνα έχουν τις γωνίες τους ίσες και τις πλευρές τους ανάλογες: ​​ ​Α ′ ​​Β ′ ​ _ ΑΒ ​  = ​  ​Β ′ ​​Γ ′ ​ _ ΒΓ ​  = ​  ​Γ ′ ​​Δ ′ ​ _ ΓΔ ​  = ​  ​Δ ′ ​​Α ′ ​ _ ΔΑ ​  = ​  ​α ′ ​ _ α ​ 
Άρα είναι όμοια.

Γενικά:

Δυο κανονικά πολύγωνα που έχουν το ίδιο πλήθος πλευρών είναι όμοια. 
Δηλαδή όλα τα κανονικά 5-γωνα είναι όμοια όπως επίσης και όλα τα κανονικά 6-γωνα είναι όμοια κτλ.  

Αντιλαμβάνομαι

με προσομοίωση
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2. Να εξετάσετε αν τα παρακάτω ορθογώνια είναι όμοια:

Λύση:
Είναι  ​​ ΑΒ _ ΚΛ ​  = ​  2 _ 4 ​  = ​  1 _ 2 ​​  και  ​​ ΒΓ _ ΛΜ ​  = ​  3 _ 5 ​  ≠ ​  1 _ 2 ​​. 

Άρα τα ορθογώνια ΑΒΓΔ και ΚΛΜΝ δεν είναι όμοια διότι δεν έχουν τις πλευρές τους ανάλογες.

 

3. Να βρείτε τους αριθμούς x (σε cm) και ω (σε μοίρες), αν τα παρακάτω τετράπλευρα ΑΒΓΔ και 
ΚΛΜΝ είναι όμοια.

Λύση:
Τα τετράπλευρα είναι όμοια άρα έχουν:

•	 Ίσες γωνίες. 		 Επομένως ​ω  = ​ 40​​ ο​​.

•	 Ανάλογες πλευρές. 	 Άρα είναι  ​​ ΑΔ _ ΚΝ ​  = ​  ΑΒ _ ΚΛ ​​  ή  ​​ 2 _ 3 ​  = ​  3 _ x ​​  από την σχέση αυτή, με χιαστί, προκύπτει ότι:

	​ 2 ⋅ x  =  3 ⋅ 3

	 2x  =  9

	 x  =  4, 5cm​

 

Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα
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	Χαρακτήρισε ως Σωστές ή Λάθος τις προτάσεις που ακολουθούν βάζοντας ένα x στην κατάλ-
ληλη θέση.

Σωστό Λάθος

α) Τα κανονικά πολύγωνα με ίδιο πλήθος πλευρών είναι όμοια.

β) Δύο τετράγωνα είναι όμοια.

γ) Δύο ρόμβοι είναι σχήματα όμοια.

δ) Αν δύο πολύγωνα έχουν τις πλευρές τους ανάλογες, τότε είναι όμοια.

ε) Ο λόγος των περιμέτρων δύο όμοιων πολυγώνων είναι ίσος με το λόγο 
ομοιότητας τους.
στ) Ο λόγος των εμβαδών δύο όμοιων πολυγώνων είναι ίσος με το λόγο 
ομοιότητας τους.

1

 

	Ποια από τα παρακάτω πολύγωνα είναι όμοια;2

 Βρες τον αριθμό x αν γνωρίζεις ότι τα παρακάτω τετράπλευρα είναι όμοια. 

12

14

4
x

3
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   Εξέτασε αν τα παραλληλόγραμμα που δίνονται παρακάτω είναι όμοια. 

α)     β) 

 
γ)

 
δ)    

4

	Υπολόγισε τη γωνία ω και την πλευρά x αν γνωρίζεις ότι τα παραλληλόγραμμα ΑΒΓΔ και ΕΖΗΘ 
είναι όμοια.

 

5

  Έστω δύο τετράγωνα ΑΒΓΔ και ​​Α ′ ​​Β ′ ​​Γ ′ ​​Δ ′ ​​ με πλευρές α και ​​α ′ ​​ αντίστοιχα. Ο λόγος ομοιότητας του  
Α ′ ​​Β ′ ​​Γ ′ ​​Δ ′ ​​  προς το ​​ΑΒΓΔ είναι λ. Συμπλήρωσε τον παρακάτω πίνακα:

Πλευρά 
α

Πλευρά 
​​α ′ ​​

Λόγος ομοιότητας 
λ

Λόγος 
περιμέτρων

Λόγος 
εμβαδών

1 3
6

​
​ 2 
_

 
3
 ​​

10 ​
​ 1 _ 
2
 ​​

20
​
​ 4 
_

 
25

 ​​

6
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 Έστω δύο όμοια πολύγωνα Π και ​​Π ′ ​​.

	α) Υποθέτουμε ότι το Π έχει πλευρά 4 cm και περίμετρο 16cm ενώ το ​​Π ′ ​​ έχει πλευρά 6 cm.Υπο-
λόγισε την περίμετρο του ​​Π ′ ​​.

	 β) Υποθέτουμε ότι το Π έχει περίμετρο 15 cm και εμβαδό 10 cm² ενώ το ​​Π ′ ​​ έχει περίμετρο 21 cm. 
Υπολόγισε το εμβαδόν του ​​Π ′ ​​.

	 γ) Υποθέτουμε ότι το Π έχει εμβαδό 25 cm² και περίμετρο 20 cm ενώ το ​​Π ′ ​​ έχει εμβαδό 36 cm². 
Υπολόγισε την περίμετρο του ​​Π ′ ​​. 

7

	Ένας ουρανοξύστης έχει ύψος 300m. Ένα όμοιο μοντέλο του ουρανοξύστη, σε μικρότερη κλί-
μακα, έχει ύψος 15cm.

	 α) Πόσο είναι το μήκος της πραγματικής βάσης του ουρανοξύστη, αν η βάση του μοντέλου έχει 
μήκος 3cm;

	 β) Αν υπάρχει ένα δέντρο στην περιοχή κοντά στον ουρανοξύστη με ύψος 12m, πόσο θα έπρε-
πε να είναι το ύψος του μικρότερου μοντέλου του δέντρου;

	 γ) Ένα τρένο έχει μήκος 2 cm και είναι μοντέλο ενός πραγματικού τρένου. Πόσο είναι το πραγμα-
τικό μήκος του τρένου;

8

  Έστω παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ µε κέντρο Ο. Στις προεκτάσεις των ΟΑ, ΟΒ, 
ΟΓ και ΟΔ παίρνουμε σημεία ​​Α ′ ​​, ​​Β ′ ​​, ​​Γ ′ ​​ και ​​Δ ′ ​​ έτσι ώστε ​Α​Α ′ ​  =  ΟΑ​, ​Β​Β ′ ​  =  ΟΒ​, ​Γ​
Γ ′ ​  =  ΟΓ​ και ​Δ​Δ ′ ​  =  ΟΔ​. Δείξε ότι τα παραλληλόγραμμα ΑΒΓΔ και ​​Α ′ ​​Β ′ ​​Γ ′ ​​Δ ′ ​​ είναι 

όμοια και βρες τον λόγο ομοιότητάς τους.

9

  Ένα κατάστημα προσφέρει μία διακοσμητική μακέτα του Παρθενώνα μήκους 5cm και πλάτους 
11,3cm . Αν το μήκος του Παρθενώνα είναι 30,8 m τότε πόσο είναι το πλάτος του;

10

Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα
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Προσπάθησε να βρες στο διπλανό σχήμα 
τα ζευγάρια των όμοιων τριγώνων. Ποια 
στρατηγική θα ακολουθήσεις;

 

Όμοια τρίγωνα
Έστω δύο τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΕΖ τα οποία έχουν τις γωνίες τους ίσες μία προς μία.

Αν τοποθετήσουμε το τρίγωνο ΔΕΖ πάνω στο ΑΒΓ, ώστε η γωνία ​​Δ ̂ ​​ να συμπέσει με την ίση της γωνία ​​Α ̂ ​​, τότε 
η πλευρά ΕΖ θα συμπέσει με τη ​​Β ′ ​​Γ ′ ​​. Αποδεικνύεται ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ομοιόθετο του ​Α​Β ′ ​​Γ ′ ​​ με κέντρο 
ομοιοθεσίας το Α, άρα είναι όμοια επομένως και τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΕΖ είναι όμοια.

Επίσης, αν δύο τρίγωνα έχουν δύο γωνίες τους ίσες μία προς μία, τότε θα έχουν και την τρίτη γωνία τους ίση 
(προκύπτει από το άθροισμα γωνιών τριγώνου). Άρα:

Αν δύο τρίγωνα έχουν δύο γωνίες τους ίσες μία προς μία, τότε είναι όμοια.

Παράδειγμα: 	 Να δείξετε ότι τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΕΖ είναι όμοια.

Λύση:  Από το άθροισμα γωνιών του τριγώνου ΔΕΖ, προκύπτει ότι:   ​​Ε ̂ ​  = ​ 180​​ ο​ − ​(​90​​ ο​ + ​60​​ ο​)​  = ​ 30​​ ο​​.

Τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΕΖ έχουν δύο γωνίες τους ίσες μία προς μία (​​Α ̂ ​  = ​ Δ ̂ ​  = ​ 90​​ ο​​ και ​​Β ̂ ​  = ​ Ε ̂ ​  = ​ 30​​ ο​​). Άρα εί-
ναι όμοια: ​Α ​Β​​ 

Δ
 ​ Γ  ≈  Δ ​Ε​​ 

Δ
 ​ Ζ​.

4.3 |  Όμοια τρίγωνα.

Αντιλαμβάνομαι

με προσομοίωση
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Χρησιμοποιώντας όμοια τρίγωνα μπορούμε να υπολογίσουμε τις διαστάσεις ενός σχήματος μετρώντας τις 
διαστάσεις ενός μικρότερου που είναι όμοιο με αυτό. Το μικρότερο αυτό σχήμα θα έχει τις ίδιες γωνίες με το 
αρχικό, επομένως οι διαστάσεις του αρχικού προκύπτουν αν πολλαπλασιάσουμε τις αντίστοιχες διαστάσεις 
του μικρότερου με το λόγο ομοιότητας των δύο σχημάτων.

1. Στο παρακάτω σχήμα, η απόσταση του Π (παρα-
τηρητή) από το Β (βάση του δέντρου) είναι ΠΒ = 4m 
και το ύψος του μικρού δέντρου είναι ΒΓ = 5m. Να 
βρείτε το ύψος Β'Γ' του μεγάλου δέντρου, αν γνωρί-
ζετε ότι η σκιά του είναι ΠΒ' = 15m (υποθέτουμε ότι 
το δέντρο και η σκιά του σχηματίζουν ορθή γωνία με 
το έδαφος).

Λύση: 
Τα τρίγωνα ΠΒΓ και ΠΒ’Γ’ είναι όμοια γιατί έχουν δύο γωνίες ίσες (​​Π ̂ ​​ κοινή και ​​Β ̂ ​  = ​​ Β ̂ ​ ′ ​  = ​ 90​​ ο​​), άρα θα 
έχουν τις ομόλογες πλευρές τους ανάλογες, δηλαδή:

		  ​​ ​Β ′ ​​Γ ′ ​ _ Π​Β ′ ​ ​  = ​  ΒΓ _ ΠΒ ​

	 ή	 ​  ​Β ′ ​​Γ ′ ​ _ 15 ​  = ​  5 _ 4 ​
	 ή	 4 ⋅ ​Β ′ ​​Γ ′ ​  =  75
	 ή	​ Β ′ ​​Γ ′ ​  =  18, 75.​

Επομένως το ύψος του δέντρου είναι 18,75m.

 

2. Να αποδείξετε ότι όλα τα τρίγωνα που σχηματίζονται στο παρακάτω σχήμα είναι όμοια.

Λύση: 
•	 Τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΒΓ έχουν ​​Α ̂ ​  = ​ Δ ̂ ​  = ​ 90​​ ο​​ και η ​​Β ̂ ​​ είναι κοινή γωνία. Άρα είναι όμοια: 

​Α ​Β​​ 
Δ
 ​ Δ  ≈  Α ​Β​​ 

Δ
 ​ Γ​.

•	 Τα τρίγωνα ΑΓΔ και ΑΒΓ έχουν ​​Α ̂ ​  = ​ Δ ̂ ​  = ​ 90​​ ο​​ και η ​​Γ ̂ ​​ είναι κοινή γωνία. Άρα είναι όμοια: 

​Α ​Γ​​ 
Δ
 ​ Δ  ≈  Α ​Β​​ 

Δ
 ​ Γ​.

•	 Τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΓΔ έχουν ​​Δ  ̂​  = ​ 90​​ ο​​ και ​​Γ  ̂​  =  Β​Α  ̂​Δ​(​= ​90​​ ο​ − ​Β  ̂​​, που προκύπτει από το άρ-
θροισμα γωνιών των τριγώνων ΑΒΓ και ΑΒΔ). Άρα είναι όμοια: 

​Α ​Γ​​ 
Δ
 ​ Δ  ≈  Α ​Β​​ 

Δ
 ​ Γ​.

Αντιλαμβάνομαι

με προσομοίωση
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β’ τρόπος: Είναι ​Α ​Β​​ 
Δ
 ​ Δ  ≈  Α ​Β​​ 

Δ
 ​ Γ​ και ​Α ​Γ​​ 

Δ
 ​ Δ  ≈  Α ​Β​​ 

Δ
 ​ Γ​, άρα ​Α ​Β​​ 

Δ
 ​ Δ  ≈  Α ​Γ​​ 

Δ
 ​ Δ​.

	Εξέτασε αν είναι όμοια τα παρακάτω τρίγωνα:

α)

65ο 25ο

β)

41ο

52ο
52ο

87ο

1

	Εξέτασε αν τα παρακάτω τρίγωνα είναι όμοια και γράψε τους ίσους λόγους που προκύπτουν 
για τις πλευρές τους.

α) β) 

2

Αντιλαμβάνομαι

με προσομοίωση

Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα
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 Εξήγησε γιατί τα παρακάτω ισοσκελή τρίγωνα είναι όμοια.3

  Υπολόγισε την σημειωμένη πλευρά στα παρακάτω σχήματα:

      

4

	Η σκιά ενός μπουκαλιού στο έδαφος είναι 1,5m. Ταυτόχρονα, η σκιά ενός κτιρίου ύψους 20m 
που βρίσκεται κοντά στο μπουκάλι είναι 100m.

	 α) Πόσο είναι το ύψος του μπουκαλιού;

	 β) Αν ένα δέντρο που βρίσκεται δίπλα στο κτίριο δημιουργεί σκιά 20 μέτρων, ποιο είναι το πραγ-
ματικό του ύψος;

5

  Βρες το μήκος των τμημάτων ΚΛ και ΑΛ στο παρακάτω σχήμα.6
Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα
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 Βρες τις πλευρές στο παρακάτω τρίγωνο, αν γνωρίζεις ότι έχει περίμετρο 12cm και είναι όμοιο 
του ΑΒΓ.

7

	H ορειβάτης υπολογίζει το ύψος ενός γκρεμού που σκοπεύει να ανέβει ως εξής:

Τοποθετεί έναν καθρέφτη στο έδαφος για να μπορεί να δει την κορυφή του γκρεμού στον καθρέ-
φτη ενώ στέκεται ίσια. Οι γωνίες που σχηματίζονται από τις φωτεινές ακτίνες είναι ίσες, όπως φαί-
νεται στο σχήμα. Στη συνέχεια μετρά την απόστασή του από τον καθρέφτη (60cm) και την απόστα-
ση του καθρέφτη από τη βάση του γκρεμού (172m). Αν η ορειβάτης έχει ύψος 1,80m, πόσο ψηλός 
είναι ο γκρεμός;

(172m) (60cm)

8

  Ο Θαλής, ένας αξιοσέβαστος μαθηματικός, συναντάει ένα ορμητικό ποτάμι ενώ ταξιδεύει στη 
ζούγκλα. Για να καταλάβει πώς να περάσει το ποτάμι θέλει να μάθει το πλάτος του. Ο Θαλής εντο-

πίζει ένα δέντρο στο σημείο Α ακριβώς απέναντι από το ποτάμι. Σημειώνει το σημείο και μετά περ-
πατά 28 βήματα προς το σημείο Γ όπου καρφώνει έναν πάσσαλο. Στη συνέχεια περπατά επιπλέον 
10 βήματα πριν στρίψει κάθετα στο ποτάμι και περπατήσει μέχρι να δει τον πάσσαλο να ευθυγραμμί-
ζεται με το σημείο Α. Αυτή η απόσταση είναι 14 βήματα. Πόσα βήματα είναι το πλάτος του ποταμού;

9



Ανακεφαλαίωση (Μετασχηματισμοί)

Αν έχουμε δύο σημεία Α και Ο, τότε το ομοιόθετο του σημείου Α ως προς κέντρο Ο και λόγο λ είναι ένα σημείο ​​
Α ′ ​​ στην ημιευθεία ΟΑ τέτοιο ώστε:

​Ο​Α ′ ​  =  λ ⋅ ΟΑ​

Το ομοιόθετο ενός ευθυγράμμου τμήματος ΑΒ ως προς ένα κέντρο Ο και λόγο λ είναι το ευθύγραμμο τμήμα ​​
A ′ ​​B ′ ​​ με άκρα τα ομοιόθετα ​​A ′ ​​ και ​​B ′ ​​ των σημείων Α και Β ως προς το κέντρο Ο.
Τα ομοιόθετα ευθύγραμμα τμήματα, που δε βρίσκονται στην ίδια ευθεία, είναι παράλληλα.

Οι ομοιόθετες γωνίες είναι ίσες.

Για δύο ομοιόθετα πολύγωνα  Π  και   Π' με λόγο ομοιοθεσίας λ, ισχύουν τα εξής:

•	 έχουν τις πλευρές τους ανάλογες.

•	 έχουν τις αντίστοιχες γωνίες τους ίσες.

•	 οι αντίστοιχες πλευρές τους που δε βρίσκονται στην ίδια ευθεία είναι παράλληλες.

Τα ομοιόθετα πολύγωνα είναι όμοια.

Γενικά ισχύει:
Αν δύο πολύγωνα έχουν τις πλευρές τους ανάλογες και τις αντίστοιχες γωνίες τους ίσες, τότε είναι όμοια.

Αν δύο πολύγωνα είναι όμοια, τότε έχουν τις ομόλογες πλευρές τους ανάλογες και τις αντίστοιχες γωνίες 
τους ίσες.
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Ο λόγος των περιμέτρων δύο όμοιων πολυγώνων είναι ίσος με το λόγο ομοιότητας τους.

Αν Π και Π' ​​ όμοια με λόγο ομοιότητας λ, τότε:   ​​ 
​(περίμετρος του ​Π ′ ​)​  ______________  
​(περίμετρος του Π)​

 ​  =  λ​
.

Ο λόγος των εμβαδών δύο ομοίων σχημάτων είναι ίσος με το τετράγωνο του λόγου ομοιότητάς τους.

Αν Π και
 ​
​Π ′ ​​ όμοια με λόγο ομοιότητας λ, τότε:    ​​ 

​(εμβαδόν του ​Π ′ ​)​  ____________  
​(εμβαδόν του Π)​

 ​  = ​ λ​​ 2​​
.

Ειδικά:
Αν δύο τρίγωνα έχουν δύο γωνίες τους ίσες μία προς μία, τότε είναι όμοια.

Αυτοαξιολόγηση (Μετασχηματισμοί)

Α. Βρες την απόσταση ανάμεσα στο Πετροχώρι και το Ασημοχώρι αν στον χάρτη έχουν απόσταση 12cm και 
ο χάρτης έχει σχεδιαστεί με κλίμακα 4cm:21km.

Β. Ο Χρήστος θα χρειαστεί να σμικρύνει ένα τριγωνικό σχέδιο διαστάσεων 16, 16 και 20dm. Αν η μεγαλύτε-
ρη πλευρά πρέπει να είναι 15cm, τι μήκος θα έχουν οι άλλες δύο;

Γ. Βρες την άγνωστη ποσότητα στα παρακάτω σχήματα. Γνωρίζουμε ότι τα τρίγωνα ΚΛΜ και ΚΟΝ είναι 
όμοια, όπως αντίστοιχα και τα ΑΔΕ και ΑΒΓ.

Ομαδική δραστηριότητα

O μύθος λέει ότι ο Ναπολέων, κατά τη διάρκεια μιας εκστρατείας, χρειάστηκε να προσδιορίσει το πλάτος 
ενός ποταμιού. Ένας νεαρός στρατιώτης, για να λύσει το πρόβλημα, στάθηκε απευθείας απέναντι από το 
ρεύμα και ρύθμισε το γείσο του καπέλου του μέχρι η άκρη του γείσου να ευθυγραμμιστεί με το μάτι του και 
την απέναντι όχθη. Στη συνέχεια έκανε αναστροφή και σημείωσε το σημείο στο έδαφος που τώρα βρισκόταν 
στην ίδια ευθεία με το μάτι του και την άκρη του γείσου. Μέτρησε την απόσταση μέχρι αυτό το σημείο, έκανε 
την αναφορά του και κέρδισε μια προαγωγή. Σχεδίασε ένα διάγραμμα για να εξηγήσεις την μέθοδο του 
στρατιώτη. 

   Σε αυτό το σημείο, θα πρέπει να είσαι σε θέση να ικανοποιείς όλους τους προσδοκώμενους μαθησιακούς στόχους. Γύρνα στην αρχή 
της θεματικής ενότητας και σημείωσε       στα αντίστοιχα σημεία. Υπάρχουν στόχοι που αισθάνεσαι ότι δεν έχεις ικανοποιήσει πλήρως; 
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  �Αξιοποιώ τα αναπτύγματα ορθών πρισμά-
των πυραμίδων, κυλίνδρων και κώνων για 
να προσδιορίσω το εμβαδόν της επιφά-
νειάς τους.

  �Επιλύω προβλήματα υπολογισμού του εμ-
βαδού της επιφάνειας ορθού πρίσματος, 
πυραμίδας, κυλίνδρου, κώνου και σφαί-
ρας.

5.1: Εμβαδά επιφάνειας στερεών (ορθών πρι-
σμάτων, πυραμίδας).

5.2: Εμβαδά επιφάνειας στερεών (κυλίνδρου, 
κώνου, σφαίρας).

+ Ανακεφαλαίωση / Αυτοαξιολόγηση

ΕΜΒΑΔΟΝ Β.5

Αυτή η ενότητα σχετίζεται με τον υπολογισμό των εμβαδών στερεών, όπως ορθών πρισμά-
των, πυραμίδων, κυλίνδρων, κώνων και σφαιρών. Θα μάθουμε να χρησιμοποιούμε τα γεω-
μετρικά χαρακτηριστικά των σχημάτων αυτών για την κατανόηση και την επίλυση προβλη-
μάτων πραγματικής ζωής. 
Πώς μπορείς να υπολογίσεις το εμβαδόν ενός κτιρίου, μιας δεξαμενής ή μιας οροφής;

Είσαι έτοιμος/η να ανακαλύψεις τη χρησιμότητα της γεωμετρίας και να επιλύσεις  πρακτικά 
προβλήματα με ακρίβεια και δημιουργικότητα;
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Πώς θα υπολόγιζες το κόστος κατασκευής της 
διπλανής δεξαμενής, αν γνωρίζεις ότι ένα τε-
τραγωνικό μέτρο από έλασμα χάλυβα κοστίζει 
9,80€;

 

Ορθό πρίσμα 

                            

Ορθό πρίσμα ή απλά πρίσμα είναι ένα στερεό σώμα που έχει:

•	 δύο παράλληλες έδρες που είναι ίσα πολύγωνα και λέγονται βάσεις του 
πρίσματος και

•	 τις άλλες έδρες του που είναι ορθογώνια παραλληλόγραμμα και λέγονται 
παράπλευρες έδρες.

Η απόσταση των δύο βάσεων, που είναι ίση με το ύψος μιας παράπλευρης έδρας, λέγεται ύψος του πρί-
σματος.

Δύο από τα βασικότερα ορθά πρίσματα είναι:

		  ο κύβος	  και 	 το ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο.

		  	      

5.1 |  Εμβαδά επιφάνειας στερεών (ορθών πρισμάτων, 
πυραμίδας).

Αντιλαμβάνομαι

με προσομοίωση
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Εμβαδόν επιφάνειας πρίσματος
Το ανάπτυγμα ενός πρίσματος, δηλαδή η επιφάνεια που προκύπτει αν «ξεδιπλώσουμε» το πρίσμα, απο-
τελείται: 

•	 από την παράπλευρη επιφάνεια, που είναι ορθογώνιο του οποίου η μία διάσταση είναι η περί-
μετρος της βάσης του πρίσματος και η άλλη το ύψος του πρίσματος και 

•	 από τις επιφάνειες των δύο βάσεών του.

Τριγωνικό πρίσμα Τετραγωνικό πρίσμα Πενταγωνικό πρίσμα

Επομένως:

Το εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας ενός πρίσματος (Επ) ισούται με το γινόμενο της 
περιμέτρου της βάσης επί το ύψος του πρίσματος. Δηλαδή:

​​Ε​ π​​  = ​ (περίμετρος βάσης)​ ⋅ ​(ύψος)​​

Το ολικό εμβαδόν ενός πρίσματος (Εολ) ισούται με το άθροισμα του εμβαδού της παρά-
πλευρης επιφάνειας και του εμβαδού των δύο βάσεων. Δηλαδή:

​​Ε​ ολ​​  = ​ Ε​ Π​​ + 2 ⋅ ​Ε​ β​​​

Παράδειγμα:  Δίνεται το παρακάτω ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο με ​ΑΒ  =  6cm​, ​ΒΓ  =  4cm​ και​
ΓΗ  =  3cm​. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του.

Λύση:
Θεωρούμε ως βάσεις τα ορθογώνια ABΓΔ και ΕΖΗΘ. Το ύψος του πρίσματος είναι ίσο με 3cm. 

•	 To εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειάς του είναι:

	​​ Ε​ π​​  = ​ (περίμετρος βάσης)​ ⋅ ​(ύψος)​ =
	 = ​(6 + 4 + 6 + 4)​ ⋅ 3 =

	 = 20 ⋅ 3  =  60c ​m​​ 2​ .​

•	 To ολικό εμβαδόν του παραλληλεπιπέδου είναι:

	​​ Ε​ ολ​​  = ​ Ε​ Π​​ + 2 ⋅ ​Ε​ β​​ =

	 = 60 + 2 ⋅ ​(6 ⋅ 4)​ =

	 = 60 + 48  =  108c ​m​​ 2​ .​

Σχόλιο: Θα μπορούσαμε να θεωρήσουμε ως βάσεις τα ορθογώνια ΑΕΘΔ και ΒΖΗΓ και το αποτέλεσμα θα 
ήταν το ίδιο.
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Πυραμίδα

Πυραμίδα λέγεται ένα στερεό, που μία έδρα του είναι ένα πολύγωνο και 
λέγεται βάση της πυραμίδας και όλες οι άλλες έδρες του είναι τρίγωνα με 
κοινή κορυφή που αποτελούν τις παράπλευρες έδρες της πυραμίδας.

Το κάθετο ευθύγραμμο τμήμα από την κορυφή προς την βάση της πυραμίδας λέγεται ύψος της πυραμίδας.

Εμβαδόν πυραμίδας
Η επιφάνεια της πυραμίδας αποτελείται: 

•	 από την επιφάνεια των τριγώνων της που είναι οι παράπλευρες έδρες της και 

•	 από την επιφάνεια της βάσης της.

Τριγωνική πυραμίδα (τετράεδρο) Τετραγωνική πυραμίδα

Επομένως:

Το ολικό εμβαδόν μιας πυραμίδας (Εολ) ισούται με το άθροισμα του εμβαδού της 
παράπλευρης επιφάνειας και του εμβαδού της βάσης της πυραμίδας. Δηλαδή:

​​Ε​ ολ​​  = ​ Ε​ π​​ + ​Ε​ β​​​

Κανονική πυραμίδα

Μια πυραμίδα λέγεται κανονική, αν η βάση της είναι κανονικό πολύγωνο και η 
προβολή της κορυφής της στη βάση είναι το κέντρο του κανονικού πολυγώνου.

Αντιλαμβάνομαι

με προσομοίωση
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Κανονική πυραμίδα
Μη κανονική πυραμίδα

Σε οποιαδήποτε κανονική πυραμίδα οι παράπλευρες έδρες της είναι ίσα μεταξύ τους ισοσκελή τρίγωνα και 
το ύψος αυτών των τριγώνων ονομάζεται απόστημα.

Εμβαδόν κανονικής πυραμίδας
Ανάπτυγμα παράπλευρης επιφάνειας κανονικής τετραγωνικής 
πυραμίδας:

α: απόστημα

Από το ανάπτυγμα της παράπλευρης επιφάνειας μιας τετραγωνικής πυραμίδας, παρατηρούμε ότι το εμβα-
δόν της ισούται με το μισό του εμβαδού του ορθογωνίου που έχει μήκος την περίμετρο της βάσης της κανο-
νικής πυραμίδας και ύψος το απόστημα α, άρα:

Σε μία κανονική πυραμίδα το εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειάς της είναι:

​​Ε​ π​​  = ​  1 _ 2 ​ ⋅ ​(περίμετρος βάσης)​ ⋅ ​(απόστημα)​​

Το ολικό εμβαδόν της κανονικής πυραμίδας είναι:

​​Ε​ ολ​​  = ​ Ε​ Π​​ + ​Ε​ β​​​

Παράδειγμα: 	 Να υπολογιστεί το εμβαδόν της παρακάτω κανονικής πυραμίδας η οποία έχει βάση τε-
τράγωνο πλευράς 10cm και το ύψος μιας παράπλευρης έδρας της είναι 15cm. 
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Λύση:
Η πυραμίδα είναι κανονική με απόστημά ίσο με 15cm.

•	 To εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειάς της είναι:

	​​ Ε​ π​​  = ​  1 _ 2 ​ ⋅ ​(περίμετρος βάσης)​ ⋅ ​(απόστημα)​ =

	 = ​ 1 _ 2 ​ ⋅ ​(10 + 10 + 10 + 10)​ ⋅ 15  = ​  1 _ 2 ​ ⋅ 40 ⋅ 15  =  300c ​m​​ 2​ .​

•	 To ολικό εμβαδόν της πυραμίδας είναι:

​​Ε​ ολ​​  = ​ Ε​ Π​​ + ​Ε​ β​​  =  300 + ​10​​ 2​  =  300 + 100  =  400c ​m​​ 2​ .​

Συνοπτικά:

Στερεό Εμβαδόν παράπλευρης επιφάνειας Ολικό εμβαδόν

(Ορθό) Πρίσμα     ​​Ε​ π​​  = ​ (περίμετρος βάσης)​ ⋅ ​(ύψος)​​      ​​Ε​ ολ​​  = ​ Ε​ π​​ + 2 ⋅ ​Ε​ β​​​

Πυραμίδα     ​​Ε​ π​​  = ​ Ε​ τριγώνων​​​      ​​Ε​ ολ​​  = ​ Ε​ π​​ + ​Ε​ β​​​

Κανονική πυραμίδα     ​​Ε​ π​​  = ​  1 _ 2 ​ ⋅ ​(περίμετρος βάσης)​ ⋅ ​(απόστημα)​​      ​​Ε​ ολ​​  = ​ Ε​ π​​ + ​Ε​ β​​​

1. Να βρείτε το ολικό εμβαδόν τετραγωνικής κανονικής πυραμίδας με βάση τετράγωνο πλευράς 6cm 
και ύψος 4cm.

Λύση: 
Η πλευρά του τετραγώνου της βάσης είναι 6cm και η πυραμίδα είναι κανονική, 
άρα ​ΑΓ  =  3cm​. 

Υπολογίζουμε το απόστημα α, εφαρμόζοντας το πυθαγόρειο θεώρημα στο 
τρίγωνο ΑΒΓ:

		​​  α​​ 2​  =  Α ​Β​​ 2​ + Α ​Γ​​ 2​  = ​ 4​​ 2​ + ​3​​ 2​  =  16 + 9  =  25​,  άρα:

		​  α  = ​ √ 
_

 25 ​  =  5cm​.

•	 Το εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας της πυραμίδας είναι:

​
​Ε​ π​​  = ​  1 _ 2 ​ ⋅ ​(περίμετρος βάσης)​ ⋅ ​(απόστημα)​  = ​  1 _ 2 ​ ⋅ ​(6 + 6 + 6 + 6)​ ⋅ 5  =  60c ​m​​ 2​​

•	 To ολικό εμβαδόν της πυραμίδας είναι:

Ε​ ολ​​  = ​ Ε​ π​​ + ​Ε​ β​​  =  60 + ​6​​ 2​  =  96c ​m​​ 2​​.

 

 

Αντιλαμβάνομαι

με προσομοίωση
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	Υπολόγισε το εμβαδόν της επιφάνειας του παρακάτω κύβου. 1

	Υπολόγισε το εμβαδόν της επιφάνειας του παρακάτω ορθογώνιου παραλληλεπιπέδου.2

 Βρες την πλευρά κύβου που έχει συνολικό εμβαδόν ​54 ​m​​ 2​​.3

  Υπολόγισε το εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας πρίσματος με ύψος 6 cm και βάση ισό-
πλευρο τρίγωνο πλευράς 10 cm.

4

  Ένα πρίσμα έχει βάση ορθογώνιο τρίγωνο ABΓ με κάθετες πλευρές ​ΑΒ  =  6cm​ και ​AΓ  =  8cm​. 
To ύψος του πρίσματος είναι ​υ  =  20cm​. 				  

	 α) Υπολόγισε το εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειάς του.

	 β) Υπολόγισε το ολικό εμβαδόν του. 

5

Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα
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	Έστω τετραγωνικό πρίσμα (ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο) με βάση τετράγωνο πλευράς x. Συ-
μπλήρωσε τον παρακάτω πίνακα: 

x
x

υ

Πλευρά τετραγώνου 
(x) Ύψος πρίσματος (υ) Εμβαδόν παράπλευρης 

επιφάνειας (Επ)
Ολικό εμβαδόν πρίσματος 

(Εολ)

4cm 5cm

5cm 180​c ​m​​ 2​​

6cm 24​c ​m​​ 2​​
2cm 88​c ​m​​ 2​​

6

  Έστω κανονική τετραγωνική πυραμίδα με βάση τετράγωνο πλευράς x. Συμπλήρωσε τον πα-
ρακάτω πίνακα: 									       
	

x
x

α

Πλευρά τετραγώνου 
(x) Απόστημα (α) Εμβαδόν παράπλευρης 

επιφάνειας (Επ)
Ολικό εμβαδόν 
πυραμίδας (Εολ)

2cm 6cm
4cm 8​c ​m​​ 2​​

50cm 1.000​c ​m​​ 2​​
9cm 135c ​m​​ 2​​

7

	Ένα πρίσμα με βάση τετράγωνο, έχει ύψος 8cm και το εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειάς 
του είναι ​96c ​m​​ 2​​. Να βρεθεί το ολικό εμβαδόν του.

8
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  Υπολόγισε το εμβαδόν κανονικής πυραμίδας η οποία έχει βάση τετράγωνο πλευράς 20cm και 
το ύψος μιας παράπλευρης έδρας της είναι 30cm. 

9

  Ένα τετράεδρο αποτελείται από 4 ισόπλευρα τρίγωνα πλευράς 2cm. Υπολόγισε το εμβαδόν 
του.

10

  Ένας κατασκευαστής θέλει να κατασκευάσει έναν κύβο ως διακοσμητικό στοιχείο σε έναν πάρ-
κο. H ακμή του κύβου πρέπει να είναι 2 μέτρα. Ο κατασκευαστής χρεώνει 50€ κάθε ​​m​​ 2​​ για την κα-
τασκευή του κύβου. Υπολόγισε:

	 α) το συνολικό εμβαδόν της επιφάνειας του κύβου.

	 β) το κόστος για την κατασκευή του κύβου.

11

 Ένα πρίσμα έχει βάση κανονικό εξάγωνο με πλευρά ​α  =  2cm​. To ύψος του πρίσματος είναι 
υ=4cm. 

	 α) Υπολόγισε το εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειάς του.

	 β) Υπολόγισε το ολικό εμβαδόν του. 

12

  Πόση είναι η επιφάνεια του ξύλου του παρακάτω τραπεζιού;13

Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα
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Έχεις στη διάθεσή σου δυο φύλλα χαρτί Α4. 

Χρησιμοποίησε τα δυο φύλλα για να δημιουρ-
γήσεις δυο κυλίνδρους με διαφορετικές σε μέ-
γεθος νοητές βάσεις.

Σύγκρινε τα εμβαδά των παράπλευρων επιφα-
νειών των δυο κυλίνδρων. Τι παρατηρείς;

 

Κύλινδρος

Ο κύλινδρος αποτελείται:

•	 από δύο ίσους και παράλληλους κυκλικούς δίσκους που 
λέγονται βάσεις του κυλίνδρου και

•	 από την παράπλευρη ή κυρτή επιφάνεια του κυλίνδρου.

Η απόσταση των δύο βάσεων λέγεται ύψος του κυλίνδρου.

Εμβαδόν κυλίνδρου
Αν «ξετυλίξουμε» την παράπλευρη επιφάνεια του κυλίνδρου θα παρατηρήσουμε ότι έχει σχήμα ορθογωνίου 
που η μία διάστασή του είναι η περίμετρος του κύκλου της βάσης και άλλη το ύψος του κυλίνδρου. 

5.2 |  Εμβαδά επιφάνειας στερεών 
			   (κυλίνδρου, κώνου, σφαίρας)
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Επομένως:

Το εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας του κυλίνδρου (Επ) είναι το γινόμενο του μή-
κους του κύκλου της βάσης επί το ύψος του κυλίνδρου. Δηλαδή:

​​Ε​ π​​  = ​ (περίμετρος βάσης)​ ⋅ ​(ύψος)​​

Η περίμετρος ενός κύκλου είναι  ​L  =  2πρ​, άρα η σχέση γράφεται:

​​​Ε​ π​​  =  2πρ ⋅ υ​​

Το ολικό εμβαδόν ενός κυλίνδρου (Εολ) ισούται με το άθροισμα του εμβαδού της παρά-
πλευρης επιφάνειάς του και του εμβαδού των δύο βάσεων. Δηλαδή:

​​Ε​ ολ​​  = ​ Ε​ Π​​ + 2 ⋅ ​Ε​ β​​​

Το εμβαδόν ενός κύκλου είναι  ​Ε  =  π ​ρ​​ 2​​, άρα η σχέση γράφεται:

​​​Ε​ ολ​​  =  2πρ ⋅ υ + 2 ⋅ π ​ρ​​ 2​​​

Παράδειγμα:   Να υπολογιστεί το εμβαδόν κυλίνδρου με ακτίνα βάσης 5cm και ύψος 3cm.

Λύση:
•	 To εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας του κυλίνδρου είναι:

	​​	                        Ε​ π​​  = ​ (περίμετρος βάσης)​ ⋅ ​(ύψος)​ =
	 = 2πρ ⋅ υ  =  2π ⋅ 5 ⋅ 3  =  30π c ​m​​ 2​ .​

•	 To ολικό εμβαδόν του κυλίνδρου είναι:

	​​ Ε​ ολ​​  = ​ Ε​ Π​​ + 2 ⋅ ​Ε​ β​​ =

	 = 30π + 2 ⋅ ​(π ⋅ ​5​​ 2​)​ =

	 = 30π + 50π  =  80π c ​m​​ 2​ .​

   Αν πάρουμε το  ​π  =  3, 14​, τότε:   ​​Ε​ ολ​​  =  80 ⋅ 3, 14  =  251, 2c ​m​​ 2​​.
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Κώνος

Κώνος λέγεται το στερεό σχήμα που παράγεται από την περιστροφή 
ενός ορθογωνίου τριγώνου ΟΑΒ γύρω από μία κάθετη πλευρά του ΑΟ.

•	 Ύψος του κώνου λέγεται η κάθετη πλευρά ΑΟ, που παραμένει σταθερή κατά την περιστροφή.

•	 Η βάση του κώνου είναι ένας κυκλικός δίσκος με κέντρο Ο και με ακτίνα ρ την άλλη κάθετη πλευ-
ρά του ορθογωνίου τριγώνου, ΟΒ. Η ακτίνα της βάσης ρ λέγεται ακτίνα του κώνου.

•	 Η πλευρά ​AB  =  λ​ ονομάζεται γενέτειρα του κώνου και η επιφάνεια που παράγεται από την περι-
στροφή αυτής, λέγεται παράπλευρη επιφάνεια του κώνου.

Εμβαδόν κώνου

                    

Από το ανάπτυγμα της επιφάνειας του κώνου, παρατηρούμε ότι:

•	 Η παράπλευρη επιφάνεια του κώνου είναι ένας κυκλικός τομέας που έχει ακτίνα τη γενέτειρα λ του 
κώνου και το μήκος του τόξου του είναι ίσο με το μήκος του κύκλου της βάσης του κώνου, άρα εί-
ναι ίσο με 2πρ.

•	 Θυμόμαστε ότι το μήκος ενός τόξου μ μοιρών και ακτίνας λ, είναι:  ​ℓ  =  2πλ ⋅ ​ 
μ
 _ 360 ​​. 

Εδώ το μήκος του τόξου είναι ​ℓ  =  2πρ​, άρα:

​2πρ  =  2πλ ⋅ ​ 
μ
 _ 360 ​​   ή   

​μ  = ​ 
ρ ⋅ 360

 _ λ ​​ .

•	 Θυμόμαστε ότι το εμβαδόν ενός κυκλικού τομέα μ μοιρών και ακτίνας λ, είναι:  ​Ε  =  π ​λ​​ 2​ ⋅ ​ 
μ
 _ 360 ​​.

		  Άρα έχουμε: ​Ε  =  π ​λ​​ 2​ ⋅ ​ 
μ
 _ 360 ​  =  π ​λ​​ 2​ ⋅ ​ 

ρ ⋅ 360
 _ 360 ⋅ λ ​  =  πρλ​.

Αντιλαμβάνομαι

με προσομοίωση
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Δείξαμε λοιπόν ότι:

Το εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας ενός κώνου είναι: 

​​Ε​ π​​  =  πρλ​

Για να βρούμε το ολικό εμβαδόν ενός κώνου αρκεί να προσθέσουμε στο 
εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειάς του το εμβαδόν της βάσης του.

​​Ε​ ολ​​  = ​ Ε​ π​​ + ​Ε​ β​​​  ή

​​Ε​ ολ​​  =  πρλ + π ​ρ​​ 2​​

Παράδειγμα: 	 Βρείτε το εμβαδό του κώνου με ακτίνα βάσης ​ρ  =  3cm​ και ύψος  ​υ  =  4cm​.

Λύση: 
Για να υπολογίζουμε την γενέτειρα ​ΑΒ  =  λ​, εφαρμόζουμε το Πυθαγόρειο Θεώρημα στο τρίγωνο ΟΑΒ:

	​​ λ​​ 2​  = ​ ρ​​ 2​ + ​υ​​ 2​

	​ λ​​ 2​  = ​ 3​​ 2​ + ​4​​ 2​

	​ λ​​ 2​  =  25

	 λ  =  5cm.​

Άρα		

	​​ Ε​ ολ​​  = ​ Ε​ π​​ + ​Ε​ β​​  =  πρλ + π ​ρ​​ 2​ =

	 = π ⋅ 3 ⋅ 5 + π ⋅ ​3​​ 2​  =  15π + 9π  =  24π c ​m​​ 2​ .​

Αν πάρουμε το  ​π  =  3, 14​, τότε:   ​​Ε​ ολ​​  =  24 ⋅ 3, 14  =  75, 36c ​m​​ 2​​.

Σφαίρα

Σφαίρα είναι το στερεό σχήμα που παράγεται από την πε-
ριστροφή ενός κύκλου (Ο, ρ) γύρω από μία διάμετρό του.

Το σημείο Ο λέγεται κέντρο και το ρ λέγεται ακτίνα της σφαίρας.
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Εμβαδόν σφαίρας

Το εμβαδόν της επιφάνειας σφαίρας ακτίνας ρ είναι:

​​Ε​ σφ​​  =  4π ​ρ​​ 2​​

Παρατηρήσεις:
•	 Το εμβαδόν της επιφάνειας της σφαίρας ισούται με το εμβαδόν τεσσάρων μεγίστων κύκλων της, ή 

με το εμβαδόν κύκλου διπλάσιας ακτίνας της σφαίρας.

•	 Το εμβαδόν της επιφάνειας της σφαίρας ισούται με το εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας του 
κυλίνδρου στον οποίο είναι εγγεγραμμένη η σφαίρα.

Η σφαίρα είναι εγγεγραμμένη σε κύλινδρο αν εφάπτεται στις βάσεις του αλλά και κατά μήκος της παράπλευ-
ρης επιφάνειάς του. 

Παράδειγμα: 	 Μία μπάλα μπάσκετ έχει ακτίνα 12cm. Να υπολογιστεί το εμβαδόν της επιφάνειάς της.

Λύση:	
​​Ε​ σφ​​  =  4π ​ρ​​ 2​  =  4π ⋅ ​12​​ 2​  =  576π c ​m​​ 2​​     ή     1.808,64 ​c ​m​​ 2​​.

Συνοπτικά:

Στερεό Εμβαδόν παράπλευρης επιφάνειας Ολικό εμβαδόν

Κύλινδρος ​​Ε​ π​​  =  2πρ ⋅ υ​ ​​Ε​ ολ​​  =  2πρ ⋅ υ + 2 ⋅ π ​ρ​​ 2​​

Κώνος ​​Ε​ π​​  =  πρλ​ ​​Ε​ ολ​​  =  πρλ + π ​ρ​​ 2​​

Σφαίρα –
​​Ε​ σφ​​  =  4π ​ρ​​ 2​​
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Ο χάρτης της Γης!
Γνωρίζουμε ότι το σχήμα της Γης είναι παρόμοιο με μια σφαίρα, αλλά οι χάρτες που μελετάμε είναι επίπεδοι! 
Δεν είναι πολύ εύκολο να μεταφέρουμε ένα καμπυλόγραμμο σχήμα σε επίπεδο. Σκέψου πόσο δύσκολο εί-
ναι να τυλίξεις τέλεια ένα φύλλο χαρτί γύρω από μια μπάλα…

Συνεπώς, για να σχεδιάσουμε έναν χάρτη, χρησιμοποιούμε μια πολύ διαδεδομένη μέθοδο στα Μαθηματικά, 
τη μέθοδο της προβολής. Για να εφαρμόσουμε τη μέθοδο της προβολής, και συγκεκριμένα την Plate Carree 
μέθοδο, χρησιμοποιούμε την παραπάνω ιδιότητα της σφαίρας.

-

Αυτή η μέθοδος βέβαια κάνει τις περιοχές κοντά στους πόλους να φαίνονται πιο «τεντωμένες» και τις χώρες 
κοντά στον ισημερινό πιο μικρές. Ποιες άλλες αναπαραστάσεις θα μπορούμε να αξιοποιήσουμε για την με-
λέτη της επιφάνειας της Γης;
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	Ένας κύλινδρος έχει ύψος 8 cm και ακτίνα βάσης 3 cm. Βρες:

	α) το εμβαδόν της παράπλευρής του επιφάνειας.

	 β) το ολικό εμβαδόν του.

1

	Ένας κώνος έχει ύψος 12 cm και ακτίνα βάσης 5 cm. Βρες:

	α) το εμβαδόν της παράπλευρής του επιφάνειας.

	 β) το ολικό εμβαδόν του.

 

2

 Μια σφαίρα έχει ακτίνα 10 cm. Υπολόγισε το εμβαδόν της επιφάνειάς της.3

 Υπολόγισε το ολικό εμβαδόν ενός κυλίνδρου όταν:

	 α) έχει ακτίνα βάσης  ρ = 5cm  και ύψος  υ = 10cm.	

	 β) έχει διάμετρο βάσης  δ = 8cm  και ύψος  υ = 6cm.

	 γ) έχει μήκος βάσης  L = 12,56cm  και ύψος  υ = 4cm.

4

Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα
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	Ένας κύλινδρος έχει ύψος 15cm και το εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειάς του είναι             
753,6​c ​m​​ 2​​. Να βρεθεί το ολικό εμβαδόν του.

5
 Συμπληρώστε τον παρακάτω πίνακα που αναφέρεται σε κύλινδρο:

  Ακτίνα βάσης  ρ 1cm 3cm
  Ύψος κυλίνδρου  υ 5cm 2cm

  Εμβαδόν    
  παράπλευρης  ​​Ε​ π​​​ 75,36​c ​m​​ 2​​ 50,24​c ​m​​ 2​​

  Ολικό εμβαδόν  ​​Ε​ ολ​​​

6

  Συμπλήρωσε τον παρακάτω πίνακα:

Ακτίνα Σφαίρας (cm) 1 π
Διάμετρος Σφαίρας (cm) 4

Εμβαδόν Επιφάνειας (​​cm​​ 2​​) 400π 314

7

  Δύο σφαίρες έχουν ακτίνες 6cm και 8cm αντίστοιχα. Υπολόγισε: 

	α) το εμβαδόν της επιφάνειας κάθε σφαίρας.

	 β) την ακτίνα μιας τρίτης σφαίρας που έχει το ίδιο εμβαδόν με το άθροισμα των εμβαδών των δύο 
σφαιρών.

8

 Ένας κώνος και μια σφαίρα έχουν ίδια ακτίνα α, και ο κώνος έχει γενέτειρα λ = α. Ποιοι είναι οι 
τύποι που περιγράφουν το ολικό εμβαδό κάθε στερεού; 

Αν διπλασιάσουμε την τιμή του α, πως μεταβάλλονται οι τύποι των εμβαδών των σχημάτων;

9

	Μια σφαιρική μπάλα παγωτό με ακτίνα 3 cm στηρίζεται από έναν κώνο με ύψος 10 cm και ακτί-
να βάσης 3 cm. Υπολόγισε το συνολικό εμβαδόν της επιφάνειας του παγωτού. (Υποθέτουμε ότι 
πάνω στο χωνάκι στέκεται μισή μπάλα παγωτό).

10

  Ένα εργοστάσιο παράγει κυλινδρικά δοχεία για φαγητό, με ακτίνα βάσης 5 cm και ύψος 12 cm. 
Τα δοχεία καλύπτονται με μια λεπτή πλαστική επικάλυψη. Το κόστος της πλαστικής επικάλυψης 
είναι 0,02€ ανά τετραγωνικό εκατοστό. Υπολόγισε:

	 α) το συνολικό εμβαδόν της επιφάνειας ενός δοχείου.

	 β) το κόστος για την πλαστική επικάλυψη ενός δοχείου.

11
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  Βρες το εμβαδόν της ολικής επιφάνειας του κώνου.12

  Η καλύβα αποτελείται από ένα κυλινδρικό και ένα κωνικό μέρος. Έχει διάμετρο 6m, συνολικό 
ύψος 4m και το ύψος της στέγης είναι 1m. Πόσα τετραγωνικά μέτρα συμπιεσμένο ξύλο θα χρεια-
στούμε για να την χτίσουμε;

 

13
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Ανακεφαλαίωση (Εμβαδόν)

Στερεό Εμβαδόν παράπλευρης επιφάνειας Ολικό εμβαδόν

(Ορθό) Πρίσμα     ​​Ε​ π​​  = ​ (περίμετρος βάσης)​ ⋅ ​(ύψος)​​      ​​Ε​ ολ​​  = ​ Ε​ π​​ + 2 ⋅ ​Ε​ β​​​

Πυραμίδα     ​​Ε​ π​​  = ​ Ε​ τριγώνων​​​      ​​Ε​ ολ​​  = ​ Ε​ π​​ + ​Ε​ β​​​

Κανονική πυραμίδα     ​​Ε​ π​​  = ​  1 _ 2 ​ ⋅ ​(περίμετρος βάσης)​ ⋅ ​(απόστημα)​​      ​​Ε​ ολ​​  = ​ Ε​ π​​ + ​Ε​ β​​​

Στερεό Εμβαδόν παράπλευρης επιφάνειας Ολικό εμβαδόν

Κύλινδρος ​​Ε​ π​​  =  2πρ ⋅ υ​ ​​Ε​ ολ​​  =  2πρ ⋅ υ + 2 ⋅ π ​ρ​​ 2​​

Κώνος ​​Ε​ π​​  =  πρλ​ ​​Ε​ ολ​​  =  πρλ + π ​ρ​​ 2​​

Σφαίρα –
​​Ε​ σφ​​  =  4π ​ρ​​ 2​​

Αυτοαξιολόγηση (Εμβαδόν)
Α. Ποιες είναι οι διαστάσεις του «κομμένου» κομματιού;  Πώς αλλάζει η επιφάνεια του αρχικού σχήματος 
αφού κόψουμε το κομμάτι; 

Β. Στο σχήμα φαίνεται ένα μεταλλικό κυλινδρικό δοχείο. Με την ίδια ποσότητα μετάλλου φτιάχνουμε μια 
σφαίρα ακτίνας ρ, ώστε η σφαίρα και ο κύλινδρος να έχουν την ίδια επιφάνεια. Βρες την ακτίνα της σφαίρας 
ρ συναρτήσει του x.

   Σε αυτό το σημείο, θα πρέπει να είσαι σε θέση να ικανοποιείς όλους τους προσδοκώμενους μαθησιακούς στόχους. Γύρνα στην αρχή 
της θεματικής ενότητας και σημείωσε       στα αντίστοιχα σημεία. Υπάρχουν στόχοι που αισθάνεσαι ότι δεν έχεις ικανοποιήσει πλήρως; 
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  �Υπολογίζω τον όγκο του κύβου και 
του ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου 
επιλέγοντας την κατάλληλη μονάδα 
μέτρησης.

  �Συσχετίζω τον όγκο ορθογωνίου πα-
ραλληλεπιπέδου και κυλίνδρου, κα-
θώς και πρίσματος και πυραμίδας, 
με την ίδια βάση και το ίδιο ύψος με 
εμπειρικούς τρόπους.

  �Συσχετίζω τον όγκο κυλίνδρου και κώ-
νου με την ίδια βάση και το ίδιο ύψος 
με εμπειρικούς τρόπους. 

  �Επιλύω προβλήματα υπολογισμού 
του όγκου σύνθετων στερεών σχημά-
των αναπτύσσοντας ποικιλία μεθό-
δων και στρατηγικών.

6.1: Όγκος στερεών (ορθών πρισμάτων, 
πυραμίδας).

6.2: Όγκος στερεών (κυλίνδρου, κώνου, 
σφαίρας).

+ Ανακεφαλαίωση / Αυτοαξιολόγηση

ΟΓΚΟΣ Β.6

Στην ενότητα αυτή θα εξετάσουμε τον υπολογισμό του όγκου γεωμετρικών στερεών όπως 
κύβοι, παραλληλεπίπεδα, πυραμίδες, κύλινδροι, κώνοι και σφαίρες. Θα ανακαλύψουμε 
πώς ο όγκος συνδέεται με τις διαστάσεις και τις ιδιότητες κάθε στερεού και πώς μπορούμε 
να επιλύουμε προβλήματα που σχετίζονται με πραγματικές καταστάσεις. 

Είσαι έτοιμος/η να κατανοήσεις πώς οι έννοιες του όγκου εφαρμόζονται στην καθημερινή 
ζωή, από τον σχεδιασμό μέχρι και την κατασκευή αντικειμένων;
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Παρατήρησε τα παρακάτω σχήματα και υπολόγισε πόσα μικρά κυβάκια περι-
λαμβάνονται σε κάθε μεγάλο κύβο.

                

 

H έννοια του όγκου
Θεωρούμε έναν κύβο με ακμή μήκους μίας μονάδας. Όγκος  
ενός στερεού με μονάδα μέτρησης τον κύβο, λέγεται ο θετικός  
αριθμός που δηλώνει με πόσες επαναλήψεις του κύβου ή μέρος  
αυτού σχηματίζεται το στερεό. 

Ο όγκος ενός στερεού σώματος εκφράζει τον χώρο 
που αυτό καταλαμβάνει.

		

Μονάδες μέτρησης όγκου

1 κυβικό μέτρο 1 ​​m​​ 3​​ όγκος κύβου ακμής 1m

1 κυβικό δεκατόμετρο ή λίτρο (L) 1 ​d ​m​​ 3​​ όγκος κύβου ακμής 1dm

1 κυβικό εκατοστόμετρο ή χιλιοστόλιτρο (ml) 1 ​c ​m​​ 3​​ όγκος κύβου ακμής 1cm

1 κυβικό χιλιοστόμετρο 1 ​m ​m​​ 3​​ όγκος κύβου ακμής 1mm

Για τη μέτρηση όγκου των υγρών χρησιμοποιούμε συνήθως το λίτρο (​1 L  =  1 d ​m​​ 3​​) ή το χιλιοστόλιτρο               
(​1 ml  =  1 c ​m​​ 3​​). Ένα λίτρο (1 L) νερό έχει μάζα περίπου ένα κιλό (1 kg).

6.1 |  Όγκος στερεών (ορθών πρισμάτων, πυραμίδας).

Αντιλαμβάνομαι

με προσομοίωση
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Μετατροπές

•	 Ένα κυβικό μέτρο χωρίζεται σε 1.000 τετράγωνα πλευράς 1dm. 	 Άρα ​1  ​m​​ 3​  =  1 . 000d ​m​​ 3​​

•	 Ένα κυβικό δεκατόμετρο χωρίζεται σε 1.000 τετράγωνα πλευράς 1cm.	 Άρα ​1 d ​m​​ 3​  =  1 . 000c ​m​​ 3​​.

•	 Ένα κυβικό εκατοστόμετρο χωρίζεται σε 1.000 τετράγωνα πλευράς 1mm.	Άρα ​1 c ​m​​ 3​  =  1.000m ​m​​ 3​​.

Συνεπώς ισχύει ότι:

1 ​​m​​ 3​​ = 1.000 ​d ​m​​ 3​​ = 1.000.000 ​c ​m​​ 3​​ = 1.000.000.000 ​m ​m​​ 3​​

1 ​d ​m​​ 3​​ = 1.000 ​c ​m​​ 3​​ = 1.000.000 ​m ​m​​ 3​​

1 ​c ​m​​ 3​​ = 1.000 ​m ​m​​ 3​​

•	 ​1 L  =  1 . 000ml​.

Και αντίστροφα:

1 ​m ​m​​ 3​​ = 0,001 ​c ​m​​ 3​​ = 0,000 001 ​d ​m​​ 3​​ = 0,000 000 001 ​​m​​ 3​​

1 ​c ​m​​ 3​​ = 0,001 ​d ​m​​ 3​​ = 0,000 001 ​​m​​ 3​​

1 ​d ​m​​ 3​​ = 0,001 ​​m​​ 3​​

•	 ​1 ml  =  0, 001 L​.
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​1  ​m​​ 3​​

1 κυβικό μέτρο.
​1 L  =  1 d ​m​​ 3​​

1 κυβικό δεκατόμετρο 
ή λίτρο.

1​c ​m​​ 3​​

1 κυβικό εκα-
τοστόμετρο.

1 ​m ​m​​ 3​​

1 κόκκος ζάχαρης εί-
ναι περίπου 1 κυβικό 

χιλιοστόμετρο.

Όγκος πρίσματος

Ο όγκος ενός πρίσματος ισούται με το γινόμενο του εμβαδού της βάσης του επί το ύψος, 
δηλαδή:

​V  = ​ (Εμβαδόν βάσης)​ ⋅ ​(ύψος)​​

Παράδειγμα: 	  Να υπολογίσετε τον όγκο του πρίσματος:

Λύση:
Το τρίγωνο ΑΒΓ είναι βάση του πρίσματος και έχει εμβαδόν:

​​(ΑΒΓ)​  = ​  1 _ 2 ​ ⋅ 5 ⋅ 12  =  30c ​m​​ 2​​.

Άρα ο όγκος του πρίσματος είναι:

	​ V  = ​ (Εμβαδόν βάσης)​ ⋅ ​(ύψος)​ =
	 = 30 ⋅ 20  =  600c ​m​​ 3​ .​

Αντιλαμβάνομαι

με προσομοίωση
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Όγκος πυραμίδας

Παίρνουμε ένα τριγωνικό πρίσμα και το διαιρούμε σε 
τρεις πυραμίδες με τέτοιον τρόπο, ώστε δύο από αυτές 
να έχουν ως βάσεις τις βάσεις του πρίσματος και ύψος το 
ύψος του πρίσματος. Αποδεικνύεται ότι οι τρεις πυραμίδες 
έχουν τον ίδιο όγκο. 

Με τον τρόπο αυτόν καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι:

Ο όγκος πυραμίδας ισούται με το ένα τρίτο του όγκου πρίσματος που έχει την ίδια βάση 
και το ίδιο ύψος.

​V  = ​  1 _ 3 ​ ⋅ ​(Εμβαδόν βάσης)​ ⋅ ​(ύψος)​​

Παράδειγμα: 	 Να υπολογίσετε τον όγκο της παρακάτω πυραμίδας η βάση της οποίας είναι ορθογώνιο:

Λύση: Η βάση της πυραμίδας είναι το ορθογώνιο ΒΓΔΕ που έχει εμβαδόν:

​​(ΒΓΔΕ)​  =  4 ⋅ 5  =  20c ​m​​ 2​​.

Άρα ο όγκος της πυραμίδας είναι:

	​ V  = ​  1 _ 3 ​ ⋅ ​(Εμβαδόν βάσης)​ ⋅ ​(ύψος)​ =
	 = ​ 1 _ 3 ​ ⋅ 20 ⋅ 6  =  40c ​m​​ 3​ .​

Συνοπτικά:

Στερεό Όγκος

Πρίσμα ​V  = ​ (Εμβαδόν βάσης)​ ⋅ ​(ύψος)​​

Πυραμίδα
​
V  = ​  1 _ 3 ​ ⋅ ​(Εμβαδόν βάσης)​ ⋅ ​(ύψος)​​

Αντιλαμβάνομαι

με προσομοίωση
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1. Να βρείτε τον όγκο κύβου πλευράς ​α  =  2cm​.		

Λύση:
Ο όγκος κύβου πλευράς α δίνεται από τον τύπο:  ​V  = ​ α​​ 3​​.

Άρα ο όγκος κύβου πλευράς ​α  =  2cm​ είναι ​V  = ​ 2​​ 3​  =  8 ​cm​​ 3​​  

2. Να βρείτε τον όγκο ενός ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου με διαστάσεις  ​α  =  3cm​, ​β  =  4cm​ και ​
γ  =  5cm​.	

Λύση:
Ο όγκος ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου με μήκος α, πλάτος β και ύψος γ δίνεται από τον τύπο:  

​Όγκος  = ​ (μήκος)​ ⋅ ​(πλάτος)​ ⋅ ​(ύψος)​​  ή  ​V  =  α ⋅ β ⋅ γ​.

Άρα ο όγκος του στερεού είναι:  ​V  =  3 ⋅ 4 ⋅ 5  =  60 ​cm​​ 3​​.  

3. Δίνεται το ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο του διπλανού σχήματος. Να εξετάσετε αν οι πυραμίδες 
ΑΒΓΔΕ και ΑΕΘΔΗ έχουν τον ίδιο όγκο.

Λύση:

Γνωρίζουμε ότι ο όγκος πυραμίδας ισούται με το ένα τρίτο του όγκου πρίσματος που έχει την ίδια βάση 

και το ίδιο ύψος, άρα οι πυραμίδες ΑΒΓΔΕ και ΑΕΘΔΗ έχουν τον ίδιο όγκο που είναι ίσος με το ​​ 1 _ 3 ​​ του 

όγκου του παραλληλεπιπέδου:

​V  = ​  1 _ 3 ​ ⋅ ​(Εμβαδόν βάσης)​ ⋅ ​(ύψος)​  = ​  1 _ 3 ​ ⋅ αβγ​.
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	Μετάτρεψε τα παρακάτω μεγέθη στη μονάδα που δίνεται:

	α) ​213 m​​ 3​​  = .....................dm​​ 3​​           β) 7.569.000​​mm​​ 3​​ = .....................m​​ 3​​	
	 γ) 12,7 ​​dm​​ 3​​  = .....................cm​​ 3​​         δ) 15 Lt   = .....................ml	
	 ε) 3.896.700 ml = .....................m​​ 3​​     στ) 0,15 m​​ 3​​ = .....................m​​m 3​​	
	

1

	α) Ένα δοχείο έχει όγκο 2,5 κυβικά μέτρα. Να εκφράσεις τον όγκο σε κυβικά εκατοστά και σε λίτρα.

	β) Ένα ενυδρείο έχει όγκο 800 λίτρα. Να εκφράσεις τον όγκο σε κυβικά μέτρα και σε κυβικά          
χιλιοστά.

2

 Υπολόγισε τον όγκο στα παρακάτω στερεά αν κάθε μικρός κύβος είναι 1​​cm​​ 3​​.3
	 α)		  β)

	 γ)		  δ)

	 ε)		  στ)

Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα
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  Υπολόγισε τον όγκο στα παρακάτω ορθά πρίσματα:4

	Ένας κύβος έχει όγκο 27 ​​m​​ 3​​. Βρες το μήκος της ακμής του κύβου.5

 Βρες την ακμή ενός κύβου που έχει όγκο ίσο με τον όγκο του παρακάτω σχήματος:6

	Μια κανονική πυραμίδα έχει βάση τετράγωνο πλευράς 6cm και ύψος 4cm. Βρες την ολική επι-
φάνεια και τον όγκο της πυραμίδας.

7

	 α)		  β)

	 γ)		  δ)

	 ε)		  στ)
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  Η μεγαλύτερη και πιο διάσημη πυραμίδα στον κόσμο είναι η πυραμίδα του Χέοπα (ή Χούφου). 
Είναι το παλαιότερο από τα επτά θαύματα του αρχαίου κόσμου. Έχει ύψος 146,60 m και τέλεια 
τετράγωνη βάση με πλευρά 230,35 m , προκαλεί δε εντύπωση στους σύγχρονους ερευνητές για 

τα δεδομένα της εποχής της κατασκευής της. Για την αποπεράτωσή της χρειάστηκαν 30 χρόνια δου-
λειάς από 100.000 εργάτες-δούλους, πολλοί από τους οποίους πέθαναν κατά τη διάρκεια κατασκευ-
ής της. 

Μπορείς να βρεις τον όγκο που καταλαμβάνει η πυραμίδα του Χέοπα;

8

  Ένα ενυδρείο είναι γεμάτο κατά το ένα τρίτο, όπως φαίνεται και την εικόνα. Βρες πόσα λίτρα 
νερό απαιτούνται για να γεμίσουμε όλο το ενυδρείο.

9

  O όγκος του κεριού Α ισούται με τα ​​ 2 _ 5 ​​ του όγκου του κεριού Β. Ποιο είναι το ύψος του κεριού Α, 
αν η επιφάνεια της βάσης του είναι ​32 ​cm​​ 2​​

10

  Θέλουμε να χτίσουμε το παρακάτω ξύλινο σπιτάκι για πουλιά. Ο συνολικός όγκος του είναι ​
7200 ​cm​​ 3​​. 

α) Ποιο είναι το μήκος του;

β) Πόση είναι η συνολική του επιφάνεια (δεν λαμβάνουμε υπόψιν την κυκλική είσοδο του πτηνού);

11
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Πάνω σε ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο τοποθετούμε 
πυραμίδα ύψους 5cm, όπως φαίνεται στο διπλανό σχή-
μα. Yπολόγισε τον συνολικό όγκο του στερεού.

12

  
Σε ένα κύβο ακμής 6cm αποκόπτουμε μία γωνία του, όπως 
φαίνεται στο διπλανό σχήμα. Αν ​AM  =  BΛ  =  ΓΚ  =  3cm.
Βρες τον όγκο του στερεού που απομένει.

13

Αντιλαμβάνομαι

με προσομοίωση

Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα
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Έχεις στη διάθεσή σου δυο φύλλα χαρτί Α4. 
Χρησιμοποίησε τα δυο φύλλα για να δημιουρ-
γήσεις δυο κυλίνδρους με διαφορετικές σε μέ-
γεθος νοητές βάσεις.

Ποιος από τους δυο κυλίνδρους έχει το μεγα-
λύτερο όγκο;

 

Όγκος κυλίνδρου 

Ο όγκος ενός κυλίνδρου ακτίνας ρ ισούται με το γινόμενο του εμβαδού της βάσης του επί 
το ύψος, δηλαδή

​V  = ​ (Εμβαδόν βάσης)​ ⋅ ​(ύψος)​​     ή
​V  =  π ​ρ​​ 2​ ⋅ υ​

Παράδειγμα: 	  Να υπολογιστεί ο όγκος κυλίνδρου με ακτίνα βάσης 5m και ύψος 4m.

Λύση:
•	 To εμβαδόν της βάσης του κυλίνδρου είναι:

​​Ε​ β​​  =  π ​ρ​​ 2​  =  π ⋅ ​5​​ 2​  =  25π c ​m​​ 2​ .​

•	 Ο όγκος του κυλίνδρου είναι: 

​V  = ​ E​ β​​ ⋅ υ  =  25π ⋅ 4  =  100π c ​m​​ 3​​.

   Αν πάρουμε το  ​π  =  3, 14​, τότε:   ​V  =  100 ⋅ 3, 14  =  314c ​m​​ 3​​.

6.2 |  Όγκος στερεών (κυλίνδρου, κώνου, σφαίρας).

Αντιλαμβάνομαι

με προσομοίωση
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Όγκος κώνου
Ο όγκος ενός κώνου ισούται με το ένα τρίτο του όγκου κυλίνδρου που έχει την ίδια βάση 
και το ίδιο ύψος.

​V  = ​  1 _ 3 ​​ ⋅ ​(Εμβαδόν βάσης)​ ⋅ ​(ύψος)​​     ή

​V  = ​  1 _ 3 ​ ⋅ π ​ρ​​ 2​ ⋅ υ​

Παράδειγμα: 	   Βρείτε τον όγκο του κώνου με ακτίνα βάσης						    
		   ​ρ  =  3cm​ και ύψος  ​υ  =  4cm​.

Λύση:
•	 To εμβαδόν της βάσης του κώνου είναι:

		​​  Ε​ β​​  =  π ​ρ​​ 2​  =  π ⋅ ​3​​ 2​  =  9π c ​m​​ 2​ .​

•	 Ο όγκος του κώνου είναι: 

		​  V  = ​  1 _ 3 ​ ​E​ β​​ ⋅ υ  = ​  1 _ 3 ​ ⋅ 9π ⋅ 4  =  12π c ​m​​ 3​​.

 Αν πάρουμε το  ​π  =  3, 14​, τότε:   ​V  =  12 ⋅ 3, 14  =  37, 68c ​m​​ 3​​.

		

Όγκος σφαίρας

Ο όγκος σφαίρας ακτίνας ρ δίνεται από τον τύπο:

​V  = ​  4 _ 3 ​ π ​ρ​​ 3​​

Ήξερες ότι:
Από όλα τα σχήματα, η σφαίρα έχει τη μικρότερη επιφάνεια για συγκεκριμένο όγκο. 
Αν παρατηρήσουμε ένα μπαλόνι, θα διαπιστώσουμε ότι αυτό θα προσπαθήσει να 
πάρει τη μορφή μίας σφαίρας, για να συγκρατήσει τον μέγιστο όγκο αέρα στη μι-
κρότερη δυνατή επιφάνεια.

Αντιλαμβάνομαι

με προσομοίωση

Αντιλαμβάνομαι

με προσομοίωση
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To σχήμα της σφαίρας είναι πολύ συνηθισμένο στην φύση, χάρη στην ικανότητα 
που συζητήσαμε προηγουμένως. Κάποια παραδείγματα που συναντάμε είναι οι 
φούσκες και οι σταγόνες νερού. Πού αλλού συναντάμε  αντίστοιχα σχήματα;

Συνοπτικά:

Στερεό Όγκος

Κύλινδρος ​V  = ​ (Εμβαδόν βάσης)​ ⋅ ​(ύψος)​​  ή V  =  π ​ρ​​ 2​ ⋅ υ​

Κώνος
​
V  = ​  1 _ 3 ​​ ⋅ ​(Εμβαδόν βάσης)​ ⋅ ​(ύψος)​​ ή V  = ​  1 _ 3 ​ ⋅ π ​ρ​​ 2​ ⋅ υ

Σφαίρα ​V  = ​  4 _ 3 ​ π ​ρ​​ 3​ 

1. Να αποδείξετε ότι ο όγκος ενός κυλίνδρου ισούται με τον όγκο ενός κώνου και μίας σφαίρας, αν 
υποθέσουμε ότι ο κώνος και η σφαίρα εγγράφονται ακριβώς μέσα στον κύλινδρο.	

ρ

ρ

ρ

ρ
ρ

ρ

Λύση:
Ο κύλινδρος έχει ακτίνα βάσης ρ και ύψος 2ρ (γιατί εγγράφεται σε αυτόν η σφαίρα). Ο όγκος του κυ-
λίνδρου είναι:

​​V​ κυλίνδρου​​  =  π ​ρ​​ 2​ ⋅ υ  =  π ​ρ​​ 2​ ⋅ 2ρ  =  2π ​ρ​​ 3​​

Ο κώνος έχει ακτίνα βάσης ρ και ύψος 2ρ (γιατί εγγράφεται στον κύλινδρο). Ο όγκος του κώνου εί-
ναι:	

​​V​ κώνου​​  = ​  1 _ 3 ​ ⋅ π ​ρ​​ 2​ ⋅ υ  = ​  1 _ 3 ​ ⋅ π ​ρ​​ 2​ ⋅ 2ρ  = ​  2 _ 3 ​ ⋅ π ​ρ​​ 3​​

Η σφαίρα έχει ακτίνα ρ και όγκο: 	​​V​ σφαίρας​​  = ​  4 _ 3 ​ π ​ρ​​ 3​​
Άρα:   

​​V​ κώνου​​ + ​V​ σφαίρας​​  = ​  2 _ 3 ​ ⋅ π ​ρ​​ 3​ + ​ 4 _ 3 ​ π ​ρ​​ 3​  =  2π ​ρ​​ 3​  = ​ V​ κυλίνδρου​​​

Αντιλαμβάνομαι

με προσομοίωση
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	 Υπολόγισε τον όγκο κυλίνδρου με ακτίνα βάσης ρ = 5cm και ύψος υ = 8cm. 1

	Υπολόγισε τον όγκο κώνου με ακτίνα βάσης ρ = 10cm και ύψος υ = 2cm. 2

 Υπολόγισε τον όγκο σφαίρας διαμέτρου δ = 16cm. 3

Ένα κυλινδρικό ενυδρείο έχει ύψος 60 cm και διάμετρο 40 cm. Η εταιρεία που προμηθεύει τα υλι-
κά χρεώνει 0,05€ ανά τετραγωνικό εκατοστό για το γυαλί του κυλίνδρου και 1€ ανά λίτρο νερού 
που θα τοποθετηθεί στο ενυδρείο. Υπολόγισε το συνολικό κόστος του ενυδρείου.

4

	Υπολόγισε τους όγκους στα παρακάτω σχήματα:

m

m

m
m

m

5

  To ύψος ενός κυλίνδρου είναι όσο το μήκος της βάσης του. Το ύψος του είναι 50,24cm. Υπολό-
γισε την επιφάνεια του κυλίνδρου και τον όγκο του.

6

 Η τεχνητή λίμνη στον κήπο ενός ξενοδοχείου έχει ημισφαιρικό σχήμα και ακτίνα 50m. Πόσα λί-
τρα νερό θα χρειαστούμε για να την γεμίσουμε;

7

Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα
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	Γεμίζουμε έναν κύβο ακμής 20cm με νερό. Η ποσότητα αυτή του νερού μπορεί να χωρέσει σε 
ημισφαιρικό δοχείο ακτίνας 20cm;

8
  Ένα κατάστημα με σοκολατάκια πουλάει τα είδη του σε 3 μορφές: κυλινδρικά, σφαιρικά και κω-
νικά. Αν κάθε σχήμα έχει ακριβώς την ίδια ακτίνα και ύψος ίσο με την ακτίνα σε ποια περίπτωση 
θα κατανάλωνες περισσότερη σοκολάτα;

9

  Λιώνουμε τρεις μεταλλικές σφαίρες με ακτίνες 3, 4 και 5 μέτρα, ώστε να φτιάξουμε μια καινούρ-
για σφαίρα. Ποιο είναι το μήκος της ακτίνας της νέας σφαίρας που προκύπτει;

10

Ο τάφος του Αρχιμήδη λέγεται ότι περιείχε ένα γλυπτό που αναπαρι-
στούσε την αγαπημένη μαθηματική απόδειξη του.

Ο Αρχιμήδης είχε αποδείξει ότι το εμβαδόν και ο όγκος μιας σφαίρας 
είναι τα 2/3 του κλειστού κυλίνδρου που την περιβάλει συμπεριλαμβα-
νομένων και των βάσεων του κυλίνδρου (βλέπε λυμένο παράδειγμα-
σελ.145). 

137 χρόνια μετά τον θάνατό του (75 π.Χ.), ο Ρωμαίος ρήτορας Κικέ-
ρων, έχοντας ακούσει ιστορίες για τον τάφο του Αρχιμήδη, προσπάθη-
σε να τον εντοπίσει αλλά κανένας από τους ντόπιους δεν ήταν σε θέση 
να προσδιορίσει τη θέση του. Τελικά, μάλλον, βρήκε τον τάφο κοντά 
στην Ακραγαντινή πύλη των Συρακουσών, σε παραμελημένη κατά-
σταση και κατάφυτο από θάμνους. Ο Κικέρων διέταξε να καθαρίσουν 
τον τάφο, είδε το σκάλισμα και κατόρθωσε να διαβάσει μερικά από τα 
εδάφια, που είχαν προστεθεί ως επιγραφή.

Μελετώ

το συγκεκριμένο θέμα

	
Ο ...τάφος του Αρχιμήδη

Το εμβαδόν και όγκος μιας σφαίρας 
είναι τα 2/3 του αντίστοιχου κλειστού 
κυλίνδρου που την περιβάλλει. Μια 
σφαίρα και ένας κύλινδρος είχαν τοπο-
θετηθεί στον τάφο του Αρχιμήδη, σύμ-

φωνα με την επιθυμία του
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Ανακεφαλαίωση (Όγκος)

Θυμόμαστε ότι:

Μονάδες μέτρησης όγκου:

1 κυβικό μέτρο 1 ​​m​​ 3​​ όγκος κύβου ακμής 1m

1 κυβικό δεκατόμετρο ή λίτρο (L) 1 ​d ​m​​ 3​​ όγκος κύβου ακμής 1dm

1 κυβικό εκατοστόμετρο ή χιλιοστόλιτρο (ml) 1 ​c ​m​​ 3​​ όγκος κύβου ακμής 1cm

1 κυβικό χιλιοστόμετρο 1 ​m ​m​​ 3​​ όγκος κύβου ακμής 1mm

Οι τύποι για τους υπολογισμούς του όγκου βασικών στερεών σχημάτων φαίνονται παρακάτω:

Στερεό Όγκος

Πρίσμα ​V  = ​ (Εμβαδόν βάσης)​ ⋅ ​(ύψος)​​

Πυραμίδα
​
V  = ​  1 _ 3 ​ ⋅ ​(Εμβαδόν βάσης)​ ⋅ ​(ύψος)​​

Στερεό Όγκος

Κύλινδρος ​V  = ​ (Εμβαδόν βάσης)​ ⋅ ​(ύψος)​​  ή V  =  π ​ρ​​ 2​ ⋅ υ​

Κώνος
​
V  = ​  1 _ 3 ​​ ⋅ ​(Εμβαδόν βάσης)​ ⋅ ​(ύψος)​​ ή V  = ​  1 _ 3 ​ ⋅ π ​ρ​​ 2​ ⋅ υ

Σφαίρα ​V  = ​  4 _ 3 ​ π ​ρ​​ 3​ 
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Αυτοαξιολόγηση (Όγκος)

1. Βρες τον όγκο στο παρακάτω πρίσμα.

2. Υπολόγισε τον όγκο του παρακάτω στερεού σχήματος. ( Όλα τα μεγέθη είναι μετρημένα σε cm.)

3. Μια σφαίρα έχει ακτίνα 16cm. Ένας κύλινδρος έχει ακτίνα 8cm και ύψος x cm. Γνωρίζουμε ότι η συνολική 
επιφάνεια του κυλίνδρου είναι η μισή της επιφάνειας της σφαίρας. 

α) Βρες το x.

β) Βρες τον λόγο του όγκου της σφαίρας προς τον όγκο του  κυλίνδρου.

Αντιλαμβάνομαι

με προσομοίωση

   Σε αυτό το σημείο, θα πρέπει να είσαι σε θέση να ικανοποιείς όλους τους προσδοκώμενους μαθησιακούς στόχους. Γύρνα στην αρχή 
της θεματικής ενότητας και σημείωσε       στα αντίστοιχα σημεία. Υπάρχουν στόχοι που αισθάνεσαι ότι δεν έχεις ικανοποιήσει πλήρως; 









  �Διατυπώνω ερωτήματα που αφορούν το 
ευρύτερο κοινωνικό περιβάλλον και απα-
ντώνται με δεδομένα εκτός του οικείου πε-
ριβάλλοντός τους.

  �Αναγνωρίζω την αναγκαιότητα της χρήσης 
δείγματος και τη διαφορά του από τον πλη-
θυσμό. 

  �Χρησιμοποιώ απλή τυχαία δειγματοληψία 
για την επιλογή ενός αντιπροσωπευτικού 
δείγματος.

  �Αναγνωρίζω τη δυνατότητα επαγωγικής 
εξαγωγής συμπερασμάτων για έναν πλη-
θυσμό από ένα αντιπροσωπευτικό δείγμα. 

  �Αναγνωρίζω τη μεταβλητότητα στατιστικών 
δεικτών μεταξύ δειγμάτων.

1.1: Δείγμα και πληθυσμός, δειγματοληψία 
(απλή τυχαία)

1.2: Αντιπροσωπευτικότητα και εξαγωγή 
συμπερασμάτων/ Μεταβλητότητα μεταξύ 
δειγμάτων

+ Ανακεφαλαίωση / Αυτοαξιολόγηση

ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗ
ΔΕΔΟΜΕΝΩΝ Γ.1

Στην ενότητα αυτή θα αναλύσουμε πώς μπορούμε να συλλέγουμε και να διαχειριζόμαστε δε-
δομένα από τον πραγματικό κόσμο. Θα εξετάσουμε τη διαφορά μεταξύ δείγματος και πλη-
θυσμού, τη σημασία της αντιπροσωπευτικότητας, καθώς και πώς να αναγνωρίζουμε τη 
μεταβλητότητα των αποτελεσμάτων μεταξύ δειγμάτων. Μέσα από παραδείγματα, θα κατα-
νοήσουμε πώς η στατιστική χρησιμοποιείται για τη λήψη αποφάσεων σε διάφορους τομείς 
της καθημερινότητας. 

Είσαι έτοιμος/η να εξερευνήσεις τις μεθόδους με τις οποίες μετατρέπουμε δεδομένα σε χρή-
σιμα συμπεράσματα;
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Τα παρακάτω ερωτήματα είναι ερωτήματα που έχουν προκύψει για διάφορες 
έρευνες που θα γίνουν παγκοσμίως. Σχολίασε τη μέθοδο που προτείνουμε για 
κάθε έρευνα.

1.� 	�Πώς επηρεάζει το εκπαιδευτικό σύστημα παγκοσμίως την απόδοση των μα-
θητών/μαθητριών στα μαθηματικά;

	� Προτείνουμε να μελετήσουμε τις επιδόσεις των  μαθητών/μαθητριών στις γρα-
πτές εξετάσεις S.A.T. στις ΗΠΑ.

2. 	Πώς επηρεάζει η κλιματική αλλαγή την αγροτική παραγωγή;
	� Προτείνουμε να μελετήσουμε τα παγκόσμια στοιχεία παραγωγής αγροτικών 

προϊόντων σε βάθος δεκαετίας.

3. 	�Πώς επηρεάζει το δημόσιο σύστημα υγείας την μετάδοση επιδημικών ασθε-
νειών στην Ευρώπη;

	� Προτείνουμε να μελετήσουμε τις εισαγωγές ασθενών με επιδημική ασθένεια 
στα νοσοκομεία της Ελλάδας και της Πορτογαλίας.

 

Δείγμα και πληθυσμός
Γνωρίζουμε ότι η Στατιστική είναι η επιστήμη που ασχολείται με τη συλλογή, την επεξεργασία και την παρου-
σίαση στατιστικών δεδομένων, με σκοπό την εξαγωγή χρήσιμων συμπερασμάτων για ένα σύνολο.

Το σύνολο των στοιχείων τα οποία μελετάμε ως προς 
κάποιο χαρακτηριστικό τους, λέγεται πληθυσμός.

Παράδειγμα: 	 Εξετάζουμε τους μαθητές ενός Γυμνασίου σχετικά το άθλημα που προτιμούν. 

				�    Ο πληθυσμός της έρευνας είναι όλοι οι μαθητές/τριες του γυμνασίου και το 
χαρακτηριστικό είναι το άθλημα το οποίο προτιμούν.

Η εξέταση κάθε ατόμου ή στοιχείου ενός πληθυσμού λέγεται απογραφή. Επειδή η απογραφή ενός πληθυ-
σμού απαιτεί πολύ χρόνο και είναι μία δαπανηρή διαδικασία, συνήθως επιλέγουμε να εξετάσουμε ένα μέρος 
του πληθυσμού το οποίο λέγεται δείγμα.

Το μέρος του πληθυσμού το οποίο επιλέγουμε να εξετάσουμε ως 
προς κάποιο χαρακτηριστικό του, ονομάζεται δείγμα. Το πλήθος 
των στοιχείων του δείγματος ονομάζεται μέγεθος του δείγματος.

Πληθυσμός Δείγμα
Όλη η ομάδα που μελετάνε οι ερευνητές. Είναι υποσύνολο του πληθυσμού.
Συνήθως είναι πολύ μεγάλος ο όγκος των δεδομένων. Είναι αρκετά μικρότερο από τον πληθυσμό.
Δεν είναι πρακτικό να συλλέξεις δεδομένα από όλο τον 
πληθυσμό.

Είναι πιο πρακτικό να συλλέξεις και να επεξερ-
γαστείς δεδομένα.

Είναι οικονομικά ασύμφορο. Συμφέρει οικονομικά.

1.1 |  Δείγμα και πληθυσμός, δειγματοληψία (απλή τυχαία)
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Δειγματοληψία
Η διαδικασία με την οποία επιλέγεται ένα δείγμα από έναν πληθυσμό ονομάζεται Δειγματοληψία.

Η επιλογή των στοιχείων του δείγματος μέσα από τον πληθυσμό, γίνεται με τέτοιον τρόπο ώστε το δείγμα να 
είναι αντιπροσωπευτικό του πληθυσμού, δηλαδή τα συμπεράσματα που θα προκύψουν για το δείγμα να 
είναι αξιόπιστα ώστε να μπορούν να γενικευτούν σε ολόκληρο τον πληθυσμό.  

Παράδειγμα: � Για να εξετάσουμε πιο άθλημα προτιμούν οι μαθητές/τριες ενός Γυμνασίου ρωτήσαμε 6 
συμμαθήτριες ενός τμήματος. 

Με την επιλογή αυτή, το συμπέρασμα που θα προκύψει δεν θα είναι αντιπροσωπευτικό του πληθυσμού κα-
θώς το μέγεθος του δείγματος είναι πολύ μικρό και τα άτομα είναι φίλες του ίδιου τμήματος, άρα πιθανώς να 
έχουν και την ίδια προτίμηση αθλήματος.

Απλή Τυχαία Δειγματοληψία (ΑΤΔ)
Ένας δίκαιος τρόπος επιλογής ενός δείγματος είναι να επιλεγούν τυχαία τα στοιχεία που το αποτελούν, ώστε 
το δείγμα που θα προκύψει να είναι αντιπροσωπευτικό του πληθυσμού. 

Όταν κάθε στοιχείο ενός πληθυσμού έχει την ίδια πιθανότητα να 
επιλεγεί στο δείγμα, τότε το δείγμα αυτό ονομάζεται τυχαίο δείγμα και 
η δειγματοληψία ονομάζεται απλή τυχαία δειγματοληψία (ΑΤΔ).

Παράδειγμα: � Για να εξετάσουμε ποιο άθλημα προτιμούν οι μαθητές/τριες ενός γυμνασίου επιλέγουμε 
τυχαία 20 από τους 160 συνολικά μαθητές του σχολείου, με την εξής μέθοδο:

•	 Αντιστοιχίζουμε σε κάθε μαθητή/τρια έναν αριθμό από το 1 μέχρι το 160.

•	 Επιλέγουμε τυχαία 20 αριθμούς από τους 160. Αυτό μπορεί να συμβεί με κλήρωση μέσα από μία 
κάλπη στην οποία έχουμε βάλει χαρτάκια με αριθμούς από το 1 έως 160 ή με έναν πίνακα τυχαί-
ων αριθμών ή με μία «Γεννήτρια Τυχαίων Αριθμών» η οποία είναι μία ηλεκτρονική εφαρμογή που 
επιλέγει τυχαίους αριθμούς.

Με τον τρόπο αυτό όλοι οι μαθητές του σχολείου έχουν την ίδια πιθανότητα επιλογής, επομένως η δειγματο-
ληψία είναι απλή και τυχαία.

Η Απλή Τυχαία Δειγματοληψία αποτελεί τη συνηθέστερη μέθοδο δειγματοληψίας και μπορεί να χαρακτηρι-
στεί ως δίκαιη και αντικειμενική καθώς όλα τα άτομα ενός πληθυσμού έχουν ίσες πιθανότητες να επιλε-
γούν, χωρίς κάποια παρέμβαση από την πλευρά του ερευνητή. Αυτό σημαίνει πως ο ερευνητής δε χρησιμο-
ποιεί προσωπικά ή υποκειμενικά κριτήρια για την επιλογή του δείγματος. 
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Σχόλιο: 
Η μέθοδος απλής τυχαίας δειγματοληψίας είναι πολύ αποδοτική:

•	 Σε «ομογενή» πληθυσμό.

•	 Σε μικρούς σχετικά πληθυσμούς.

•	 Για την αρχική φάση μιας μελέτης.

•	 Για να αποκτήσουμε πληροφορίες που μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε σαν δείκτη σε επόμενες 
μελέτες.

•	 Για να διεξάγουμε μελέτες όταν υπάρχει περιορισμένη χρηματοδότηση, χρόνος κ.λπ.

Πίνακας Τυχαίων Αριθμών που αξιοποιείται στην Απλή Τυχαία Δειγματοληψία:

2 6 1 5 0 7 9 9 9 1
6 4 3 9 8 9 1 2 7 3
9 4 8 2 7 2 4 2 1 9
4 1 0 9 0 0 8 5 3 1
0 8 2 3 6 4 1 1 4 0
7 6 3 3 5 9 1 1 8 9
4 4 0 1 7 3 1 3 0 9
4 9 3 8 1 0 2 3 3 0
3 1 2 0 6 5 5 2 9 3
2 4 2 4 9 0 2 2 6 6

1. Ρωτήσαμε τους μαθητές ενός σχολείου, πόσες φορές χρησιμοποίησαν τα μέσα μαζικής μεταφοράς 
την προηγούμενη εβδομάδα. Οι απαντήσεις τους παρουσιάζονται στον παρακάτω πίνακα:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 5 6 2 10 14 4 5 1 6 0
2 7 5 0 4 4 4 6 1 0 0
3 2 0 5 20 0 0 1 0 2 6
4 10 6 4 4 8 11 12 0 4 8
5 14 4 2 15 5 1 0 4 0 8
6 8 2 8 6 9 6 4 1 0 0
7 13 9 8 0 5 8 4 1 0 4
8 4 2 1 2 3 1 8 7 9 4
9 0 2 9 2 8 2 4 8 2 6

10 8 2 1 4 3 6 6 1 0 2

	 α) Ποιος είναι ο πληθυσμός της έρευνας και ποιο το χαρακτηριστικό το οποίο μελετάμε;

	 β) Να επιλέξετε ένα δείγμα 20 δεδομένων με Απλή Τυχαία Δειγματοληψία.  
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Λύση:
α) Ο πληθυσμός της έρευνας είναι οι μαθητές του σχολείου και το χαρακτηριστικό ως προς το οποίο 
μελετάμε τον πληθυσμό είναι πόσες φορές χρησιμοποίησαν τα μέσα μαζικής μεταφοράς την προη-
γούμενη εβδομάδα.

β) Αντιστοιχίζουμε κάθε απάντηση με έναν αριθμό. Σε αυτό θα μας βοηθήσει η αρίθμηση των γραμμών 
και στηλών του πίνακα. Για παράδειγμα:

•	 Αντιστοιχούμε την απάντηση «5» που βρίσκεται στην πρώτη γραμμή και πρώτη στήλη, με 
τον αριθμό 1.

•	 Ο αριθμός 6 που βρίσκεται στην πρώτη γραμμή και στη δεύτερη στήλη, αντιστοιχεί στον 
αριθμό 2, κ.ο.κ.

•	 Ο τελευταίος αριθμός του πίνακα, δηλαδή το «2» αντιστοιχεί στον αριθμό 100.

1ος τρόπος: 
Με τη βοήθεια μίας «Γεννήτριας Τυχαίων Αριθμών» παίρνουμε 20 τυχαίους αριθμούς:

67, 89, 26, 46, 92, 34, 10, 20, 37, 77, 76, 70, 98, 96, 40, 41, 79, 94, 99, 2

οι οποίοι αντιστοιχούν στους χρόνους:

4, 9, 4, 11, 2, 20, 0, 0, 1, 4, 8, 4, 8, 2, 8, 10, 0, 2, 0, 6.

2ος τρόπος: 
Διαλέγουμε 20 τυχαίους διψήφιους αριθμούς από τον Πίνακα Τυχαίων Αριθμών που δίνεται στην 
προηγούμενη σελίδα, με τον εξής τρόπο:

•	 Επιλέγουμε αυθαίρετα έναν αριθμό, π.χ. το 2 που βρίσκεται στην 3η  γραμμή και στην 4η στήλη.

•	 Με αρχή το 2, διαλέγουμε 20 διψήφιους αριθμούς με τη σειρά που εμφανίζονται στον πίνακα:

2 6 1 5 0 7 9 9 9 1
6 4 3 9 8 9 1 2 7 3
9 4 8 2 7 2 4 2 1 9
4 1 0 9 0 0 8 5 3 1
0 8 2 3 6 4 1 1 4 0
7 6 3 3 5 9 1 1 8 9
4 4 0 1 7 3 1 3 0 9
4 9 3 8 1 0 2 3 3 0
3 1 2 0 6 5 5 2 9 3
2 4 2 4 9 0 2 2 6 6

δηλαδή τους αριθμούς:

27, 24, 21, 94, 10, 90, 08, 53, 10, 82, 36, 41, 14, 07, 63, 35, 91, 18, 94, 40.

Παρατηρούμε ότι ο αριθμός 10 εμφανίζεται δύο φορές, επομένως τον διαγράφουμε και επιλέγουμε τον 
επόμενο αριθμό που εμφανίζεται, που είναι το 17:

27, 24, 21, 94, 10, 90, 08, 53, 10, 82, 36, 41, 14, 07, 63, 35, 91, 18, 94, 40, 17.

οι οποίοι αντιστοιχούν στους χρόνους:

6, 4, 7, 2, 0, 6, 1, 2, 2, 0, 10, 10, 5, 8, 0, 0, 1, 2, 8, 5.

Παρατηρήσεις:
1. 	�Η επιλογή των διψήφιων αριθμών από τον πίνακα τυχαίων αριθμών θα μπορούσε να γίνει και κατά 

στήλη ή ακόμη και διαγώνια αλλά και με άλλους τρόπους.

2. 	�Επειδή ο αριθμός 100 είναι τριψήφιος δεν θα μπορούσε να εμφανιστεί με αυτόν τον τρόπο καθώς 
επιλέγουμε μόνο διψήφιους αριθμούς, ωστόσο το πρόβλημα λύνεται αν υποθέσουμε ότι το 00 
αντιστοιχεί στο 100. Έτσι όλοι οι αριθμοί έχουν την ίδια πιθανότητα επιλογής.  
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	Παρακάτω δίνονται οι πληθυσμοί που είναι προς μελέτη. Προσπάθησε να προτείνεις ένα 
αντιπροσωπευτικό δείγμα σε κάθε περίπτωση:

Πληθυσμός Δείγμα
Τραγούδια που συμμετείχαν στην Eurovision
Έλληνες ποδοσφαιριστές εν ενεργεία
Ροκ συγκροτήματα
Μάρκες αυτοκινήτων

1

	Μια έρευνα αγοράς εξετάζει 85 άτομα μιας περιοχής για την κατανάλωση καφέ. Θέλουμε να 
μάθουμε αν οι καταναλωτές είναι διατεθειμένοι να αλλάξουν τον καφέ που πίνουν συνήθως και να 
προτιμήσουν την χωρίς καφείνη εκδοχή. 

	 α. Το δείγμα είναι: 

		  i) Οι κάτοικοι της περιοχής της έρευνας

		  ii) Τα 85 άτομα

		  iii) Οι καταναλωτές καφέ της περιοχής

		  iv) Οι καταναλωτές καφέ παγκοσμίως

	 β. �Επαναλαμβάνουμε την έρευνα αλλά αυτή τη φορά επιλέγουμε 85 γυναίκες, ηλικίας 18-25 
ετών. Κάναμε τυχαία δειγματοληψία;

		�  i) Ναι, γιατί επιλέξαμε τυχαία τις γυναίκες ανάμεσα στις γυναίκες που υπάρχουν σε όλη την 
περιοχή.

		  ii) �Όχι, γιατί εξαρχής αποκλείσαμε όλους τους άντρες και τις γυναίκες 25 και άνω από την 
έρευνα.

2

 Διάλεξε ποιες από τις παρακάτω μεθόδους μπορούν να αξιοποιηθούν 
για μελέτη του πληθυσμού, ενός δείγματος του πληθυσμού ή και των 
δύο:

	 α. Απογραφή πληθυσμού.

	 β. Αρχεία του κράτους.

	 γ. Ερωτηματολόγιο.

	 δ. Άμεση παρατήρηση.

	 ε. Χρήση απομακρυσμένων μέσων (όπως δορυφόροι).

	 στ. Μέσα Κοινωνικής Δικτύωσης.

3
Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα
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	 Γενικά, είναι δύσκολο να ισχυριστούμε ότι όταν επιλέγουμε ένα δείγμα τυχαία από έναν πλη-
θυσμό είναι πάντα αντικειμενική η επιλογή μας. Για παράδειγμα, ένας στατιστικολόγος που έχει 

γενέθλια στις 27 του μήνα, μπορεί να επιλέγει συνειδητά (ή ασυναίσθητα) τον αριθμό 27. Για αυτό 
μπορούμε να αξιοποιήσουμε τις παρακάτω μεθόδους:

«Τυχαία Λοταρία»: Γράφουμε τους αριθμούς σε χαρτάκια ή μπαλάκια, τα τοποθετούμε σε μια κλη-
ρωτίδα και επιλέγουμε τυχαία το δείγμα.

Πίνακας τυχαίων αριθμών: Κάποιοι στατιστικολόγοι έχουν βιβλία με πίνακες που έχουν τυχαίους 
αριθμούς για να εξάγουν το δείγμα τους, όπως είδαμε και παραπάνω.

Online γενέτειρα τυχαίων αριθμών: Υπάρχουν πολλές εφαρμογές που διαλέγουν τυχαία αριθ-
μούς, όπως η https://www.calculatorsoup.com/calculators/statistics/random-number-generator.
php και πολλές άλλες.

Αξιοποίηση της εντολής του Excel: Μέσω του Excel μπορούμε να επιλέξουμε αριθμούς τυ-
χαία χρησιμοποιώντας τον τύπο =RANDBETWEEN. Για παράδειγμα, ένα κελί με την εντολή 
=RANDBETWEEN(2,20) θα επιλέξει έναν αριθμό τυχαία ανάμεσα στο 2 και το 20. 

Από τις παρακάτω 100 παρατηρήσεις για τη βαθμολογία των φοιτητών σε μια εξέταση διάλεξε 
τυχαία 10, αξιοποιώντας κάποια από τις παραπάνω μεθόδους.

2, 1, 8, 3, 2, 1, 5, 6, 4, 8, 4, 3, 6, 8, 8, 9, 4, 2, 10, 10,

6, 5, 8, 10, 5, 9, 1, 8, 4, 8, 7, 8, 6, 8, 8, 8, 2, 6, 8, 3,

8, 4, 6, 3, 3, 9, 9, 7, 8, 3, 2, 3, 5, 4, 4, 4, 6, 9, 8, 8,

2, 8, 5, 7, 6, 10, 4, 1, 10, 8, 6, 9, 6, 9, 7, 2, 10, 2, 9, 8,

7, 6, 8, 4, 8, 7, 4, 9, 8, 9, 5, 1, 4, 4, 9, 9, 5, 9, 5, 6.

4

	Παρακάτω φαίνονται οι βαθμολογίες στις εξετάσεις στο μάθημα της Ιστορίας 500 μαθητών/
τριών Γ’ Λυκείου. Επίλεξε ένα τυχαίο δείγμα 20 μαθητών/τριών και βρες το εύρος και τη μέση τιμή 
της απόδοσης τους.

9, 6, 9, 7, 14, 20, 17, 4, 6, 8, 6, 3, 18, 12, 7, 19, 1, 11, 10, 11, 8, 9, 20, 5, 17, 3, 12, 4, 17, 1, 7, 
3, 15, 17, 11, 6, 9, 18, 6, 16, 1, 8, 1, 15, 4, 3, 10, 2, 6, 4, 9, 15, 9, 16, 18, 7, 2, 6, 3, 9, 1, 1, 9, 
7, 9, 16, 6, 18, 15, 7, 6, 7, 18, 2, 13, 19, 18, 17, 3, 13, 10, 10, 18, 7, 6, 2, 3, 5, 4, 17, 2, 20, 15, 
14, 8, 11, 5, 4, 14, 11, 8, 6, 16, 14, 17, 13, 19, 9, 2, 11, 2, 16, 17, 8, 3, 13, 3, 13, 5, 9, 7, 5, 11, 
13, 20, 6, 14, 18, 5, 3, 1, 14, 12, 16, 5, 5, 20, 4, 17, 6, 19, 20, 4, 8, 9, 20, 18, 6, 5, 14, 7, 8, 5, 
8, 7, 3, 10, 17, 20, 14, 16, 13, 18, 6, 4, 11, 9, 15, 16, 4, 14, 3, 9, 8, 13, 20, 5, 1, 13, 5, 6, 8, 9, 
8, 20, 16, 10, 9, 15, 11, 8, 8, 3, 11, 10, 18, 6, 19, 19, 2, 2, 6, 2, 15, 19, 19, 20, 18, 20, 12, 3, 2, 
2, 5, 7, 6, 13, 17, 8, 1, 10, 19, 13, 5, 7, 18, 14, 11, 11, 5, 14, 16, 16, 7, 18, 5, 4, 1, 18, 1, 14, 15, 
10, 19, 8, 3, 13, 3, 8, 7, 17, 12, 4, 4, 9, 19, 20, 12, 12, 13, 4, 10, 15, 20, 5, 20, 17, 2, 6, 4, 20, 
4, 4, 2, 20, 1, 13, 3, 5, 2, 20, 5, 5, 14, 19, 8, 9, 1, 4, 19, 6, 2, 8, 6, 3, 14, 19, 10, 18, 15, 1, 13, 
15, 20, 16, 7, 2, 2, 7, 19, 5, 8, 17, 16, 6, 5, 13, 6, 19, 6, 17, 9, 5, 13, 18, 1, 19, 11, 17, 9, 5, 12, 
20, 4, 1, 1, 19, 16, 11, 6, 15, 16, 5, 13, 10, 14, 9, 3, 8, 6, 13, 6, 1, 5, 4, 4, 4, 1, 12, 19, 12, 5, 3, 
15, 5, 3, 4, 7, 15, 5, 13, 12, 15, 9, 11, 10, 14, 5, 16, 19, 17, 8, 5, 20, 15, 8, 8, 16, 12, 15, 2, 20, 
14, 9, 3, 14, 15, 6, 2, 4, 12, 7, 8, 17, 11, 18, 2, 6, 17, 18, 15, 9, 17, 5, 20, 19, 14, 14, 8, 14, 15, 
16, 6, 15, 6, 19, 8, 17, 8, 17, 5, 20, 3, 8, 4, 10, 1, 14, 13, 6, 17, 11, 7, 15, 17, 17, 4, 7, 17, 13, 
9, 18, 9, 8, 2, 17, 18, 3, 8, 4, 1, 14, 5, 6, 20, 16, 15, 19, 12, 11, 2, 12, 19, 17, 15, 7, 17, 20, 15, 
13, 8, 14, 6, 3, 18, 10, 3, 12, 1, 17, 4, 4, 2, 10, 6, 18, 19, 10, 17, 7

Σύγκρινε τα αποτελέσματά σου με αυτά των υπόλοιπων παιδιών της τάξης σου.		
Τι παρατηρείς;

5

https://www.calculatorsoup.com/calculators/statistics/random-number-generator.php
https://www.calculatorsoup.com/calculators/statistics/random-number-generator.php
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	Ρωτήσαμε τυχαία 100 άτομα ποια μέρα του χρόνου έχουν γενέθλια. Αντιστοιχίσαμε κάθε μέρα 
ενός έτους με έναν αριθμό: 1 Ιανουαρίου-1, 2 Ιανουαρίου-2, 3 Ιανουαρίου-3, κ.λ.π. Διάλεξε 20 
ημερομηνίες στην τύχη και εξέτασε αν υπάρχουν άτομα που έχουν γεννηθεί την ίδια μέρα. 		

    Τι περιμένεις να βρεις σαν αποτέλεσμα;

204, 19, 90, 6, 119, 5, 56, 85, 265, 250, 47, 145, 156, 318, 197, 30, 27, 86, 241, 188, 36, 49, 
244, 91, 300, 269, 225, 272, 270, 56, 230, 60, 339, 33, 62, 101, 286, 320, 153, 320, 62, 134, 
37, 356, 68, 132, 106, 13, 103, 251, 166, 43, 137, 93, 177, 32, 124, 276, 352, 7, 169, 197, 
229, 168, 10, 198, 89, 169, 96, 288, 193, 284, 193, 50, 213, 156, 11, 147, 91, 191, 121, 151, 
21, 6, 93, 267, 362, 287, 280, 30, 81, 55, 275, 10, 71, 107, 272, 265, 245, 116

6

Η δειγματοληψία είναι μια διαδικασία επιλογής στοιχείων από έναν πληθυσμό για τη συλλογή δεδομένων. 
Υπάρχουν διάφορες μέθοδοι, όπως:

Απλή τυχαία δειγματοληψία: Όλα τα στοιχεία έχουν ίση πιθανότητα επιλογής.

Στρωματοποιημένη δειγματοληψία: Ο πληθυσμός διαιρείται σε στρώματα και επιλέγονται δείγματα από κάθε 
στρώμα.

Κατά συστάδες δειγματοληψία: Ο πληθυσμός διαιρείται σε ομάδες και επιλέγονται τυχαίες ομάδες για μελέτη.

Αυτές οι μέθοδοι χρησιμοποιούνται ανάλογα με τον πληθυσμόκαι τον στόχο της έρευνας.

Μελετώ

το συγκεκριμένο θέμα
	
Είδη δειγματοληψίας
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Σε μια φανταστική χώρα έγινε μια δημοσκόπη-
ση, για να εκτιμηθεί́ το ποσοστό υποστήριξης 
του Προέδρου στις επόμενες εκλογές. Τρεις εκ-
δότες εφημερίδων έκαναν ξεχωριστές εθνικές                        
δημοσκοπήσεις. Τα αποτελέσματα για τις τρεις 
δημοσκοπήσεις των εφημερίδων είναι τα εξής:

•	 Εφημερίδα 1: 37% (η δημοσκόπηση έγινε 
στις 06 Ιανουάριου, σε ένα τυχαίο δείγμα 
2000 αναγνωστών της εφημερίδας)

•	 Εφημερίδα 2: 41% (η δημοσκόπηση έγινε 
στις 20 Ιανουάριου, σε ένα τυχαίο δείγμα 
1000 πολιτών με δικαίωμα ψήφου)

•	 Εφημερίδα 3: 39% (η δημοσκόπηση έγινε 
στις 06 Ιανουάριου, σε ένα τυχαίο δείγμα 
1000 πολιτών με δικαίωμα ψήφου)

Ποιας εφημερίδας τα αποτελέσματα θεωρείτε 
πιο έγκυρη εκτίμηση για το ποσοστό υποστήρι-
ξης του Προέδρου, εάν οι εκλογές γίνουν στις 25 
Ιανουάριου; ( PISA, 2012 )

 

Μέτρα θέσης
Στις προηγούμενες τάξεις μελετήσαμε τα κυριότερα μέτρα θέσης που είναι η μέση τιμή και η διάμεσος, μέσω 
των οποίων εξάγουμε χρήσιμα συμπεράσματα.

Για να υπολογίσουμε τη μέση τιμή ή τον μέσο όρο ενός συνόλου δεδομένων, προσθέτουμε 
τις τιμές όλων των δεδομένων και διαιρούμε το άθροισμά τους με το πλήθος των δεδομένων.

​Μέση τιμή  = ​ 
άθροισμα των δεδομένων

  __________________  πλήθος των δεδομένων ​​

Για να βρούμε τη διάμεσο, αρχικά βάζουμε τα δεδομένα σε αύξουσα σειρά.

•	 Αν το πλήθος των δεδομένων είναι περιττό, τότε η διάμεσος είναι η μεσαία τιμή.

•	 Αν το πλήθος των δεδομένων είναι άρτιο, παίρνουμε ως διάμεσο το μέσο όρο 
των δύο μεσαίων τιμών.

1.2 |  Αντιπροσωπευτικότητα και εξαγωγή συμπερασμά-
των / Μεταβλητότητα μεταξύ δειγμάτων
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Μέτρα μεταβλητότητας
Στις προηγούμενες τάξεις μελετήσαμε επίσης τα κυριότερα μέτρα μεταβλητότητας που είναι το 
εύρος και το ενδοτεταρτημοριακό εύρος. 

Εύρος R = (Μεγαλύτερο δεδομένο) ​−​ (Μικρότερο δεδομένο)

Για να υπολογίσουμε τα τεταρτημόρια αρχικά τοποθετούμε τα δεδομένα σε αύξουσα σειρά.

•	 Το πρώτο τεταρτημόριο (Q1) υπολογίζεται ως διάμεσος του πρώτου μισού του 
συνόλου των δεδομένων.

•	 Το δεύτερο τεταρτημόριο (Q2) αντιστοιχεί στη διάμεσο του δείγματος.  Q2 = δ.

•	 Το τρίτο τεταρτημόριο (Q3) υπολογίζεται ως διάμεσος του δεύτερου μισού του συ-
νόλου των δεδομένων.

Παρατήρηση:  Όταν το πλήθος των παρατηρήσεων είναι περιττός αριθμός, για τον ευκολότερο υπολογι-
σμό των Q1 και Q3 εξαιρούμε από το δείγμα τη διάμεσο και εκτελούμε την παραπάνω διαδικασία.

Το Ενδοτεταρτημοριακό Εύρος (Q) είναι η διαφορά του πρώτου τεταρτημορίου Q1 από το 
τρίτο τεταρτημόριο Q3, δηλαδή:						    

​
Q  = ​ Q​ 3​​ − ​Q​ 1​​​

Περίληψη των πέντε αριθμών
H περίληψη των πέντε αριθμών αποτελείται από το μικρότερο δεδομένο (min), το πρώτο τεταρτημόριο (Q1), 
τη διάμεσο (δ), το τρίτο τεταρτημόριο (Q3) και το μεγαλύτερο δεδομένο (max). 

(min, Q1, δ, Q3, max)

Μεταβλητότητα μεταξύ δειγμάτων
Τα συμπεράσματα που προκύπτουν μέσω της Απλής Τυχαίας Δειγματοληψίας είναι συνήθως αξιόπιστα και 
μπορούν να γενικευτούν σε ολόκληρο τον πληθυσμό. Λέμε ότι το δείγμα που προκύπτει μέσω της Απλής 
Τυχαίας Δειγματοληψίας είναι  αντιπροσωπευτικό του πληθυσμού.

Παράδειγμα: 	� Στο λυμένο παράδειγμα της προηγούμενης παραγράφου (1.1) μελετήσαμε 100 
μαθητές σχετικά με το πόσες φορές χρησιμοποίησαν τα μέσα μαζικής μεταφοράς 
την προηγούμενη εβδομάδα. 

Παρακάτω φαίνονται τα δύο τυχαία δείγματα 20 δεδομένων, που επιλέχθηκαν από πληθυσμό 100 δεδομέ-
νων, με Απλή Τυχαία Δειγματοληψία:

	 1ο δείγμα:	  4, 9, 4, 11, 2, 20, 0, 0, 1, 4, 8, 4, 8, 2, 8, 10, 0, 2, 0, 6.

	 2ο δείγμα:	 6, 4, 7, 2, 0, 6, 1, 2, 2, 0, 10, 10, 5, 8, 0, 0, 1, 2, 8, 5.

Υπολόγισε την περίληψη των πέντε αριθμών των δεδομένων των δύο δειγμάτων.
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Λύση: 
Εκτελώντας τις πράξεις βρίσκουμε:

1ο Δείγμα: 
0,0,0,0,1,2,2,2,4,4,4,4,6,8,8,8,9,10,11,20 

και  ​​δ  = ​  4 + 4 _ 2 ​   =  4​​
Για το Q1: 0,0,0,0,1,2,2,2,4,4 

και ​​​Q​ 1​​  = ​  1 + 2 _ 2 ​   =  1, 5​
Για το Q3: 4,4,6,8,8,8,9,10,11,20

και ​​​Q​ 3​​  = ​  8 + 8 _ 2 ​   =  8​

2ο Δείγμα: 
0,0,0,0,1,1,2,2,2,2,4,5,5.,6,6,7,8,8,10,10

και  ​​δ  = ​  2 + 4 _ 2 ​   =  3​
Για το Q1: 0,0,0,0,1,1,2,2,2,2

και ​​​Q​ 1​​  = ​  1 + 1 _ 2 ​   =  1​​
Για το Q3: 4,5,5,6,6,7,8,8,10,10 

και ​​​Q​ 3​​  = ​  6 + 7 _ 2 ​   =  6, 5​

Συνοπτικά:

1ο δείγμα: 
Min = 0

Q1=1,5

Διάμεσος = 4

Q3 = 8

Max = 20

2ο δείγμα: 
Min = 0

Q1= 1 

Διάμεσος = 3

Q3= 6,5

Max = 10

Παρατηρούμε ότι τα δύο δείγματα δείχνουν διαφορετικά χαρακτηριστικά παρόλο που προέρχονται από 
τον ίδιο πληθυσμό. Τα αποτελέσματα αναδεικνύουν τη σημασία της επιλογής δείγματος και πώς διαφορετικά 
δείγματα μπορούν να δώσουν διαφορετικές πληροφορίες για τον πληθυσμό. Όταν παίρνουμε δείγματα 
από έναν πληθυσμό, κάθε δείγμα αποτελεί ένα κομμάτι του πληθυσμού και μπορεί να περιέχει διαφορετικά 
στοιχεία. Η τυχαία επιλογή μπορεί να οδηγήσει σε διαφορετική μέση τιμή, διάμεσο κ.λπ.

Γενικά: 
Τα διαφορετικά αποτελέσματα είναι αναμενόμενα λόγω της τυχαιότητας που υπάρχει κατά τη δειγματοληψία. 
Αυτές οι διαφορές τονίζουν τη σημασία της δειγματοληψίας και της στατιστικής ανάλυσης, καθώς και το 
γεγονός ότι ένα μόνο δείγμα μπορεί να μην είναι πλήρως αντιπροσωπευτικό του συνολικού πληθυσμού. 
Για να μειωθούν αυτές οι διαφορές θα μάθουμε (σε ανώτερο ακαδημαϊκό επίπεδο) διάφορες τεχνικές που 
αξιοποιούνται από τους ερευνητές.

Σχόλιο: Στις επόμενες ασκήσεις, στους πίνακες παρουσιάζονται και οι σχετικές συχνότητες. Υπενθυμίζουμε ότι για τον 
υπολογισμό της σχετικής συχνότητας μιας τιμής, διαιρούμε τη συχνότητά της με το συνολικό πλήθος των παρατηρήσεων. 
Έπειτα, εκφράζουμε τον αριθμό αυτόν ως ποσοστό (%).
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 �Συχνά, γίνονται μελέτες από φαρμακευτικές εταιρείες για να προσδιορίσουν την αποτελεσματι-
κότητα ενός προγράμματος θεραπείας. Ένα νέο φάρμακο για την κυστική ίνωση είναι υπό μελέ-
τη. Το φάρμακο χορηγείται στους ασθενείς μόλις εμφανιστούν τα πρώτα συμπτώματα. Αυτό που 
καταγράφεται είναι ο μέσος όρος του χρόνου ζωής (σε μήνες) των ασθενών αφού ξεκινήσουν τη 
θεραπεία. Δύο ερευνητές παρακολουθούν κάθε ένας διαφορετικό σύνολο 40 ασθενών με κυστι-
κή ίνωση από την αρχή της θεραπείας μέχρι τον θάνατό τους. Παρακάτω φαίνονται τα δεδομέ-
να που έχουν συλλεχθεί.

Ερευνητής Α:
3, 4, 11, 15, 16, 17, 22, 44, 37, 16, 14, 24, 25, 15, 26, 27, 33, 29, 35, 44, 13, 21, 22, 10, 12, 8, 40, 32, 
26, 27, 31, 34, 29, 17, 8, 24, 18, 47, 33, 34

Ερευνητής Β:
3, 14, 11, 5, 16, 17, 28, 41, 31, 18, 14, 14, 26, 25, 21, 22, 31, 2, 35, 44, 23, 21, 21, 16, 12, 18, 41, 22, 
16, 25, 33, 34, 29, 13, 18, 24, 23, 42, 33, 29

α. Συμπλήρωσε τους πίνακες.

Ερευνητής Α

Διάρκεια Ζωής (σε μήνες) Συχνότητα Σχετική Συχνότητα %
0-6
6-12
12-18
18-24
24-30
30-36
36-42
42-48

Ερευνητής Β

Διάρκεια Ζωής (σε μήνες) Συχνότητα Σχετική Συχνότητα %
0-6
6-12
12-18
18-24
24-30
30-36
36-42
42-48

β. Τι ποσοστό των συμμετεχόντων έχουν διάρκεια ζωής πάνω από 24 μήνες σε κάθε μελέτη;

γ. Βρες την περίληψη 5 αριθμών για τα δεδομένα που αντιστοιχούν σε κάθε ερευνητή. 

δ. Για ποιο λόγο κρίνεις ότι διαφέρουν τα αποτελέσματα των δύο ερευνητών; Περίμενες τα αποτελέ-
σματα των ερευνητών να ταυτίζονται; 

1
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	Δύο καθηγητές ενός σχολείου κατέγραψαν πόσες ώρες αφιερώνουν στο διάβασμα οι μαθητές 
στο σχολείο τους. Ο καθένας εξέτασε ένα δείγμα 50 μαθητών/τριών. 

Καθηγητής Α

Ώρες μελέτης ανά εβδομάδα Συχνότητα Σχετική Συχνότητα
0-2 7
2-4 22%
4-6 7
6-8 9
8-10 10%

10-12

Καθηγητής Β

Ώρες μελέτης ανά εβδομάδα Συχνότητα Σχετική Συχνότητα
0-2 5
2-4 6
4-6
6-8 	 14%
8-10 16%

10-12 9

	 α. �Πόσοι μαθητές/τριες διαβάζουν λιγότερο από 4 ώρες και πόσοι περισσότερο από 8 ώρες σε 
κάθε περίπτωση;

	 β. �Μπορείς να κρίνεις αν οι καθηγητές εξέτασαν ίδια ή διαφορετικά δείγματα;

	 γ. Αρκούν οι πληροφορίες για να βγάλεις συμπέρασμα για την επικρατούσα διάρκεια μελέτης των 
μαθητών/τριών όλης της χώρας; 

2

 Πριν από τις προεδρικές εκλογές του 1936, ένα περιοδικό με τίτλο Literary Digest δημοσίευσε 
τα αποτελέσματα μιας δημοσκόπησης που προέβλεπε ότι ο υποψήφιος των Ρεπουμπλικάνων, 
Άλφ Λάντον, θα κέρδιζε με μεγάλη διαφορά. Το περιοδικό έστειλε ερωτηματολόγια σε περίπου 

10.000.000 ψηφοφόρους. Οι ψηφοφόροι επιλέχθηκαν από τη λίστα συνδρομητών του περιοδικού, 
από καταλόγους αυτοκινήτων και από τηλεφωνικούς καταλόγους. Περίπου 2.300.000 άνθρωποι 
επέστρεψαν τα ερωτηματολόγια συμπληρωμένα.

Κατά την ίδια χρονιά, ο Τζορτζ Γκάλοπ πραγματοποίησε τη δική του δημοσκόπηση με 30.000 ψηφο-
φόρους. Οι ερευνητές του χρησιμοποίησαν μια μέθοδο που ονόμαζαν «δειγματοληψία με ποσοστά» 
για να συγκεντρώσουν απαντήσεις από διάφορα υποσύνολα του πληθυσμού. Η έρευνα του Γκάλοπ 
προέβλεψε για νικητή τον υποψήφιο των Δημοκρατικών Φράνκλιν Ρούζβελτ.

Σκέψου την κατάσταση στις Ηνωμένες Πολιτείες το 1936. Ποια μέθοδος αξιοποίησε πιο «ποι-
οτικό» δείγμα του πληθυσμού; Ποια δημοσκόπηση θεωρείς ότι προέβλεψε σωστά τον νικη-
τή των εκλογών;

3
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 Ανακεφαλαίωση (Διαχείριση Δεδομένων)
A. Θεωρία
Όλα τα στοιχέια τα οποία μελετάμε ως προς κάποιο χαρακτηριστικό τους, λέγεται πληθυσμός.

Το μέρος του πληθυσμού το οποίο επιλέγουμε να εξετάσουμε ως προς κάποιο χαρακτηριστικό του, 
ονομάζεται δείγμα. Το πλήθος των στοιχείων του δείγματος ονομάζεται μέγεθος του δείγματος.

Η διαδικασία με την οποία επιλέγεται ένα δείγμα από έναν πληθυσμό ονομάζεται δειγματοληψία.

Η επιλογή των στοιχείων του δείγματος μέσα από τον πληθυσμό, γίνεται με τέτοιον τρόπο ώστε το δείγμα να 
είναι αντιπροσωπευτικό του πληθυσμού, δηλαδή τα συμπεράσματα που θα προκύψουν για το δείγμα να 
είναι αξιόπιστα ώστε να μπορούν να γενικευτούν σε ολόκληρο τον πληθυσμό.  

Όταν κάθε στοιχείο ενός πληθυσμού έχει την ίδια πιθανότητα να επιλεγεί στο δείγμα, τότε το δείγμα αυτό ονο-
μάζεται τυχαίο δείγμα και η δειγματοληψία ονομάζεται απλή τυχαία δειγματοληψία (ΑΤΔ).

Τα κυριότερα μέτρα θέσης είναι η μέση τιμή και η διάμεσος.

Τα κυριότερα μέτρα μεταβλητότητας είναι το εύρος και το ενδοτεταρτημοριακό εύρος.

Ομαδική δραστηριότητα

Στο Παγκόσμιο Πρωτάθλημα Στίβου το 2003 στο Παρίσι, ο δρομέας Τζ. 
Ντούμοντ αποκλείστηκε μετά από λανθασμένη εκκίνηση στα 100 μέτρα. Ο 
λόγος αποκλεισμού ήταν ότι ο χρόνος αντίδρασής του στο έναυσμα του κριτή 
ήταν πάρα πολύ γρήγορο. Για την ακρίβεια το όριο ήταν 0,1 δευτερόλεπτο κι 
αυτός «αντέδρασε» στα 0,053 δευτερόλεπτα. Μετά τον αγώνα πολλοί δρομείς 
διαμαρτυρήθηκαν για τα όρια στον χρόνο αντίδρασης και διεκδίκησαν να 
αφαιρεθεί εντελώς αυτός ο κανονισμός.

	

Αξιοποίηστε την εφαρμογή στην ιστοσελίδα https://www.arealme.com/reaction-test/en/ για να μετρήσετε τον 
δικό σας χρόνο αντίδρασης. Ο στόχος είναι να βρεθεί ο μαθητής/τρια με τον μικρότερο χρόνο αντίδρασης.

•	 Αρκούν 10 δοκιμές ανά μαθητή/τρια για να έχουμε μια καλή εκτίμηση για τον χρόνο αντίδρασης; 
Στις πόσες δοκιμές περίπου μπορούμε να σταματήσουμε;

•	 Υπάρχουν τιμές που θα πρέπει να εξαιρέσουμε όταν μελετάμε τα αποτελέσματα κάθε συμμαθητή/
τριας μας; Ίσως θα χρειαστεί να εξαιρέσουμε όλες τις τιμές πάνω από 1 sec αλλά μπορούμε να 
κάνουμε το ίδιο και για τους πολύ «μικρούς» χρόνους;

Ποιες «υπό-συγκρίσεις» θα είχε ενδιαφέρον να κάνουμε με τα διαθέσιμα δεδομένα; 

   Σε αυτό το σημείο, θα πρέπει να είσαι σε θέση να ικανοποιείς όλους τους προσδοκώμενους μαθησιακούς στόχους. Γύρνα στην αρχή 
της θεματικής ενότητας και σημείωσε       στα αντίστοιχα σημεία. Υπάρχουν στόχοι που αισθάνεσαι ότι δεν έχεις ικανοποιήσει πλήρως; 

https://www.arealme.com/reaction-test/en/


  �Αναγνωρίζω μέσα από προσομοιώσεις με 
χρήση λογισμικού και εκτελώντας πειρά-
ματα τύχης, ότι η σχετική συχνότητα ενός 
ενδεχομένου πλησιάζει την τιμή της πιθα-
νότητας, όταν έχουμε μεγάλο αριθμό εκτε-
λέσεων του ίδιου πειράματος (Νόμος των 
Μεγάλων Αριθμών)

  �Διερευνώ την ανεξαρτησία ενδεχομένων 
μέσα από την εκτέλεση πειραμάτων τύχης 
και προσομοιώσεων.

1.1: Νόμος των μεγάλων αριθμών

1.2: Ανεξαρτησία ενδεχομένων

+ Ανακεφαλαίωση / Αυτοαξιολόγηση

ΠΕΙΡΑΜΑΤΑ ΤΥΧΗΣ
ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΕΣ Γ.2

Στην ενότητα αυτή θα εξετάσουμε τα πειράματα τύχης και τις πιθανότητες που τα συνοδεύ-
ουν, αξιοποιώντας τον Νόμο των Μεγάλων Αριθμών και την έννοια της ανεξαρτησίας των 
ενδεχομένων. Μέσα από προσομοιώσεις και πειράματα τύχης, θα ανακαλύψουμε πώς η 
σχετική συχνότητα ενός ενδεχομένου πλησιάζει την πιθανότητά του καθώς αυξάνεται ο 
αριθμός των επαναλήψεων. Παράλληλα, θα διερευνήσουμε πώς η ανεξαρτησία επηρεάζει 
τα αποτελέσματα ενός πειράματος. 

Είσαι έτοιμος/η να πειραματιστείς με την τύχη;
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Σε ένα τροχό τύχης (π.χ. www.shodor.org/
interactivate/activities/AdjustableSpinner) 
που είναι χωρισμένος σε 2 (ή περισσό-
τερους κυκλικούς τομείς) με διαφορετικά 
χρώματα θέλουμε να εκτιμήσουμε την πιθα-
νότητα, όταν γυρίσουμε το δείκτη, να πετύ-
χουμε κάποιο συγκεκριμένο χρώμα, π.χ. το 
μπλε. Αρχικά θεωρούμε 2 ίσους κυκλικούς 
τομείς, διαφορετικών χρωμάτων (το ένα εί-
ναι μπλε).
Σημειώστε σε ένα φύλλο εργασίας τις τιμές 
της σχετικής συχνότητας για το μπλε χρώμα 
μετά από 5, 10, 50, 100, 500, 1000, 2000, 
5000 κ.λπ. δοκιμές. Είναι φυσιολογικό που 
η σχετική συχνότητα του μπλε χρώματος 
δεν είναι ακριβώς 50% (ή 0,5); Τι παρατη-
ρείτε, καθώς το πλήθος των δοκιμών μεγα-
λώνει;

Στη συνέχεια χωρίζουμε τον δίσκο σε Ν=6 
ίσους κυκλικούς τομείς, τους οποίους βά-
φουμε με n=3 χρώματα ώστε η πιθανότητα 
εμφάνισης κάθε χρώματος να είναι διαφο-
ρετική. Ποια πιστεύετε ότι είναι η πιθανότη-
τα να πετύχουμε το κάθε χρώμα; 

Με ποιον τρόπο θα μπορούσατε να εκτιμήσετε αυτή την πιθανότητα;

 

Πείραμα τύχης ονομάζεται ένα πείραμα στο οποίο δεν μπορούμε να προβλέψουμε με βε-
βαιότητα το αποτέλεσμά του, όσες φορές και αν το επαναλάβουμε. Π.χ. Ρίψη ζαριού, στρίψι-
μο νομίσματος κ.α.

Όλα τα δυνατά αποτελέσματα ενός πειράματος τύχης αποτελούν τον δειγματικό χώρο του 
πειράματος. Π.χ. Ο δειγματικός χώρος της ρίψης ενός ζαριού είναι 1,2,3,4,5, 6. Ο δειγματικός 
χώρος του στριψίματος ενός νομίσματος είναι Κ, Γ.

Ενδεχόμενο ενός πειράματος τύχης ονομάζεται  ένα σύνολο το οποίο 
περιέχει ένα ή περισσότερα στοιχεία ενός δειγματικού χώρου. 

2.1 |  Νόμος των μεγάλων αριθμών

Αντιλαμβάνομαι

με προσομοίωση
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Κλασικός ορισμός της πιθανότητας
Σε ένα πείραμα τύχης με ισοπίθανα αποτελέσματα, πιθανότητα ενός ενδεχομένου ονομάζεται το πηλίκο του 
πλήθους των επιθυμητών (ευνοϊκών) αποτελεσμάτων προς το πλήθος όλων των δυνατών αποτελεσμάτων.

 ​πιθανότητα   =    ​ 
πλήθος επιθυμητών αποτελεσμάτων

   ______________________________    πλήθος όλων των δυνατών αποτελεσματων ​​ 

Για παράδειγμα η πιθανότητα να φέρουμε «κορώνα» στο στρίψιμο ενός νομίσματος είναι ​​ 1 _ 2 ​  =  0, 5​  ή  50%, 
ενώ η πιθανότητα να φέρουμε 4 στη ρίψη ενός ζαριού είναι ​​ 1 _ 6 ​  =  0, 1​

_
 6​​  ή  περίπου 16,6%.

Νόμος των μεγάλων αριθμών
Όπως είδαμε, η πιθανότητα να φέρουμε «κορώνα» στο στρίψιμο ενός νομίσματος είναι ​​ 1 _ 2 ​  =  0, 5​  ή  50%, 
δηλαδή η αναμενόμενη εμφάνιση «κορώνας» είναι μία στις δύο ρίψεις. Αυτό όμως δεν σημαίνει ότι αν στην 
πρώτη ρίψη έχουμε φέρει «κορώνα» τότε στην επόμενη ρίψη θα φέρουμε απαραίτητα «γράμματα». Ακό-
μη και αν έχουμε φέρει πολλές συνεχόμενες φορές «κορώνα» τότε και πάλι αυτό δεν σημαίνει ότι στην 
επόμενη ρίψη θα φέρουμε «γράμματα» καθώς κάθε ρίψη είναι ένα τυχαίο ανεξάρτητο πείραμα τύχης.

Αν όμως εκτελέσουμε έναν μεγάλο αριθμό ρίψεων του νομίσματος, θα διαπιστώσουμε ότι η σχετική συχνό-
τητα εμφάνισης «κορώνας» πλησιάζει το 50%, όσο δηλαδή και η πιθανότητα του ενδεχομένου «κορώνα».

Νόμος των μεγάλων αριθμών: 
Εάν επαναλάβουμε πολλές φορές το ίδιο πείραμα τύχης, η σχετική συχνότητα εμφάνι-
σης ενός αποτελέσματος τείνει να είναι σταθερή και ίση με την πιθανότητά του.

Παράδειγμα: � Ρίχνουμε ένα νόμισμα και καταγράφουμε τα αποτελέσματα στον παρακάτω πίνακα:

Ρίψεις Συχνότητα εμ-
φάνισης «Κ»

Συχνότητα εμ-
φάνισης «Γ»

Σχετική συχνότητα 
εμφάνισης «Κ»

Σχετική συχνότητα 
εμφάνισης «Γ»

10 6 4 60% 40%
20 11 9 55% 45%
30 14 16 47% 53%
40 18 22 45% 55%
… … … … …

500 254 246 50,8% 49,2%

Παρατηρούμε ότι στις 10 πρώτες ρίψεις «γράμματα» εμφανίζεται με σχετική συχνότητα 40% ενώ στις 500 
ρίψεις, που είναι ένας μεγάλος αριθμός ρίψεων, παρατηρούμε ότι το ποσοστό είναι 49,2%, δηλαδή πλησιά-
ζει (τείνει) το ποσοστό 50% που είναι η πιθανότητα εμφάνισης «γράμματα».

Στο ίδιο συμπέρασμα καταλήγουμε μέσω της γραφικής απεικόνισης των δεδομένων αυτών:
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Στον οριζόντιο άξονα παριστάνεται το πλήθος των ρίψεων (ν) και στον κατακόρυφο άξονα η σχετική συχνό-
τητα εμφάνισης «γράμματα».

	Ρίχνεις ένα αμερόληπτο νόμισμα 100 φορές και φέρνει κορώνα κάθε φορά. Ποια είναι η πιθα-
νότητα να φέρεις γράμματα την 101η φορά;

1

	Σε ένα χωριό, τον προηγούμενο χρόνο, από τα 50 παιδιά που γεννήθηκαν τα 10 ήταν αγόρια 
και τα 40 ήταν κορίτσια.

	 α) Ποιο είναι το ποσοστό γεννήσεων αγοριών;

	� β) Μπορούμε να ισχυριστούμε ότι σε αυτό το χωριό, αν ένα ζευγάρι περιμένει παιδί, τότε είναι πι-
θανότερο να είναι κορίτσι;

2

 α)� Στην περίπτωση που δεν γνωρίζουμε πριν τη γέννηση κάποιο στοιχείο για το φύλο του παι-
διού που πρόκειται να γεννηθεί́, ποια είναι η πιθανότητα το νεογέννητο παιδί́ να είναι αγόρι ή 
κορίτσι;

	 β) �Χρησιμοποιώντας προσομοίωση γεννήσεων, με τη βοήθεια κάποιας ψηφιακής εφαρμογής, 
κατέγραψε τον αριθμό των αγοριών σε 20 σε διαφορετικά σύνολα (δείγματα) των 100 γεννή-
σεων το καθένα. Τι παρατηρείς;

*Μπορείς να αξιοποιήσεις την εφαρμογή www.shodor.org/interactivate/activities/AdjustableSpinner 
ή το CODAP.

	 γ) �Με την ιδία προσομοίωση γεννήσεων, κατέγραψε τη συχνότητα γεννήσεων κοριτσιών σε 10, 
50, 100, 200,.., κτλ., γεννήσεις. Τι παρατηρείς σχετικά με την απάντηση στο πρώτο ερώτημα;

3

Αντιλαμβάνομαι

με προσομοίωση

Αντιλαμβάνομαι

με προσομοίωση

http://www.shodor.org/interactivate/activities/AdjustableSpinner
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 Ο Νίκος έριξε ένα ζάρι 10 φορές και δεν έφερε καμία φορά 6. Έτσι, συμπέρανε ότι η πιθανότητα 
να έρθει 6 είναι μηδενική. Δοκίμασε να ρίξεις κι εσύ το ζάρι 10, 100 και 1.000 φορές αξιοποιώντας 
την εφαρμογή https://rolladie.net ώστε να διερευνήσεις το συμπέρασμα του Νίκου.

4

 Γύρνα τον παρακάτω τροχό (αξιοποιώντας το QR code) 20 φορές και κατέγραψε πόσες φορές 
πέτυχες άρτιο αριθμό. Μπορείς να γενικεύσεις το συμπέρασμα για πολύ μεγάλο αριθμό επανα-
λήψεων;

5

 O τροχός γυρίζει σύμφωνα με το παρακάτω σχήμα. 

	Ποια είναι η πιθανότητα να πετύχουμε μπλε; 

	 Ποια είναι η πιθανότητα να πετύχουμε γκρι ή πορτοκαλί;

Ο δείκτης βρίσκεται στο μπλε

Αριθμός τομέων

Αριθμός περιστροφών

Αριθμός περιστροφών μέχρι τώρα: 0

+1

-1

1

Περιστροφή Νέο πείραμα Εμφάνιση πλαισίου αποτελεσμάτων Ενημέρωση

Μπλε

Ροζ

Γκρι

Πορτοκαλί

Μετά από 50 δοκιμές πήραμε τα παρακάτω αποτελέσματα:

Πλήθος Πειραματικό ποσοστό

Μπλε

Ροζ

Γκρι

Πορτοκαλί

Είναι «πειραγμένος» ο τροχός;

Μετά από 10.000 δοκιμές πήραμε τα παρακάτω αποτελέσματα:
Πλήθος Πειραματικό ποσοστό

Μπλε

Ροζ

Γκρι

Πορτοκαλί

Τι συμπέρασμα μπορούμε να βγάλουμε τώρα με ασφάλεια για τον τροχό;

6

Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα

https://rolladie.net
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 Άνοιξε τα δεδομένα στην εφαρμογή https://codap.concord.org/releases/latest/static/dg/en/cert/
index.html?url=https://concord-consortium.github.io/codap-data/SampleDocs/Mathematics/
Probability/Birthdays/Birthdays.codap# και αφού φτιάξεις το γράφημα που δείχνει τις γεννήσεις 

σε σχέση με τις μέρες, προσπάθησε να εξηγήσεις αν είναι ισοπίθανες οι μέρες γέννησης. Αν όχι, 
πώς εξηγείς το φαινόμενο;

7

Η ιστορία της στατιστικής και της θεωρίας πιθανοτήτων έχει τις ρίζες της στην αρχαιότητα, αλλά η συστηματική 
μαθηματική μελέτη τους ξεκίνησε τον 16ο αιώνα με τον Τζιρόλαμο Καρντάνο.

16ος-17ος αιώνας:

Ο Τζιρόλαμο Καρντάνο ήταν από τους πρώτους που ασχολήθηκαν με την πιθανότητα, καθορίζοντας τις βασι-
κές αρχές. Οι Πιερ ντε Φερμά και Μπλεζ Πασκάλ έθεσαν τα θεμέλια της θεωρίας πιθανοτήτων το 1654. Ο Κρί-
στιαν Χόυχενς παρουσίασε την πρώτη επιστημονική ανάλυση το 1657.

18ος αιώνας:

Ο Γιακόμπ Μπερνούλι ανέπτυξε τη θεωρία των μεγάλων αριθμών και ο Αβραάμ ντε Μουάβρ την κανονική κα-
τανομή το 1718. Ο Ντάνιελ Μπερνούλι εισήγαγε τη θεωρία των σφαλμάτων στην στατιστική ανάλυση.

19ος αιώνας:

Ο Πιερ Σιμόν Λαπλάς και ο Καρλ Φρίντριχ Γκάους ανέπτυξαν περαιτέρω τη θεωρία πιθανοτήτων με τη μέθοδο 
των ελαχίστων τετραγώνων. Ο Άντρει Μάρκοβ εισήγαγε τις μαρκοβιανές αλυσίδες, προσφέροντας πολύτιμες 
γνώσεις στον κλάδο των πιθανοτήτων

20ος αιώνας:

Ο Αντρέι Κολμογκόροφ ανέπτυξε τη μοντέρνα θεωρία πιθανοτήτων, δημιουργώντας το θεμέλιο για τη σύγχρο-
νη στατιστική.

Μελετώ

το συγκεκριμένο θέμα
	
Η Ιστορία των Πιθανοτήτων

https://codap.concord.org/releases/latest/static/dg/en/cert/index.html?url=https://concord-consortium.github.io/codap-data/SampleDocs/Mathematics/Probability/Birthdays/Birthdays.codap#
https://codap.concord.org/releases/latest/static/dg/en/cert/index.html?url=https://concord-consortium.github.io/codap-data/SampleDocs/Mathematics/Probability/Birthdays/Birthdays.codap#
https://codap.concord.org/releases/latest/static/dg/en/cert/index.html?url=https://concord-consortium.github.io/codap-data/SampleDocs/Mathematics/Probability/Birthdays/Birthdays.codap#
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Γνωρίζουμε ότι η πιθανότητα να κερδίσουμε το 
μεγαλύτερο έπαθλο στην λοταρία, δηλαδή να πε-
τύχουμε και τα 6 νούμερα από τα 49 διαθέσιμα εί-
ναι  ​​  1 _ 13.983.816​  =  0,0000000715…​

Κάποιος ισχυρίζεται όμως ότι αν παίζουμε για 50 
χρόνια συνεχόμενα, δηλαδή για 2.600 εβδομά-
δες τότε η πιθανότητα να κερδίσουμε είναι πολύ 
μεγαλύτερη. Δυστυχώς όμως η πιθανότητα πα-
ραμένει αρκετά μικρή, περίπου 0,02%. (Επίσης 
έχουμε ξοδέψει αρκετά χρήματα για να παίζουμε 
κάθε εβδομάδα!)

Η πιθανότητα παραμένει πολύ μικρή γιατί το απο-
τέλεσμα της Λοταρίας κάθε εβδομάδα δεν εξαρ-
τάται από το αποτέλεσμα της προηγούμενης. Για 
αυτό άλλωστε δεν υπάρχουν «τυχεροί» αριθμοί ή 
αριθμοί που κληρώνονται πιο συχνά.

 

Όταν κατά την εκτέλεση ενός πειράματος τύχης εμφανίζεται αποτέλεσμα που περιέχεται σε ένα ενδεχόμενο 
τότε λέμε ότι το ενδεχόμενο αυτό πραγματοποιείται.

Παράδειγμα: � Ρίχνουμε ένα ζάρι και φέρνουμε 6.

		�  Το ενδεχόμενο Α: «Φέρνουμε άρτιο αριθμό» πραγματοποιείται ενώ το ενδεχόμενο Β: «Φέρνουμε 
αριθμό μικρότερο του 3» δεν πραγματοποιείται.

Κατά την εκτέλεση ενός πειράματος τύχης, η πραγματοποίηση ενός ενδεχομένου Α μπορεί να επηρεάσει 
την πιθανότητα πραγματοποίησης ενός ενδεχομένου Β. Στην περίπτωση αυτή τα δύο ενδεχόμενα λέγονται 
εξαρτημένα ενώ αν η πραγματοποίηση του Α δεν επηρεάζει την πιθανότητα πραγματοποίησης του Β τα εν-
δεχόμενα λέγονται ανεξάρτητα.

Δύο ενδεχόμενα Α και Β λέγονται ανεξάρτητα όταν η πραγματοποί-
ηση του Α δεν επηρεάζει την πιθανότητα πραγματοποίησης του Β.

Παράδειγμα: �  Ρίχνουμε με τη σειρά δύο ζάρια και εξετάζουμε τα ενδεχόμενα:

	   Α: «Το πρώτο ζάρι φέρνει 1»

	   Β: «Το δεύτερο ζάρι φέρνει 6» 

Προφανώς τα δύο ενδεχόμενα είναι ανεξάρτητα μεταξύ τους, δηλαδή αν το πρώτο ζάρι φέρει 1 τότε αυτό δεν 
θα επηρεάσει το αποτέλεσμα της ρίψης του δεύτερου ζαριού.

2.2 |  Ανεξαρτησία ενδεχομένων
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Αν όμως εξετάζουμε τα ενδεχόμενα:

	   Γ: «Το πρώτο ζάρι φέρνει 6»

	   Δ: «Το άθροισμα των δύο ζαριών είναι 4»  

θα διαπιστώσουμε ότι αυτά δεν είναι ανεξάρτητα καθώς αν πραγματοποιείται το ένα ενδεχόμενο τότε αυτό 
επηρεάζει την πιθανότητα πραγματοποίησης του άλλου.

Σχόλιο: Δεν πρέπει να μπερδεύουμε τα ανεξάρτητα με τα ασυμβίβαστα ενδεχόμενα. Η διαφορά μεταξύ τους 
είναι πως τα ασυμβίβαστα είναι αυτά που δεν μπορούν να πραγματοποιηθούν ταυτόχρονα ενώ στα ανεξάρ-
τητα η πιθανότητα εμφάνισης του ενός δεν επηρεάζεται από την εμφάνιση του άλλου.

1. Σε μία κάλπη υπάρχουν 2 μαύρες και 2 λευκές μπίλιες. Επιλέγουμε τυχαία δύο μπάλες τη μία μετά 
την άλλη και καταγράφουμε το χρώμα τους. Να εξετάσετε την ανεξαρτησία των ενδεχομένων:

Α: «Η πρώτη μπάλα είναι μαύρη»   και  Β: «Η δεύτερη μπάλα είναι λευκή»

στις παρακάτω περιπτώσεις:

	 α) Όταν επανατοποθετούμε την πρώτη μπάλα πίσω στο κουτί. 

	 β) Όταν δεν επανατοποθετούμε την πρώτη μπάλα στο κουτί.

Λύση:
α) Η πιθανότητα του ενδεχομένου Β: «Η δεύτερη μπάλα είναι λευκή», είναι: 

​P​(B)​  = ​   2 _ 2 + 2 ​  = ​  2 _ 4 ​  =  0, 5​, 

ανεξαρτήτως εάν η πρώτη μπάλα είναι μαύρη ή λευκή διότι αυτή επανατοποθετείται πίσω στο κουτί.

Επομένως τα ενδεχόμενα Α και Β είναι ανεξάρτητα, καθώς η πραγματοποίηση του Α δεν επηρεάζει την 
πιθανότητα πραγματοποίησης του Β. 

β) Αν η πρώτη μπάλα είναι μαύρη και δεν επανατοποθετείται πίσω στο κουτί, τότε η πιθανότητα του εν-
δεχομένου Β: «Η δεύτερη μπάλα είναι λευκή», είναι: 

​P​(B)​  = ​   2 _ 1 + 2 ​  = ​  2 _ 3 ​  =  0, 66​,

ενώ αν η πρώτη μπάλα είναι λευκή, τότε: 

​P​(B)​  = ​   1 _ 2 + 1 ​  = ​  1 _ 3 ​  =  0, 33​.

Επομένως τα ενδεχόμενα Α και Β δεν είναι ανεξάρτητα καθώς η πραγματοποίηση του Α επηρεάζει την 
πιθανότητα πραγματοποίησης του Β. 
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	Ρίχνουμε ένα κέρμα δύο φορές. Ποιο ζευγάρι από τα παρακάτω ενδεχόμενα είναι ανεξάρτητα;

	Α: Η πρώτη ρίψη είναι κορώνα.

	 Β: Τουλάχιστον μια από τις ρίψεις είναι γράμματα

	 Γ: Η δεύτερη ρίψη είναι γράμματα

	 Δ. Τουλάχιστον μία από τις ρίψεις είναι κορώνα

	

Επίλεξε τη σωστη απάντηση:

		  α. Β και Γ

		  β. Γ και Δ

		  γ. Α και Γ

		  δ. Α και Β

1

	Αν τα Α και Β είναι ανεξάρτητα ενδεχόμενα, τότε η πιθανότητα να πραγματοποιηθεί το Α και το 
Β είναι:

	 α. Ρ(Α)+Ρ(Β)

	 β. Ρ(Α), αν Ρ(Α)>Ρ(Β)

	 γ. Ρ(Β), αν Ρ(Α)<Ρ(Β)

	 δ. Ρ(Α) ⋅ Ρ(Β)

2

 Ρίχνουμε ένα ζάρι 2 φορές. 

	α. Η πιθανότητα να φέρουμε 6 στη πρώτη ρίψη είναι ............

	 β. Η πιθανότητα να φέρουμε δύο φορές 5 είναι ............

	 γ. Η πιθανότητα να φέρουμε 6 στη δεύτερη ρίψη είναι ............

3

 Ρίχνουμε ένα κέρμα 4 φορές. 

	α) Ποια είναι η πιθανότητα να φέρουμε 4 συνεχόμενες φορές κορώνα;

	 β) Αν έχουμε φέρει ήδη 3 συνεχόμενες φορές κορώνα, ποια είναι η πιθανότητα να φέρουμε και 
στην 4η ρίψη κορώνα;

4

 Ρίχνουμε ένα κέρμα 3 φορές. 

	α) �Ποια είναι η πιθανότητα να φέρουμε 2 φορές κορώνα και μία φορά γράμματα;

	 β) �Ποια είναι η πιθανότητα να φέρουμε με τη σειρά Κορώνα-Κορώνα-Γράμματα;

5

Εξασκούμαι

σε όσα έμαθα
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 Μια κάλπη περιέχει 5 κόκκινα μπαλάκια, 4 πράσινα μπαλάκια και 1 μπλε μπαλάκι. Τραβάμε ένα 
μπαλάκι χωρίς να το επιστρέψουμε στην κάλπη και έπειτα τραβάμε ένα ακόμη. Είναι ανεξάρτητα 
τα αποτελέσματα των δύο κληρώσεων;

6

 Ρίχνουμε μαζί δύο ζάρια 108 φορές και σημειώνουμε το άθροισμά τους (Μπορείς να αξιοποιή-
σεις την εφαρμογή: https://rolladie.net)

	 α. Ποιο είναι το λιγότερο πιθανό άθροισμα;

	 β. Ποια είναι το περισσότερο πιθανό άθροισμα;

Μπορείς να χρησιμοποιήσεις τα αποτελέσματα σου για να εξηγήσεις γιατί το 7 θεωρείται «τυχερός» 
αριθμός;

7

 Εκτελούμε το παρακάτω πείραμα:

1η φάση:
Διαλέγουμε τυχαία ένα από τα γράμματα:

δ, κ, μ, π

2η φάση:
Διαλέγουμε τυχαία ένα από τα γράμματα:

ε, η, ω

Ποια είναι η πιθανότητα να προκύψει δισύλλαβη λέξη της Ελληνικής Γλώσσας;

8

Το παράδοξο των γενεθλίων είναι ένα κλασικό πρόβλημα πιθανοτήτων που 
δείχνει ότι αυτό που αναμένουμε ως «λογικό» αποτέλεσμα δεν είναι πάντα 
αυτό που προκύπτει από τα μαθηματικά. Σύμφωνα με το παράδοξο, σε μια 
ομάδα 23 ατόμων υπάρχει σχεδόν 50% πιθανότητα τουλάχιστον δύο από 
αυτά να έχουν την ίδια ημερομηνία γέννησης. 

Αν και φαίνεται περίεργο, η εξήγηση είναι απλή: αντί να συγκρίνουμε κάθε 
άτομο με όλες τις πιθανές ημερομηνίες γενεθλίων, συγκρίνουμε κάθε νέο άτο-
μο με όλους τους υπόλοιπους της ομάδας. Οι πιθανοί συνδυασμοί αυξάνο-
νται εκθετικά με κάθε νέο άτομο, οδηγώντας στο περίεργο αυτό αποτέλεσμα. 
Το παράδοξο χρησιμοποιείται συχνά στα μαθηματικά για να αναδείξει τη δια-
φορά ανάμεσα στην αντίληψή μας και στην πραγματική στατιστική ανάλυση.

Μήπως επιβεβαιώνεται το παράδοξο και στη δική σου τάξη; 	Διερεύνησέ το !

Μελετώ

το συγκεκριμένο θέμα

	
Το παράδοξο των γενεθλίων

https://rolladie.net
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 Ανακεφαλαίωση (Πειράματα Τύχης και Πιθανότητες)

Θυμόμαστε:
Πείραμα τύχης ονομάζεται ένα πείραμα στο οποίο δεν μπορούμε να προβλέψουμε με βεβαιότητα το απο-
τέλεσμά του, όσες φορές και αν το επαναλάβουμε. π.χ. ρίψη ζαριού, στρίψιμο νομίσματος κ.α.

Όλα τα δυνατά αποτελέσματα ενός πειράματος τύχης αποτελούν τον δειγματικό χώρο του πειράματος. 

Ενδεχόμενο ενός πειράματος τύχης ονομάζεται ένα σύνολο το οποίο περιέχει ένα ή περισσότερα στοιχεία 
ενός δειγματικού χώρου. 

​πιθανότητα   =    ​ 
πλήθος επιθυμητών αποτελεσμάτων

   ______________________________    πλήθος όλων των δυνατών αποτελεσματων ​​

Νόμος των μεγάλων αριθμών: 
Εάν επαναλάβουμε πολλές φορές το ίδιο πείραμα τύχης, η σχετική συχνότητα εμφάνισης ενός αποτελέσμα-
τος τείνει να είναι σταθερή και ίση με την πιθανότητά του.

Νόμος των μεγάλων αριθμών: 
Εάν επαναλάβουμε πολλές φορές το ίδιο πείραμα τύχης, η συχνότητα εμφάνισης ενός 
αποτελέσματος τείνει να είναι σταθερή και ίση με την πιθανότητά του.

Δύο ενδεχόμενα Α και Β λέγονται ανεξάρτητα όταν η πραγματοποίηση του Α δεν επηρεάζει την πιθανότητα 
πραγματοποίησης του Β.

Α. Η Βελόνα του Μπουφόν ή πώς να εκτιμήσουμε το π ρίχνοντας ένα σπίρτο
Από τα αρχαία χρόνια οι άνθρωποι απολάμβαναν να παίζουν με ρίψη νομισμάτων και να ποντάρουν στο 
αν το νόμισμα θα περάσει ή όχι μια γραμμή. Ο Georges-Louis Leclerc, γνωστός ως Λόρδος του Μπουφόν, 
ασχολήθηκε με αυτό το πείραμα τύχης και μάλιστα «έστησε» ένα δικό το πείραμα, που ονομάστηκε βελόνα 
του Μπουφόν προς τιμή του.

Για να εκτελέσουμε το πείραμα θα χρειαστούμε:

Ένα μικρό ξυλαράκι ή ένα σπίρτο (χωρίς το κεφάλι), με μήκος μικρότερο από 5 cm. 

Ένα φύλλο χαρτί με παράλληλες γραμμές απόστασης 5 cm.

Βήματα:
•	 Μέτρησε ακριβώς την απόσταση των παράλληλων ευθειών.

•	 Μέτρησε ακριβώς το μήκος του σπίρτου.

•	 Βεβαιώσου ότι το χαρτί είναι σε επίπεδη επιφάνεια, χωρίς κλίση.

•	 Ρίξε το σπίρτο πάνω στο χαρτί και σημείωσε τα ενδεχόμενα:

			   Α: δεν ακούμπησε γραμμή

			   Β: ακούμπησε γραμμή

•	 Επανέλαβε τη ρίψη 100 φορές. 
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Συμπλήρωσε τον πίνακα:

Ενδεχόμενο Ποσοστό εμφάνισης
Α
Β

Πώς σχολιάζεις τα αποτελέσματα; Είναι αυτό που περίμενες;

Πώς υπολογίζουμε όμως το π;
Ο Μπουφόν χρησιμοποίησε τα αποτελέσματα του παραπάνω πειράματος για να προσεγγίσει την αξία του 
π. Κατέληξε στον παρακάτω τύπο:

​π  = ​  2λ _ xρ ​​

Όπου λ είναι το μήκος της βελόνας (ή του σπίρτου), x είναι η απόσταση ανάμεσα στις ευθείες και ρ είναι η πι-
θανότητα η βελόνα να ακουμπήσει μια γραμμή (το ενδεχόμενο Β). 

Αυτός ο τύπος «λειτουργεί» και με τα δικά σου δεδομένα. Αν, για παράδειγμα,  έχουμε λ=30, x=40 και ρ=0,48 
τότε για το π παίρνουμε π=3,125. Όσες περισσότερες φορές επαναλάβουμε το πείραμα και κάνουμε ακρι-
βείς μετρήσεις θα παρατηρήσουμε ότι προσεγγίζουμε με μεγαλύτερη ακρίβεια τον αριθμό π.

   Σε αυτό το σημείο, θα πρέπει να είσαι σε θέση να ικανοποιείς όλους τους προσδοκώμενους μαθησιακούς στόχους. Γύρνα στην αρχή 
της θεματικής ενότητας και σημείωσε       στα αντίστοιχα σημεία. Υπάρχουν στόχοι που αισθάνεσαι ότι δεν έχεις ικανοποιήσει πλήρως; 
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Απαντήσεις ασκήσεων / δραστηριοτήτων

Α’ ΘΕΜΑΤΙΚΟ ΠΕΔΙΟ – ΑΛΓΕΒΡΑ
Θεματική Ενότητα 1 – Φυσικοί αριθμοί
1.1 Κλασματική και δεκαδική αναπαράσταση ρητών
1. α) Σ, β) Λ, γ) Σ, δ) Λ, ε) Σ.  2. α)-iv., β)-ii., γ)-i., δ)-iii., ε)-v., στ)-vi.  
3. α) 0,4, β) 0,15, γ) 0,61, δ) 9,08, ε) 0,0001  4. α) 0,8, β) 1,125, γ) 
0,04, δ) 0,65, ε) 4,375.  5. α) ​2,​ 6 ̅ ​​, β) ​0, 2​ 6 ̅ ​​, γ) ​0,​ 8 ̅ ​​, δ) ​0, 3​

_
 18​​, ε) ​0,​

_
 09​​.

6. α) ​​ 25 _ 9 ​​, β) ​​ 8 _ 11 ​​, γ) ​​ 134 _ 99 ​​, δ) ​​ 31 _ 11 ​​, ε) ​​ 221 _ 990 ​​. 7. 

8. α) =, β) =, γ) >, δ) >, ε) <, στ) =, ζ) =, η) <.  
1.2 Άρρητοι αριθμοί – Πραγματικοί αριθμοί – Σύγκριση και διά-
ταξη πραγματικών
1. α) Λ, β) Σ, γ) Σ, δ) Λ, ε) Σ, στ) Λ, ζ) Λ.  2. 

Αριθ-
μός

Φυ-
σικός 
Αριθ-
μός

Ακέ-
ραιος 
Αριθ-
μός

Ρητός 
Αριθ-
μός

Άρ-
ρητος 
Αριθ-
μός

Πραγ-
ματικός 

Αριθ-
μός

​− 3​ x x x

2 x x x x

​​√ 
_

 11 ​​ x x

​​ 4 _ 7 ​​ x x

0 x x x x

π x x

​− ​√ 
_
 3 ​​ x x

7,2 x x

​​ ​√ 
_

 100 ​ _ 2 ​ ​ x x x x

3. Άρρητοι: α) ​​√ 
_

 90 ​​, ​​√ 
_

 0, 9 ​​, β) ​​√ 
_
 2 ​​, ​​√ 
_

 2 ⋅ 2 ⋅ 2 ​​, γ) ​​ ​√ 
_

 52 ​ _ ​√ 
_

 13 ​ ​​. Οι υπόλοι-

ποι αριθμοί είναι ρητοί.  4. α) ​2  <  ​√ 
_
 6 ​  <  3​, β) ​3  <  ​√ 

_
 15 ​  <  4​,

 γ) ​4  <  ​√ 
_

 21 ​  <  5​, δ) ​8  <  ​√ 
_

 80 ​  <  9​, ε) ​19  <  ​√ 
_

 398 ​  <  20​.  

5. ​​√ 
_

 11 ​  ≃  3, 31​, ​​√ 
_

 13 ​  ≃  3, 60​.  6. α) ​​ ​√ 
_
 2 ​ _ 2 ​​, β) ​2 ​√ 

_
 3 ​​, γ) ​​√ 

_
 5 ​​, δ) ​​ ​√ 

_
 7 ​ _ 14 ​​, 

ε) ​− ​ ​√ 
_

 10 ​ _ 25 ​​.  7. ​δ  =  ​√ 
_

 18 ​ cm  ≃  4, 24cm​.  8. ​− 2  <  − ​ 5 _ 4 ​  <  − ​ 1 _ 2 ​  <  0 

<  ​√ 
_
 2 ​  <  ​√ 

_
 6 ​​.

1.3 Πράξεις πραγματικών και ιδιότητες – Ιδιότητες δυνάμεων
1. α) Λ, β) Λ, γ) Λ, δ) Σ, ε) Σ, στ) Σ.  2. α)-Β, β)-Α, γ)-Γ, δ)-Γ, 
ε)-Α, στ)-Α.  3. α) -12, β) -8, γ) 6, δ) 65, ε) -23, στ) 11.  

4. α) ​− ​ 19 _ 20 ​​, β) ​​ 15 _ 2 ​​, γ) -5, δ) ​​ 21 _ 10 ​​.  5. α) 2x+7, β) 2x-14, γ) -11y.  

6. α) ​​3​​ 6​​, β) ​​​(− 5)​​​ 5​​, γ) ​​2​​ 8​​, δ) 7, ε) ​​6​​ −6​​, στ) ​− ​2​​ 2​​.  7. α) ​10 ​x​​ 5​​, β) ​​ 1 _ x ​​, 

γ) ​81 ​x​​ 5​​, δ) ​​ 
2 ​β​​ 3​

 _ γ ​ ​, ε) ​− ​  1 _ 2 ​x​​ 3​ y ​​.  8. α) -3, β) 16, γ) 10.064, δ) 18, 

ε) ​− ​ 79 _ 8 ​​.  9. α) 2, β) 34, γ) -50.  10. ​Α  =  ​​(αβ)​​​ 5​​. Η τιμή της παράστα-
σης είναι: Α = 32.
1.4 Ιδιότητες τετραγωνικών ριζών (ρίζα γινομένου και πηλίκου)
1. α) Σ, β) Σ, γ) Λ, δ) Σ, ε) Σ.  2. α)-iii., β)-ii., γ)-iv., δ)-iii.  

3. α) 20, β) 3, γ) 36, δ) ​​ 15 _ 4 ​​, ε) 5, στ) 2, ζ) 8.  4. α) 30, β) 18,  
γ) 32, δ) 90.  5. α) ​2 ​√ 

_
 5 ​​, β) ​4 ​√ 

_
 2 ​​, γ) ​5 ​√ 

_
 3 ​​, δ) ​6 ​√ 

_
 2 ​​, ε) ​30 ​√ 

_
 2 ​​.   

7. α) 13, β) 2, γ) -29.  8. α) 3, β) 3, γ) 6.
Θεματική Ενότητα 2 – Κανονικότητες
2.1 Κανονικότητες της μορφής ​α ⋅ ​ν​​ 2​​
1. β) ​x  =  ​v​​ 2​​, γ) 10.000, δ)13η σειρά.  2. α) 1, 3, 5 και 7,  γ) 19,  
δ) Ένας τύπος είναι: 2ν-1. ε) 4, 9 και 16. στ) Παρατηρούμε ότι το 
άθροισμα των ν πρώτων σχημάτων αποτελείται από ​​ν​​ 2​​ τετράγω-
να. Επομένως ​​50​​ 2​  =  2 . 500​ τετράγωνα.  3. α) 25, β) 400, γ) Το 

σχήμα στη σειρά ν αποτελείται από ​​ν​​ 2​​ τετράγωνα.  4. ​​ν​​ 2​​.  5. 1,
4,9,16,25,36,49,64,81,100,121,144,169,196,225,256,289,324,3
61,400.  6. α) 1,4,9,16,25, β) 2,8,18,32,50, γ) 3,12,27,48,75,  δ) 
10,40,90,160,250. 
Θεματική Ενότητα 3 – Αλγεβρικές παραστάσεις
3.1 Μονώνυμα
1. α) Σ, β) Λ, γ) Λ, δ) Λ, ε) Σ.  2. Μονώνυμα είναι τα α) και δ).   
3. α) Όμοια είναι τα ​2 ​x​​ 2​ y​, ​2y ​x​​ 2​​ και τα ​− 2 ​y​​ 2​ x​, ​2 ​xy​​ 2​​, β) Ίσα είναι τα ​2 ​
x​​ 2​ y​, ​2y ​x​​ 2​​, γ) Αντίθετα είναι τα ​− 2 ​y​​ 2​ x​, ​2 ​xy​​ 2​​.  4. α) ​− 5​, ​​x​​ 2​ ​y​​ 3​ z​, β) 2ου, 
3ου, 1ου, γ) 6ου, δ) ​​5x​​ 2​ ​y​​ 3​ z​, ​​3x​​ 2​ ​y​​ 3​ z​.  5. 

Μονώνυμα Συντελεστής Κύριο 
μέρος Βαθμός

​− x ​y​​ 7​​ ​− 1​ ​x ​y​​ 7​​ 8

​​ 1 _ 10 ​ ⋅ ​κ​​ 3​ ​λ​​ 2​​ ​​ 1 _ 10 ​​ ​​κ​​ 3​ ​λ​​ 2​​ 5

​4 ​√ 
_
 2 ​ ⋅ αβ​ ​4 ​√ 

_
 2 ​​ ​αβ​ 2

​5x​ ​5​ ​x​ 1

5 5 - 0

6. α) 60, β) -0.05, γ) -4.  7. α) Π.χ. ​​4x​​ 3​ ​y​​ 2​​, β) Π.χ. ​− 6 ​x​​ 2​ y​, γ) Π.χ. ​2x ​
y​​ 5​​, δ) ​4 ​xy​​ 3​​, ε) ​− ​ 1 _ 10 ​ ​x​​ 5​ y​.  8. μ=5, ν=0. Η τιμή του μονωνύμου είναι 
32. 
3.2 Πράξεις με μονώνυμα	
1. α) Λ, β) Σ, γ) Σ, δ) Λ, ε) Λ.  2. α)-ii., β)-iii., γ)-v., δ)-i., ε)-iv.  
3. α) ​9 ​x​​ 2​​, β) ​5 ​x​​ 3​​, γ) ​− 2 ​α​​ 4​​, δ) ​0​, ε) ​8 ​y​​ 4​​, στ) ​− 0, 3 ​α​​ 3​​, ζ) ​5 ​√ 

_
 2 ​ ​x​​ 3​​.

4. α) ​21 ​x​​ 4​​, β) ​− 24 ​x​​ 2​​, γ) ​10 ​κ​​ 3​​, δ) ​2 ​α​​ 5​​, ε) ​− 0, 8 ​y​​ 5​​, στ) ​4 ​x​​ 8​​, 
ζ) ​5 ​α​​ 9​​. 5. α) ​5y​, β) ​− ​ 3 _ 4 ​​, γ) ​​ 3 _ 2x ​​, δ) ​​  2 _ 3 ​α​​ 2​ ​​, ε) ​− ​60y​​ 2​​, στ) ​​ 2 _ 3 ​ ​x​​ 6​​, ζ) ​​ 4 _ ​t​​ 2​ ​​.  

6. α) ​​8x​​ 5​​, β) ​− 2 ​x​​ 3​​, γ) 3, δ) ​​ 16 ​x​​ 6​ _ 9 ​ ​, ε) ​− ​ ​x​​ 5​ _ 2 ​​, στ) ​− 7 ​α​​ 5​​.  7. α) ​2α + 2β​, β) ​
α ⋅ β​. Μονώνυμο είναι το ​α ⋅ β​.  8. α) ​4x​, β) ​​x​​ 2​​, γ) ​​√ 

_
 2 ​ x​.  9. α) ​8x​. Η 

περίμετρος διπλασιάζεται, β) ​4 ​x​​ 2​​. Το εμβαδόν τετραπλασιάζεται, γ) ​
2 ​√ 

_
 2 ​ x​. Η διαγώνιος διπλασιάζεται.

3.3 Πολυώνυμα. Βαθμός πολυωνύμου, αριθμητική τιμή πολυ-
ωνύμου.
1. α) μεγαλύτερος, β) σταθερό, βαθμό, μηδενικού.  2. α) τρεις, 

β) 3, 4, 5.  3. α) 52, β) 10, γ) ​​ 21 _ 4 ​​.  4. -92,  5. α) ​P​(x)​  =  − 2 ​x​​ 4​ + 5 ​
x​​ 3​ − 4x + 8​, β) Είναι ​P​(− 1)​  =  5​ και ​P​(1)​ − 2  =  5​.  6. α=4, β=0, 
γ=-2, δ=5.  7. α=0, β=6, γ=-1 και δ=4.  8. α) ​​24x​​ 3​ − 16 ​x​​ 2​ − 2x​, β) ​
− 3 ​x​​ 3​ − 4 ​x​​ 2​ + x​, γ) ​3 ​x​​ 6​ − 4 ​x​​ 4​ − ​x​​ 2​​.  9. α) 6x+4, β) 7.  10. Μήκος: ​
L  =  10πx​, εμβαδόν: ​Ε  =  25π ​x​​ 2​​.
3.4 Άθροισμα, διαφορά και γινόμενο πολυωνύμων μιας μεταβλητής
1. α) α) ​​(​x​​ 3​ + 2x + 1)​ + ​(​x​​ 3​ + x − 2)​  =  2 ​x​​ 3​ + 3x − 1​, 
β) ​​(​x​​ 2​ + 2x)​ + ​(​x​​ 2​ + 2x)​  =  2 ​x​​ 2​ + 4x​, γ) ​​(​4x​​ 2​ + 2x + 1)​ − 
​(​x​​ 2​ + 3x − 1)​  =  3 ​x​​ 2​ − x + 2​, δ) ​4 ​x​​ 2​ ⋅ ​(5 ​x​​ 2​ + x)​  =  20 ​x​​ 4​ + 4 ​x​​ 3​​.
2. α) ​​7x​​ 2​ − 3x + 1​, β) x+1, γ) ​− 3 ​x​​ 5​ − ​x​​ 3​ − x − 3​, δ) -x, ε) ​1, 5 ​
x​​ 3​ + 1, 7 − x​.  3. α) ​​x​​ 5​ − 4 ​x​​ 4​​, β) ​− 2 ​x​​ 6​ + ​x​​ 5​ − 4 ​x​​ 3​​, γ) ​8 ​x​​ 5​ − 22 ​
x​​ 3​ + 4 ​x​​ 2​ + 15x − 6​, δ) ​− ​x​​ 5​ + 2 ​x​​ 4​ − 6 ​x​​ 3​ + 18 ​x​​ 2​ − x − 4​, ε) ​2 ​x​​ 3​ − 2 ​
x​​ 2​ − 8x + 8​, στ) ​4 ​x​​ 2​ − 12x + 9​.  4. α)-Δ, β)-Δ, γ)-Β, δ)-Β.  5. α) ​6 ​
x​​ 3​ − 7x + 15​, β) ​2 ​x​​ 3​ + 2x − 5​, γ) ​23 ​x​​ 3​ + 5​.  6. α=-3, β=-4, γ=0, δ=15.  
7. α) ​3 ​x​​ 2​ ​y​​ 2​ − 2 ​x​​ 3​ y − 8x ​y​​ 2​ + 4 ​x​​ 2​ y​, β) ​​α​​ 3​ β − 5 ​α​​ 2​ β + 6 ​α​​ 2​ ​β​​ 5​ − 3 ​α​​ 2​ ​β​​ 4​​
, γ) 0.  8. α) i. ​− 4 ​x​​ 3​ + 22 ​x​​ 2​ − 18x + 4​, ii. ​− 6 ​x​​ 3​ − 3 ​x​​ 2​ + 9x − 3​, β) i. 6, 
ii. -24, iii. ​11 ​√ 

_
 2 ​ − 7​, γ) ​Γ​(x)​  =  − ​x​​ 6​ + 5 ​x​​ 3​ + 6x + 1​. Είναι 6ου βαθ-

μού.
3.5 Ταυτότητες:  ​​​(α + β)​​​ 2​  =  ​α​​ 2​ + 2αβ + ​β​​ 2​​ ,  ​​​(α − β)​​​ 2​  =  ​
α​​ 2​ − 2αβ + ​β​​ 2​​ ,  ​​α​​ 2​ − ​β​​ 2​  =  ​(α − β)​​(α + β)​​.
1. Γινόμενο αθροίσματος επί διαφορά ​→​​(α + β ) (α − β)​​→​​​α​​ 2​ − ​β​​ 2​​, 
Τετράγωνο αθροίσματος​→​​​(α + β)​​ 2​​​→​​​α​​ 2​ + 2αβ + ​β​​ 2​​, Τετράγωνο δια-
φοράς​→​​​(α − β)​​ 2​​​→​​​α​​ 2​ − 2αβ + ​β​​ 2​​.  2. α) ​​x​​ 2​ + 10x + 25​,

β) ​4 + 12x + 9 ​x​​ 2​​, γ) ​25 ​x​​ 2​ + 20xy + 4 ​y​​ 2​​, δ) ​​x​​ 2​ + x + ​ 1 _ 4 ​​, 
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ε) ​​x​​ 4​ + 2 ​x​​ 2​ + 1​, στ) ​​x​​ 2​ + 2 + ​ 1 _ ​x​​ 2​ ​​, ζ) ​5 + 2 ​√ 
_
 6 ​​, η) ​​α​​ 2​ ​β​​ 2​ + 2αβ + 1​.

3. α) ​​x​​ 2​ − 2x + 1​, β) ​16 ​x​​ 2​ − 16x + 4​, γ) ​4 ​x​​ 4​ − 12 ​x​​ 3​ + 9 ​x​​ 2​​,
δ) ​​x​​ 2​ − ​ 2 _ 3 ​ x + ​ 1 _ 9 ​​, ε) ​​α​​ 6​ − 8 ​α​​ 4​ + 16 ​α​​ 2​​, στ) ​​ ​α​​ 2​ _ 81 ​ − ​ 2 _ 3 ​ + ​ 9 _ ​α​​ 2​ ​​, 
ζ) ​4 ​x​​ 2​ ​y​​ 2​ − 20xy + 25​, η) ​​x​​ 2​ + 2xy + ​y​​ 2​​.  4. α) ​​x​​ 2​ − 4​,

β) ​4 ​x​​ 2​ − 1​, γ) ​9 ​α​​ 2​ − 100 ​β​​ 2​​, δ) ​​x​​ 2​ − 4​, ε) -1, στ) ​25 ​x​​ 2​ − ​ 1 _ 4 ​​,
ζ) ​​x​​ 2​ − 64​, η) ​1 − 4x​.  5. α) ​​​(x + 2)​​​ 2​  =  ​x​​ 2​ + 4x + 4​, β) ​​​(2α − 5)​​​ 2​  =  4 ​
α​​ 2​ − 20α + 25​, γ) ​​​(x − 3)​​​ 2​  =  ​x​​ 2​ − 6x + 9​,
δ) ​​​(2 − 5α)​​​ 2​  =  4 − 20α + 25 ​α​​ 2​​, ε) ​​​(4x + 2y)​​​ 2​  =  16 ​x​​ 2​ + 16xy + 4 ​
y​​ 2​​, στ) ​​(3x − 5y)​​(3x + 5y)​  =  9 ​x​​ 2​ − 25 ​y​​ 2​​.  6. α) ​2 ​x​​ 2​ + 8 ​y​​ 2​​, β) ​
− 50 + 5x​, γ) ​16 ​x​​ 3​ + 32 ​x​​ 2​ − 84x + 18​, δ) ​​x​​ 2​ + 4 ​y​​ 2​​.
8. P(x)=0, σταθερό πολυώνυμο.  9. ​​​(α + β + γ)​​​ 2​  =  ​α​​ 2​ + ​β​​ 2​ + ​

γ​​ 2​ + 2αβ + 2αγ + 2βγ​. 10. α) ​​ 2 − ​√ 
_
 2 ​ _ 2 ​ ​, β) ​​ − ​√ 

_
 7 ​ − 3 _ 2 ​ ​, γ) ​2 ​√ 

_
 5 ​ − 2 ​√ 

_
 3 ​​,

 δ) ​​ 3 ​√ 
_
 2 ​ + ​√ 

_
 6 ​ _ 2 ​ ​.  11. Ισχύει ότι ​​α​​ 2​  =  ​β​​ 2​ + ​γ​​ 2​​, επομένως το τρίγω-

νο είναι ορθογώνιο. 12. α) 999.996, β) 104.475, γ) 3,9996, δ) 
3.999.991.
3.6 Παραγοντοποίηση πολυωνύμων με κοινό παράγοντα, 
ομαδοποίηση και ταυτότητες
1. α) ​2x + 4  =  2​(x + 2)​​, β) ​9x − 12  =  3​(3x − 4)​​, γ) ​​x​​ 3​ + ​x​​ 2​  =  ​x​​ 2​​
(x + 1)​​, δ) ​5 ​x​​ 4​ − 10 ​x​​ 2​ + 15x  =  5x​(​x​​ 3​ − 2x + 3)​​, ε) ​6​(x − 1)​ + x​
(x − 1)​  =  ​(x − 1)​​(6 + x)​​, στ) ​− 3x − 15 ​x​​ 2​ + 9 ​x​​ 3​  =  − 3x​(1 + 5x − 3 ​
x​​ 2​)​​.  2. α) ​​x​​ 2​ − 4  =  ​(x + 2)​​(x − 2)​​,
β) ​9 ​x​​ 2​ − 4  =  ​(3x + 2)​​(3x − 2)​​, γ) ​​x​​ 2​ + 4x + 4  =  ​​(x + 2)​​​ 2​​,
δ) ​4 ​x​​ 2​ − 12x + 9  =  ​​(2x − 3)​​​ 2​​.  3. α) 5(x-2), β) 3x(x-2), 
γ) ​3​(​x​​ 2​ − x + 1)​​, δ) 4x(2x-5), ε) ​​x​​ 2​  ​(​x​​ 3​ − x + 1)​​, στ) ​​x​​ 3​ ​y​​ 3​​(​y​​ 2​ + ​x​​ 2​)​​, 
ζ) ​ 2α ​β​​ 2​​(2 − ​α​​ 2​ − 3αβγ)​​, η) ​6 ​x​​ 3​​(2x + 1)​​, θ) ​  − 3 ​x​​ 2​​(6 ​x​​ 3​ + 3 ​x​​ 2​ + 1)​​
.  4. α) ​​(5x + 3)​​(x − 2)​​, β) ​ ​(1 − 4x)​​(2 ​x​​ 2​ − 6x)​​, γ) ​​(5x − 4)​​(x − 2)​​
, δ) ​​(x − 1)​ ⋅ 3x​, ε) ​ 2​(2x − 1)​​(x − 2)​​, στ) ​ ​(3x − 1)​​(− 5x + 2)​​.  5. 
α) ​​(β − 2)​​(α + 2)​​, β) ​​(y − 5)​​(x − 5)​​, γ) ​​(x + 3)​​(​x​​ 2​ + 2)​​, δ) ​​(2x − 3)​​
(2 ​x​​ 2​ + 3)​​, ε) ​​(β − 1)​​(α − 1)​​, στ) ​​(x − 1)​​(2 + β + x)​​.  6. α) ​​(x + 10)​​
(x − 10)​​, β) ​​(7x + 4)​​(7x − 4)​​, 
γ) ​​(5x + 3y)​​(5x − 3y)​​, δ) ​​(6x + ​ 1 _ 2 ​)​​(6x − ​ 1 _ 2 ​)​​, ε) ​​(​√ 

_
 3 ​ − y)​​(​√ 

_
 3 ​ + y)​​,

στ) ​​(​x​​ 2​ + ​y​​ 2​)​​(x + y)​​(x − y)​​, ζ) ​4​(x + 4)​​(x − 5)​​, η) ​− ​(3x − 2)​​(x + 4)​​, 
θ) ​​(5x − 4)​​(x + 4)​​.  7.α) ​​​(x + 3)​​​ 2​​, β) ​​​(5 − x)​​​ 2​​, γ) ​​​(x + 1)​​​ 2​​,

 δ) ​​​(2x + 3)​​​ 2​​, ε)​​​(x − ​ 1 _ 2 ​)​​​ 
2

​​, στ) ​​​(3x + 2y)​​​ 2​​.  8. α) ​​(x + y)​​(5x + 2y)​​,
 β) ​​(2x − y)​​(x − y)​​, γ) ​​(x − 1)​​(x − 2)​​, δ) ​​(2α + 3)​​(3α + 1)​​, ε) ​​
(y + 2)​​(2y + 1)​​, στ) ​​(x + 2)​​(3x − 2)​​.  9. α) ​​(α − β)​​(α + β + 1)​​, β) ​​
(α + β − γ)​​(α + β + γ)​​, γ) ​​(5x − y)​​(5x + y − 1)​​, δ) ​​(x − 2)​​(2x + 1)​​, ε) ​​
(x + 5 − y)​​(x + 5 + y)​​, στ) ​​(− x + 4y)​​(3x − 2y)​​, ζ) ​​(x − 1)​​(5x + 14)​​
, η) ​​(β − α + 1)​​(β + α − 1)​​, θ) ​​(x − 1)​​(4x − 5)​​, ι) ​​(x − 3)​​(3x − 4)​​
, ια) ​​(α − 1)​​(α + 1)​​(​α​​ 2​ + α + 1)​​, ιβ) ​2 ​​(x − 1)​​​ 2​​, ιγ) ​​(​x​​ 2​ + 4 − 2x)​​(​
x​​ 2​ + 4 + 2x)​​, ιδ) ​− ​​(x − 3)​​​ 2​ ​​(x + 3)​​​ 2​​, ιε)​− 2α ​​(α − 2)​​​ 2​​.
10. β) ​P​(x)​  =  2x​(x − 1)​​ και ​Q​(x)​  =  ​​(x − 1)​​​ 2​​.
3.7 ΕΚΠ πολυωνύμων
1. i.-B, ii.-B, iii.-Γ.  2. i.-Γ, ii.-Α, iii.-Γ.  3. i.-Γ, ii.-Β, iii.-Γ.  4. α) ​16 ​x​​ 3​ ​
y​​ 2​​, β) ​36 ​α​​ 3​ ​β​​ 3​ ​γ​​ 2​​, γ) ​60 ​x​​ 5​ ​y​​ 5​ ​z​​ 4​​,  5. α) ​x​(x + 1)​​(x − 1)​​, β) ​​x​​ 2​​(x + 3)​​
, γ) ​12 ​x​​ 3​​(2x − 3)​​.  6. α) ​60x ​​(x + 1)​​​ 2​​, β) ​2x​(x + 3)​ ​​(x − 3)​​​ 2​​, γ) ​
x ​​(x + 2)​​​ 2​ ​​(x − 2)​​​ 2​​.  7. α) ​​x​​ 3​​(x + 1)​ ​​(x − 1)​​​ 3​​, β) ​​(x + 1)​​(x + 2)​ ​​(x − 2)​​​ 2​​
(​x​​ 2​ + 4)​​.
3.8 Ρητές παραστάσεις, απλοποίηση
1. α) Λ, β) Σ, γ) Λ, δ) Σ.  2. α) ​x  ≠  5​, β) ​x  ≠  − ​ 1 _ 2 ​​ , 

γ) Ορίζεται για οποιαδήποτε του x, δ) ​x  ≠  ​ 1 _ 3 ​​ και ​x  ≠  − 1​, 

ε) ​x  ≠  2​, στ) ​x  ≠  5​ και ​x  ≠  − 5​.  3. α) 2, β) ​​ x _ 3 ​​, γ) ​​ α _ β ​​, δ) ​​ 3 ​x​​ 2​ _ z ​ ​, 

ε) ​​ 
​β​​ 3​
 _ 5 ​α​​ 6​ ​​.  4. α) ​​  x + 3 _ ​​(x − 2)​​​ 2​ ​​, β) -1, γ) -1, δ) ​​ ​x​​ 2​ − x _ x + 1 ​​.  5. α) ​​ 4 _ 3x ​​, β) -x-1, 

γ) ​​ x − 1 _ x + 1 ​​, δ) ​​x​​ 2​ + 1​.  6. α) ​​ x − 1 _ x ​ ​, β) ​​ x − 3 _ x + 3 ​​, γ) ​​ ​
(x − 2)​​(​x​​ 2​ + 4)​ ___________ x​(x + 2)​ ​ ​, 

δ) -x-1-y, ε) ​​ 4x − 9 _ x − 2 ​​, στ) ​​ 
​α​​ 2​ β − 1

 _ α + 4β ​​.
3.9 Πολλαπλασιασμός και διαίρεση ρητών παραστάσεων

1. α) ​​ 5 ​x​​ 3​ _ 3 ​ ​, β) ​− ​ 4 _ x ​​, γ) ​​ 50 _ x ​​, δ) ​​ 
3x ​y​​ 2​

 _ 5 ​ ​, ε) ​​ 16 ​x​​ 6​ _ ​y​​ 2​ ​ ​, στ) ​​  6 _ 5 ​x​​ 2​ ​​.  2. α) ​​ 1 _ 2 ​​, β) -16, 

γ) ​​x​​ 2​ − 1​, δ) ​− ​ ​x​​ 2​ − x − 6 _ x + 3 ​ ​, ε) ​4 ​x​​ 2​ + 2x​, στ) ​​ 
αβ − ​α​​ 2​ β

 _ α + β ​ ​.  3. α) ​− ​  1 _ ​x​​ 3​ ​y​​ 3​ ​​, 
β) ​​ 4 _ β ​​, γ) -1, δ) ​− ​ 2x + 1 _ ​x​​ 3​ + ​x​​ 2​ ​​, ε) ​​ 18x + 9 _ 4 ​ ​, στ) ​​ 8 ​x​​ 2​ + 32x _ x − 4 ​ ​.  4. α) ​− ​ 9 _ x ​​, β) ​​ x − 1 _ 4x ​​
, γ) ​​ 3x + 9 _ 2 ​ ​.  5. α) ​​ 

​x​​ 2​ ​y​​ 2​
 _ 3x + 3y ​​, β) ​8 ​x​​ 2​ + 4xy − 4 ​y​​ 2​​, γ) ​​ x + 2 _ x ​ ​, δ) ​​ 25 ​x​​ 2​ _ x − 5 ​​.

3.10 Πρόσθεση και αφαίρεση ρητών παραστάσεων

1. α) ​− ​ 1 _ x ​​, β) 1, γ) 1, δ) 3.  2. α) ​− ​  1 _ ​x​​ 2​ − x ​​, β) ​​ 5 + 4x _ 4x ​ ​, γ) ​​ 
3 − ​α​​ 3​ + α ​β​​ 2​

 _ ​α​​ 2​ β ​ ​, 

δ) 7, ε) ​​ 5x + 6 _ ​​(x + 1)​​​ 2​ ​​.  3. α) ​​ x + 3 _ 3x ​ ​, β) ​− ​  2 _ ​x​​ 3​ − 4x ​​, γ)​​  7x + 3 ___________ ​​(x − 1)​​​ 2​​(x + 1)​ ​​, δ) ​

− ​ 
x + y + 1

 _ ​x​​ 2​ − ​y​​ 2​ ​ ​, ε) ​​  6x + 1 _____________  ​​(2x − 1)​​​ 2​​(2x + 1)​ ​​, στ) ​​  1 _ ​x​​ 2​ − x ​​.

4. α) ​​ 4x + 2 _ x ​ ​, β)x+y, γ) ​− ​  1 _ x + y ​​, δ)x-1, ε) ​− ​ 1 _ xy ​​, στ) ​​ ​
(2x − 1)​​(x − 1)​ ____________ x ​ ​.  

Θεματική Ενότητα 4 – Συναρτήσεις
4.1 Η συνάρτηση  ​y  =  α ​x​​ 2​​.
1. ​O​(0, 0)​​, ​A​(1, 2)​​ και ​Γ​(3, 18)​​.  2. α) Σ, β) Σ, γ) Σ, δ) Σ, ε) Λ.  

3. ​α  =  − 3​.  4. C1: ​y  =  5 ​x​​ 2​​, C2: ​y  =  3 ​x​​ 2​​, C3: ​y  =  ​ 1 _ 2 ​ ​x​​ 2​​, 

C4: ​y  =  ​ 1 _ 3 ​ ​x​​ 2​​.  5. 

 

6. 

 

7. 

8. ​α  =  ​ 1 _ 5 ​​.  9. ​α  =  ​ 2 _ 9 ​​.  10. α) 100, β) ​x  =  − ​ 1 _ 6 ​​  ή ​x  =  ​ 1 _ 6 ​​. 11. α) 1/2 
β) 8m

Θεματική Ενότητα 5 – Αλγεβρικές σχέσεις
5.1 Γραμμική εξίσωση ​αx + βy  =  γ​.
1. ​​(− 3, 3)​​ και ​​(0, 2)​​.  2. ​Α​(0,  − 4)​​, ​B​(1,  − 2)​​, ​Γ​(2, 0)​​, ​Δ​(3, 2)​​, ​E​
(4, 4)​​, ​Z​(5, 6)​​.  3. α) ii., iii., β) i., iii, γ) i., iv.  4. α) ε2, β) ε4, γ) ε3, 

δ) ε1 και ε4.  5. ε1: ​y  =  ​ 4 _ 3 ​ x + ​ 5 _ 3 ​​, ε2: ​y  =  − 2x + 5​, ε3: ​y  =  ​ 1 _ 2 ​ x​.

6. α) Α(3,0), Β(0,2), β)  , γ)3 τετρ. μον.  

7.   E = 2 τετρ. μον.  8. α) i. ​λ  =  − 2​, ii. ​λ  =  3​, 

iii. ​λ  =  0​, iv. ​λ  =  1​, β) Δεν υπάρχει τιμή του λ.  
5.2 Γραμμικά συστήματα δύο εξισώσεων με δύο αγνώστους, 
γραφική επίλυση
1. α) Λ, β) Σ, γ) Σ, δ) Λ, ε) Σ.  2. ​​(− 1, 3)​​.  3. Σ1: ​​(− 3,  − 1)​​, Σ2: ​​(2, 3)​​
, Σ3: ​​(4, 1)​​.  4. Σ1​→​ii., Σ2​→​i., Σ3​→​iii.  5. α) (-2,4), β) (1,2), γ) (0,0), 
δ) (0,3).  6. α) Μοναδική λύση, β) Μοναδική λύση, γ) Καμία λύση, 
δ) Άπειρες λύσεις.
5.3 Αλγεβρική επίλυση γραμμικού συστήματος 
1. α) Αόριστο, β) Αδύνατο.  2. ​​(3, 2)​​.  3. α) (2,-2), β) (-1,0), 

γ) ​​(​ 5 _ 17 ​ ,  − ​ 3 _ 17 ​)​​, δ) ​​(− ​ 3 _ 2 ​ ,  − ​ 1 _ 2 ​)​​.  4. α) ​​(3, 1)​​, β) ​​(​ 21 _ 20 ​ ,  − ​ 5 _ 4 ​)​​,

γ) ​​(1, ​ 1 _ 2 ​)​​, δ) ​​(− 33,  − 22)​​.  5. α) ​​(− 1,  − 5)​​, β) ​​(− 2,  − 1)​​, 
γ) ​​(1,  − 1)​​, δ) ​​(19,  − 1)​​.  6. Τετράδιο: 2,5€, στυλό 0,5€.  7. 6 γρα-
φεία και 9 καρέκλες.  8. α=2, β=5.  9. Γ1: 24 μαθητές, Γ2: 18 μα-
θητές.  10. 28 κέρματα των 0,50€ και 12 κέρματα των 2€.  11.  α) 
(2,3), β) α=-1, β=2.
5.4 Εξισώσεις δευτέρου ή και μεγαλύτερου βαθμού, επίλυση 
με παραγοντοποίηση
Α. 1.  α) x=3, β) x=2, γ) Αδύνατη,  2. α) x=-8, β) ​x  =  − ​ 5 _ 13 ​​, γ) Ταυ-
τότητα.  
Β. 1. α) Σ, β) Λ, γ) Λ, δ) Σ, ε) Σ.  2. α) ​x  =  − 2​, ​x  =  1​, β) ​y  =  − ​ 2 _ 3 ​​,
​y  =  3​, γ) ​t  =  ​ 1 _ 6 ​​, ​t  =  ​ 1 _ 4 ​​, δ) ​ω  =  0​, ​ω  =  ​ 1 _ 3 ​​, ε) ​z  =  − 1​, ​z  =  0​,

​z  =  1​, στ) ​k  =  0​, ​k  =  2​, ​k  =  4​.  3. α) ​x  =  0​, ​x  =  1​, 
β) ​x  =  0​, ​x  =  2​, γ) ​x  =  0​, ​x  =  ​ 3 _ 2 ​​, δ) ​x  =  0​, ​x  =  ​ 1 _ 5 ​​, 
ε) ​x  =  − 20​, ​x  =  0​, στ) ​x  =  0​, ​x  =  6​, ζ) ​x  =  0​, ​x  =  4​, η) ​x  =  0​, ​
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x  =  2​.  4. α) ​x  =  − 2​, ​x  =  2​, β) Αδύνατη, γ) ​x  =  − ​√ 
_
 3 ​​,

​x  =  ​√ 
_
 3 ​​, δ) ​x  =  − ​ 2 _ 3 ​​, ​x  =  ​ 2 _ 3 ​​, ε) ​x  =  − 3​, ​x  =  3​, στ) Αδύνατη, 

ζ) ​x  =  ​ − 4 ​√ 
_
 3 ​ _ 3 ​ ​, ​x  =  ​ 4 ​√ 

_
 3 ​ _ 3 ​ ​, η) ​x  =  − 3 ​√ 

_
 3 ​​, ​x  =  3 ​√ 

_
 3 ​​.  

5. α) ​x  =  − 2​, β) ​x  =  3​, γ) ​x  =  ​ 1 _ 2 ​​, δ) ​x  =  1​.  6. α) ​x  =  − ​ 3 _ 2 ​​,

​x  =  − 1​, β) ​x  =  1​, ​x  =  2​, γ) ​x  =  − 2​, ​x  =  − ​ 3 _ 2 ​​, δ) ​x  =  − 3​,

​x  =  − 1​.  7. α) ​x  =  − 3​, ​x  =  0​, ​x  =  2​, ​x  =  3​, β) ​x  =  − ​ ​√ 
_
 3 ​ _ 2 ​​, 

​x  =  ​ 1 _ 2 ​​, ​x  =  ​ ​√ 
_
 3 ​ _ 2 ​​, γ) ​x  =  − ​ 1 _ 5 ​​, ​x  =  ​ 3 _ 5 ​​, δ) ​x  =  − 6​, ​x  =  2​, 

ε) ​x  =  − 1​, ​x  =  1​.  8. α) ​x  ≠  − 3​ και ​x  ≠  3​, β) ​Α  =  ​ 2x​(x − 3)​ _ x + 3 ​ ​, γ) ​
x  =  0​.
5.5 Ανισώσεις της μορφής ​αx + β  <  γ​ και επίλυση.
1. i. <, ii. <, iii. <, iv. >.  2. α) Σ, β) Σ, γ) Λ, δ) Σ, ε) Σ, στ) Λ.  3. Α.-
iii., B.-ii., Γ.-ii., Δ.-iv.  4. α) Πολλαπλασιάζουμε τα δύο μέλη της εξί-
σωσης με το 5, β) Πολλαπλασιάζουμε τα δύο μέλη της εξίσωσης 
με το 3 και στη συνέχεια προσθέτουμε 6, γ) Πολλαπλασιάζουμε τα 
δύο μέλη της εξίσωσης με το 2, αφαιρούμε το 9 και στη συνέχεια 
διαιρούμε με το 5, δ) Διαιρούμε τα δύο μέλη της εξίσωσης με το 2 
και στη συνέχεια αφαιρούμε 1.  5. α) ​x  >  2​,

β) ​x  ≥  − ​ 1 _ 6 ​​, γ) Αληθεύει για κάθε τιμή της μεταβλητής x.   

6. α) ​​ 7 _ 4 ​  ≤  x  <  7​, β) Δεν υπάρχουν κοινές λύσεις.

Β’ ΘΕΜΑΤΙΚΟ ΠΕΔΙΟ – ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ
Θεματική Ενότητα 1 – Γεωμετρία του Επιπέδου
1.1 Ισότητα τριγώνων και κριτήρια
1. α) Σ, β) Λ, γ) Λ, δ) Σ, ε) Λ, στ) Λ.  2. α) (ΠΓΠ). ​ΒΓ  =  ΕΖ​, ​​Β ̂ ​  =  ​Ζ ̂ ​​ 
και ​​Γ ̂ ​  =  ​Ε ̂ ​​, β) (ΓΠΓ). ​ΚΜ  =  ΔΕ​, ​ΚΛ  =  ΔΕ​ και ​​Κ ̂ ​  =  ​Δ ̂ ​​, γ) (ΠΠΠ). ​​
Α ̂ ​  =  ​Ε ̂ ​​, ​​Β ̂ ​  =  ​Ζ ̂ ​​ και ​​Γ ̂ ​  =  ​Δ ̂ ​​.  3. α) Η γωνία ​​Α ̂ ​  =  ​60​​ ο​​ δεν είναι περι-
εχόμενη των πλευρών ΑΒ και ΒΓ στο τρίγωνο ΑΒΓ, β) Οι προσκεί-
μενες γωνίες των ίσων πλευρών ΑΒ και ΔΕ δεν είναι ίσες μία προς 
μία, γ) Από το άθροισμα γωνιών του τριγώνου ΑΒΓ βρίσκουμε ​​Γ ̂ ​  = ​
60​​ ο​​, άρα από το κριτήριο (ΓΠΓ) τα τρίγωνα είναι ίσα.  4. Τα τρίγω-
να ΑΒΓ, ΓΔΕ είναι ίσα από το κριτήριο (ΠΓΠ): ΑΓ=ΓΕ, ΒΓ=ΓΔ, ​Α​Γ ̂ ​
Β  =  Ε​Γ ̂ ​Δ​ (κατακορυφήν). Άρα ΑΒ=ΔΕ. 5. Τα τρίγωνα ΑΒΓ, ΓΔΕ εί-
ναι ίσα από το κριτήριο (ΠΓΠ): ΟΒ=ΟΓ, ΟΜ κοινή, ​Β​Ο ̂ ​Μ  =  Μ​Ο ̂ ​Γ​
. Άρα α) ΜΒ=ΜΓ και β) ​Β​Μ ̂ ​Γ  =  Ο​Μ ̂ ​Γ​.  6. Τα τρίγωνα ΑΔΒ, ΑΔΓ εί-
ναι ίσα από το κριτήριο (ΠΠΠ): ΑΒ=ΑΓ, ΑΔ κοινή, ΒΔ=ΓΔ. Άρα ​Α​
Δ ̂ ​Β  =  Α​Δ ̂ ​Γ​.  7. α) (ΠΓΠ): ΒΓ κοινή, ​Λ​Β ̂ ​Γ  =  Κ​Γ ̂ ​Β​ και ΒΛ=ΚΓ, β) 
(ΠΓΠ): ΑΒ=ΑΓ, ​​Α ̂ ​​ κοινή και ΑΚ=ΑΛ.  8. Τα τρίγωνα ΒΔΓ, ΓΕΒ είναι 
ίσα από το κριτήριο (ΓΠΓ): ​Ε​Β ̂ ​Γ  =  Δ​Γ ̂ ​Β​, ΒΓ κοινή και ​Ε​Γ ̂ ​Β  =  Δ​Β ̂ ​Γ​. 
Άρα ΒΔ=ΓΕ.  9. α) Τα τρίγωνα ΑΒΜ, Α’Β’Μ’ είναι ίσα από το κριτή-
ριο (ΠΠΠ): ΑΒ=Α’Β’, ΒΜ=Β’Μ’ και ΑΜ=Α’Μ’. Άρα ​​Α ̂ ​  =  ​Α ̂ ​'​. β) (ΠΓΠ): 
ΑΒ=Α’Β’, ΑΓ=Α’Γ’ και ​​Α ̂ ​  =  ​Α ̂ ​'​ (από α. ερώτημα).  10. α) ΒΔ=ΓΕ ως 
άθροισμα των ίσων τμημάτων ΑΒ=ΑΓ και ΑΔ=ΑΕ, β) Τα τρίγω-
να ΑΒΕ, ΑΓΔ είναι ίσα από το κριτήριο (ΠΓΠ): ΑΒ=ΑΓ, ΑΕ=ΑΔ, ​Ε​Α ̂ ​
Β  =  Δ​Α ̂ ​Γ​ (κατακορυφήν). Άρα ΒΕ=ΓΔ, γ) (ΠΠΠ): ΒΔ=ΓΕ (από α. 
ερώτημα), ΒΕ=ΓΔ (από β. ερώτημα) και ΒΓ κοινή.  11. Τα τρίγωνα 
ΛΚΜ, ΞΝΜ είναι ίσα από το κριτήριο (ΠΠΠ): ΛΚ=ΞΝ=8cm, ΛΜ=-
ΞΝ=8cm, ΚΜ=ΝΜ=4cm. Άρα ​​Λ ̂ ​  =  ​Ξ ̂ ​​.  12. Συγκρίνουμε τα τρίγωνα 
ΟΑΠ, ΟΓΠ (ΠΓΠ) και τα τρίγωνα ΟΒΠ, ΟΔΠ (ΠΓΠ) από τα οποία 
βρίσκουμε ΑΠ=ΓΠ και ΒΠ=ΔΠ. Άρα τα τρίγωνα ΑΒΠ, ΓΔΠ είναι ίσα 
από το κριτήριο (ΠΠΠ).  13. Τα τρίγωνα ΑΒΔ, ΑΓΕ είναι ίσα από 
το κριτήριο (ΠΓΠ): ΑΒ=ΑΓ, ΒΔ=ΓΕ και ​Α​Β ̂ ​Δ  =  Α​Γ ̂ ​Ε​ (παραπληρω-
ματικές ίσων γωνιών). Άρα ΑΔ=ΑΕ.  14. α) (ΠΓΠ): ΑΒ=ΑΓ, ​​Α ̂ ​​ κοινή 
και ΑΔ=ΑΕ, β) (ΠΠΠ): ΒΕ=ΓΔ, ΒΓ κοινή και ΒΔ=ΓΕ (από α. ερώ-
τημα), γ) (ΓΠΓ): ΒΕ=ΓΔ, ​​Ε ̂ ​  =  ​Δ ̂ ​​(από α. ερώτημα), ​Ε​Β ̂ ​Κ  =  Δ​Γ ̂ ​Κ​ 
(παραπληρωματικές ίσων γωνιών).  15. Τα τρίγωνα ΑΟΓ, ΒΟΓ εί-
ναι ίσα από το κριτήριο (ΠΓΠ): ΟΓ κοινή, ​Α​Ο ̂ ​Γ  =  Β​Ο ̂ ​Γ  =  ​120​​ ο​​ και 
ΟΑ=ΟΒ (ακτίνες). Άρα ΑΓ=ΒΓ.  
1.2 Ισότητα ορθογωνίων τριγώνων
1. α) Σ, β) Λ, γ) Σ, δ) Σ, ε) Λ, στ) Σ, ζ) Λ.  2. 2ο σχήμα =3ο σχή-
μα.  3. Τα ορθογώνια τρίγωνα ΒΚΜ, ΓΛΜ έχουν ΒΜ=ΜΓ και ​​Β ̂ ​  =  ​
Γ ̂ ​​, άρα είναι ίσα, επομένως ΜΚ=ΜΛ.  4. α) Τα ορθογώνια τρίγωνα 

ΑΒΚ, Α’Β’Κ’ έχουν ​​Α ̂ ​  =  ​​Α ′ ​ ̂ ​​ και ΒΚ=Β’Κ’, άρα είναι ίσα, επομένως 
ΑΚ=Α’Κ’, β) Τα ορθογώνια τρίγωνα ΒΚΓ, Β’Κ’Γ’ έχουν ​​Γ ̂ ​  =  ​​Γ ′ ​ ̂ ​​ και 
ΒΚ=Β’Κ’, άρα είναι ίσα, επομένως ΚΓ=Κ’Γ’,  
γ) (ΓΠΓ): ​​Α ̂ ​  =  ​​Α ′ ​ ̂ ​​, ​​Γ ̂ ​  =  ​​Γ ′ ​ ̂ ​​, ΑΓ=Α’Γ’ (προκύπτει από τα ερωτήμα-
τα β και γ). 5. Τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΒΔ, ΑΓΕ έχουν ΑΒ=ΑΓ και ​​
Α ̂ ​​ κοινή, άρα είναι ίσα, επομένως ΑΕ = ΑΔ και ΒΔ = ΓΕ.  6. Απο-
δεικνύουμε ότι τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΒΔ, ΑΓΔ είναι ίσα, επομέ-
νως ​​​Α ̂ ​​ 

1
​​  =  ​​Α ̂ ​​ 

2
​​​. Στη συνέχεια τα τρίγωνα ΑΒΚ, ΑΓΚ είναι ίσα από το 

κριτήριο (ΠΓΠ).  7. Φέρνουμε τις αποστάσεις ΑΓ και ΒΔ. Τα ορθο-
γώνια τρίγωνα ΑΜΓ, ΒΔΜ έχουν ΑΜ=ΜΒ και ​​​Μ ̂ ​​ 

1
​​  =  ​​Μ ̂ ​​ 

2
​​​ (κατακο-

ρυφήν), άρα είναι ίσα, επομένως ΑΓ=ΒΔ.  8. Τα ορθογώνια τρίγω-
να ΑΒΓ, ΑΔΕ έχουν ΑΒ=ΑΔ=3cm και AΓ=ΑΕ=4cm, άρα είναι ίσα.  
9. Τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΒΚ, ΑΚΜ έχουν την ΑΚ κοινή και ​Β​Α ̂ ​
Κ  =  Μ​Α ̂ ​Κ​, άρα είναι ίσα, επομένως ΒΚ=ΚΜ.  10. Οι γωνίες ​​Γ ̂ ​​ και ​​Δ ̂ ​​ 
είναι ορθές ως εγγεγραμμένες που βαίνουν σε ημικύκλια. Τα ορθο-
γώνια τρίγωνα ΑΒΓ, ΑΒΔ έχουν ΑΓ=ΑΔ και την ΑΒ κοινή, άρα είναι 
ίσα, επομένως ΒΓ=ΒΔ.  11. Φέρνουμε τις αποστάσεις ΔΖ και ΕΗ 
των Δ και Ε από την ΒΓ. Συγκρίνουμε τα ορθογώνια τρίγωνα ΔΖΒ, 
ΑΒΚ καθώς και τα ΑΚΓ, ΕΗΓ από την ισότητα των οποίων προ-
κύπτει ότι ΔΖ=ΑΚ=ΕΗ. 12. Είναι ΜΑ=ΜΒ και ΜΑ=ΜΓ, αφού το Μ 
ανήκει στις μεσοκάθετες. Η ισότητα των τριγώνων προκύπτει από 
το κριτήριο (ΠΠΠ).
Θεματική Ενότητα 2 – Τριγωνομετρία
2.1 Ημίτονο, συνημίτονο και εφαπτομένη οξείας γωνίας ορθο-
γωνίου τριγώνου
1. α) και β).  2. ​ημ​Β ̂ ​  =  ​ 4 _ 5 ​​, ​συν​Β ̂ ​  =  ​ 3 _ 5 ​​, ​εφ​Β ̂ ​  =  ​ 4 _ 3 ​​, ​ημ​Γ ̂ ​  =  ​ 3 _ 5 ​​, 
​συν​Γ ̂ ​  =  ​ 4 _ 5 ​​, ​εφ​Γ ̂ ​  =  ​ 3 _ 4 ​​.  3. α), β) και ε).  4. ΑΓ=36cm, ΑΒ=15cm.  

5. ΑΒ=8cm και ΑΓ=6cm.  6. x=2,4, y=4,8, z=3, α=2,6, β=11,5, 

γ=30, ω=8,1. 7. Κλίση ​α  =  ​ 15 _ 300 ​  =  0, 05​ ή 5%.  8. 1.000m.  

9. β) και ε).  10. Το τρίγωνο είναι ισοσκελές.  11. ​ημω  =  ​ 12 _ 13 ​​, ​
εφω  =  ​ 12 _ 5 ​​.  12. α) ΝΞ=3cm, β)​ημx  =  ​ 3 _ 5 ​​, ​συνx  =  ​ 4 _ 5 ​​, ​εφx  =  ​ 3 _ 4 ​​,
 γ) ΜΛ=10cm, KM=8cm.  13. ​ημ​Γ ̂ ​  =  ​ 3 _ 5 ​​, ​συν​Γ ̂ ​  =  ​ 4 _ 5 ​​, ​εφ​Γ ̂ ​  =  ​ 3 _ 4 ​​.  
14. 145,7m.  15. 79,2m.  16. 13,44m.
Θεματική Ενότητα 3 – Μήκος
3.1 Λόγος ευθυγράμμων τμημάτων και λόγος μηκών
1. α) Λ, β) Σ, γ) Λ, δ) Σ, ε) Σ, στ) Λ.  2. α) ​​ ΑΒ _ ΒΓ ​  =  ​ 1 _ 2 ​​, β) ​​ ΑΒ _ ΑΓ ​  =  ​ 1 _ 3 ​​,
γ) ​​ ΒΓ _ ΓΔ ​  =  1​, δ) ​​ ΒΓ _ ΒΔ ​  =  ​ 1 _ 2 ​​, ε) ​​ ΑΒ _ ΑΔ ​  =  ​ 1 _ 5 ​​.  3. α) ​ΑΓ  =  2ΑΒ​ 

άρα ​​ ΑΓ _ ΑΒ ​  =  2​ και ​​ ΑΒ _ ΑΓ ​  =  ​ 1 _ 2 ​​, β) ​ΑΕ  =  4ΒΓ​ άρα ​​ ΑΕ _ ΒΓ ​  =  4​ 

και ​​ ΒΓ _ ΑΕ ​  =  ​ 1 _ 4 ​​, γ) ​​ ΒΔ _ ΒΕ ​  =  ​ 2 _ 3 ​​, δ) ​​ ΑΔ _ ΒΕ ​  =  1​.  4. x=3, y=4.  5. Είναι ΑΒ//
ΜΝ//ΔΓ και ΑΜ=ΜΔ, άρα από το θεώρημα προκύπτει ότι ΒΝ=ΝΓ.  

6. α), γ), δ).  7. α) i. ​​ 1 _ 2 ​​, ii. ​​ 1 _ 2π ​​, β) i. ​​ 1 _ 4 ​​, ii. ​​ ​√ 
_
 2 ​ _ 2 ​​, γ) i. ​​ 1 _ 3 ​​, 

ii. ​​ 2 ​√ 
_
 3 ​ _ 3 ​ ​.  8. α) ​​ 5 _ 2 ​​, β) ​​ 5 ​√ 

_
 29 ​ _ 29 ​ ​, γ) ​​ ​√ 

_
 29 ​ _ 2 ​ ​.  9. Όπως στο παράδειγμα 

της θεωρίας.  10. x=3. 11. ΒΓ=5, ΑΜ=2,5.  12. ​​ 1 _ 2 ​​.  13. 16,8Km από 
την πόλη Α.
Θεματική Ενότητα 4 – Μετασχηματισμοί
4.1 Ομοιοθεσία
1. α) Β, β) Δ, γ) Γ, δ) Δ.  2. β).  3. β).  4. 1η γραμμή: λ=​​ 1 _ 2 ​​, 2η 

γραμμή: λ=2, 3η γραμμή: λ=3.  5. α) 2, β) ​​ 1 _ 2 ​​, γ) ΑΓ, Β.  6. α) Κ(0,0), 

β) λ=2, γ)   7.   8. 

 

Το μήκος του 

κύκλου (Ο,ρ’) είναι το μισό του μήκους του κύκλου (Ο,ρ).  

9. α) Είναι ομοιόθετο με κέντρο  το Α και λόγο λ=​​ 1 _ 3 ​​, β) ΔΕ=​​ 1 _ 3 ​​ΒΓ.  

10.   

4.2 Ομοιότητα, όμοια σχήματα
1. α) Σ, β) Σ, γ) Λ, δ) Λ, ε) Σ, στ) Λ.  2. Σχ.1​≈​Σχ. 5, Σχ. 2​≈​Σχ. 3, Σχ. 
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4​≈​Σχ. 6.  3. x=3,5.  4. α) Δεν είναι όμοια, β) Είναι όμοια, γ) Είναι 
όμοια, δ) Είναι όμοια.  5. ω=117ο , x=6.  6. 

Πλευ-
ρά α

Πλευ-
ρά α’

Λόγος 
ομοιότη-

τας λ

Λόγος 
περιμέ-
τρων

Λόγος 
εμβα-
δόν

1 3 3 3 9

9 6 ​​ 2 _ 3 ​​ ​​ 2 _ 3 ​​ ​​ 4 _ 9 ​​

10 5 ​​ 1 _ 2 ​​ ​​ 1 _ 2 ​​ ​​ 1 _ 4 ​​

50 20 ​​ 2 _ 5 ​​ ​​ 2 _ 5 ​​ ​​ 4 _ 25 ​​
7. α) 24cm, β) 19,6​​cm​​ 2​​, γ) 24cm.  8. α) 60m, β) 0,6cm, γ) 40m.  9. 
Τα παραλληλόγραμμα είναι ομοιόθετα με κέντρο Ο και λόγο λ=2, 
άρα είναι όμοια με λόγο ομοιότητας λ=2.  10. 69,6m.
4.3 Όμοια τρίγωνα
1. α) Είναι όμοια, β) Είναι όμοια, γ) Είναι όμοια.  2. α) Είναι 

όμοια με ​​ ΑΒ _ ΔΕ ​  =  ​ ΑΓ _ ΔΖ ​  =  ​ ΒΓ _ ΕΖ ​​, β) Είναι όμοια με ​​ ΚΛ _ ΝΞ ​  =  ​ ΚΜ _ ΝΟ ​  = 

​ ΛΜ _ ΞΟ ​​. 3. Βρίσκουμε ότι τα τρίγωνα έχουν ίσες γωνίες μεταξύ τους.  
4. x=3,2, y=4,5, ω=1,2.  5. α) 0,3m, β) 4m.  6. ΚΛ=5, ΑΛ=2.  7. 
3,4,5.  8. 516m.  9. 39,2m.

Θεματική Ενότητα 5 – Εμβαδόν
5.1 Εμβαδά επιφάνειας στερεών (ορθών πρισμάτων, πυρα-
μίδας)
1. 150​​m​​ 2​​.  2. 122​​m​​ 2​​.  3. 3m.  4. 180c​​m​​ 2​​.  5. 

Πλευρά 
τετραγώ-

νου (x)

Ύψος 
πρίσμα-
τος (υ)

Εμβαδόν πα-
ράπλευρης επι-

φάνειας (Επ)

Ολικό εμβα-
δόν πρίσμα-

τος (Εολ)

4cm 5cm 80​c ​m​​ 2​​ 112​c ​m​​ 2​​
5cm 9cm 180​c ​m​​ 2​​ 230​c ​m​​ 2​​
1cm 6cm 24​c ​m​​ 2​​ 25​c ​m​​ 2​​
2cm 10cm 80​c ​m​​ 2​​ 88​c ​m​​ 2​​

6. α) 480​c ​m​​ 2​​, β) 576​c ​m​​ 2​​.  7. 144​c ​m​​ 2​​.  8. 114​c ​m​​ 2​​.  9. 1600​c ​m​​ 2​​
.  10. 

Πλευρά τε-
τραγώνου 

(x)

Απόστη-
μα (α)

Εμβαδόν παρά-
πλευρης επιφά-

νειας (Επ)

Ολικό εμβα-
δόν πυραμί-

δας (Εολ)

2cm 6cm 24​c ​m​​ 2​​ 28​c ​m​​ 2​​
4cm 1cm 8​c ​m​​ 2​​ 24​c ​m​​ 2​​
10cm 50cm 1.000​c ​m​​ 2​​ 1.100​c ​m​​ 2​​
9cm 3cm 54​c ​m​​ 2​​ 135​c ​m​​ 2​​

11. ​4 ​√ 
_
 3 ​ c ​m​​ 2​​.  12. α) 24​c ​m​​ 2​​, β) 1.200€.  13. α) 48​c ​m​​ 2​​, β) ​​(48 + 12 ​

√ 
_
 3 ​)​ ​cm​​ 2​​.  14. 6.996​c ​m​​ 2​​.  

5.2 Εμβαδά επιφάνειας στερεών (κυλίνδρου, κώνου, σφαί-
ρας)
1. α) 150,72​c ​m​​ 2​​, β) 207,24​c ​m​​ 2​​.  2. α) 489,84​c ​m​​ 2​​, β) 942​c ​m​​ 2​​.
3. 1.256​c ​m​​ 2​​.  4. α) 471​c ​m​​ 2​​, β) 351,68​c ​m​​ 2​​, γ) 150,72​c ​m​​ 2​​.  
5. 1.155,52​c ​m​​ 2​​.  6. 

  Ακτίνα βάσης  ρ 1cm 3cm 4cm

  Ύψος κυλίνδρου  υ 5cm 4cm 2cm

  Εμβαδόν    
  παράπλευρης  ​​Ε​ 

π
​​​ 31,4​c ​m​​ 2​​ 75,36​c ​m​​ 2​​ 50,24​c ​m​​ 2​​

  Ολικό εμβαδόν  ​​Ε​ 
ολ

​​​ 37,68​c ​m​​ 2​​ 131,88​c ​m​​ 2​​ 150,72​c ​m​​ 2​​
7. ​​Ε​ 

κώνου
​​  =  2π ​α​​ 2​​, ​​Ε​ 

σφαίρας
​​  =  4π ​α​​ 2​​. Αν διπλασιάσουμε την ακτίνα 

α, τα εμβαδά τετραπλασιάζονται.  8. 154,86​c ​m​​ 2​​.  9. α) 533,8​c ​m​​ 2​​, 

β) 10,676€.  10. 674,79​c ​m​​ 2​​.  11. 86,3​​m​​ 2​​.  12. 

Ακτίνα Σφαίρας (cm) 1 2 10 5 π

Διάμετρος Σφαίρας 
(cm)

1 4 20 10 2π

Εμβαδόν Επιφάνει-
ας (​​cm​​ 2​​)

12,56 50,24 400π 314 ​4 ​π​​ 3​​

13. α) 452,16​c ​m​​ 2​​ και 803,84​c ​m​​ 2​​, β) 10cm.

Θεματική Ενότητα 6 – Όγκος
6.1 Όγκος στερεών (ορθών πρισμάτων, πυραμίδας)
1. α) 213.000dm​​​​​ 3​​, β) 0,007569m​​​​​ 3​​, γ) 12700cm​​​​​ 3​​, δ) 15.000ml, ε) 
3,896.700m​​​​​ 3​​, στ) 150.000.000mm​​​​​ 3​​.  2. α) 2.500.000cm​​​​​ 3​​, 2.500Lt,  
β) 0,8Lt, 800.000.000mm​​​​​ 3​​.  3. α) 42cm​​​​​ 3​​, β) 8cm​​​​​ 3​​, γ) 24cm​​​​​ 3​​, δ) 
12cm​​​​​ 3​​, ε) 18cm​​​​​ 3​​, στ) 27cm​​​​​ 3​​.  4. α) 8cm​​​​​ 3​​, β) 48cm​​​​​ 3​​, γ) 160cm​​​​​ 3​​
,  δ) 60cm​​​​​ 3​​, ε) 56cm​​​​​ 3​​, στ) 80cm​​​​​ 3​​.  5. 3m.  6. 12cm.  7. Ε=60 cm​​​​​ 2​​
, V=48cm​​​​​ 3​​.  8. 2.592.920m​​​​​ 3​​.  9. 30.600cm​​​​​ 3​​.  10. 16cm.  11. α) 
30cm, β) 2.280cm​​​​​ 2​​. 12. 119cm​​​​​ 3​​.  13. 211,5cm​​​​​ 3​​.
6.2 Όγκος στερεών (κυλίνδρου, κώνου, σφαίρας).
1. 628cm​​​​​ 3​​.  2. 209,3cm​​​​​ 3​​.  3. 2.143,57cm​​​​​ 3​​.  4. 577,76€.  5. Πα-
ραλληλεπίπεδο: 480m​​​​​ 3​​, κύλινδρος: 1.130,4m​​​​​ 3​​.  6. Ε=2.926cm​​​​​ 2​​, 
V=10.096cm​​​​​ 3​​.  7. 5.451.400 Lt.  8. Μπορεί να χωρέσει.  9. Η σφαί-
ρα περιέχει τον μεγαλύτερο όγκο.  10. 6cm.  11. α) 113.040cm​​​​​ 3​​, β) 
102.960cm​​​​​ 3​​.

Γ’ ΘΕΜΑΤΙΚΟ ΠΕΔΙΟ –  
ΣΤΟΧΑΣΤΙΚΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ

Θεματική Ενότητα 1 – Στατιστική
1.2 Αντιπροσωπευτικότητα και εξαγωγή συμπερασμάτων/ 
Μεταβλητότητα μεταξύ δειγμάτων
1. α) 

Ερευνητής Α Ερευνητής Β

Διάρκεια Ζωής 
(σε μήνες)

Συχνό-
τητα

Σχετική 
Συχνότητα

Συχνό-
τητα

Σχετική Συ-
χνότητα

0 – 6 2 5% 3 7,5%

6 – 12 4 10% 1 2,5%

12 – 18 9 22,5% 9 22,5%

18 – 24 4 10% 10 25%

24 – 30 9 22,5% 7 17,5%

30 – 36 7 17,5% 6 15%

36 – 42 2 5% 2 5%

42 – 48 3 7,5% 2 5%

Σύνολο 40 100% 40 100%

β) Α: 52,5%, Β: 42,5%, γ) Α: (3, 15, 24, 32,5, 47),  Β: (2, 16, 22, 30, 
44).  2. α) Λιγότερο από 4 ώρες: Α:18, Β: 11. Περισσότερο από 8 
ώρες: Α: 16, Β: 17, β) Εξέτασαν διαφορετικά δείγματα, γ) Δεν αρ-
κούν.
Θεματική Ενότητα 2 – Πιθανότητες
2.1 Νόμος των μεγάλων αριθμών
1. 50%.  2. α) 20%, β) Όχι.  3. α) 50%.  6. Μπλε: 45%, ροζ: 15%, 
γκρι: 15%, πορτοκαλί: 25%. Ο τροχός δεν εμφανίζει τα αναμενόμε-
να αποτελέσματα, άρα δεν εμφανίζει «δίκαια» κάθε χρώμα.  
2.2 Ανεξαρτησία ενδεχομένων
1. γ.  2. α.  3. α) ​​ 1 _ 6 ​​, β) ​​ 1 _ 36 ​​, γ) ​​ 1 _ 6 ​​.  4. α) ​​ 1 _ 8 ​​, β) ​​ 1 _ 2 ​​.  5. α) ​​ 3 _ 8 ​​, β) ​​ 1 _ 8 ​​.  
6. Όχι. Το αποτέλεσμα της πρώτης επιλογής επηρεάζει τις πιθανό-
τητες των αποτελεσμάτων της δεύτερης επιλογής.  

7. α) 2, β) 7.  8. ​​ 5 _ 12 ​​.
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Α
Αδύνατη εξίσωση 122
Αδύνατο σύστημα 111
Αλγεβρική Παράσταση 46
Ανεξάρτητα ενδεχόμενα 273
Ανίσωση 132
Άξονας συμμετρίας 96
Αόριστη εξίσωση 122
Αόριστο σύστημα 111
Απλή τυχαία δειγματοληψία 255
Απόλυτη τιμή 23
Αριθμητική Παράσταση 46
Άρρητοι αριθμοί 18

Β
Βαθμός μονωνύμου 47
Βαθμός πολυωνύμου 57

Γ
Γραμμική εξίσωση 105
Γραμμικό σύστημα 110
Γραφική παράσταση 96

Δ
Δείγμα 254
Δειγματοληψία 255
Δευτερεύοντα στοιχεία τριγώνου 145
Διακρίνουσα 126
Διάμεσος 145
Διάταξη 17

Ε
ΕΚΠ πολυωνύμων 78
Εμβαδόν παράπλευρης επιφάνειας 

κυλίνδρου 223
Εμβαδόν παράπλευρης επιφάνειας 

πρίσματος 216
Εμβαδόν σφαίρας 226
Ενδεχόμενο 268
Εξίσωση δευτέρου βαθμού 123
Εξίσωση πρώτου βαθμού 122
Ευθεία παράλληλη στον άξονα x’x 

106
Ευθεία παράλληλη στον άξονα y’y 

106
Εύρος 262
Εφαπτομένη 168

Ζ
-

Η
Ημίτονο 167

Ι
Ίσα πολυώνυμα 57
Ισότητα τριγώνων 146

Κ
Κανονική πυραμίδα 216
Κανονικότητα 40
Κριτήριο Γ-Π-Γ 148
Κριτήριο Π-Γ-Π 147
Κριτήριο Π-Π-Π 149
Κλίση ευθείας 168
Κοινός παράγοντας 72
Κύλινδρος 222
Κύρια στοιχεία τριγώνου 144
Κύριο μέρος μονωνύμου 47
Κώνος 224

Λ
Λόγος εμβαδών όμοιων σχημάτων 

200
Λόγος ευθύγραμμων τμημάτων 180
Λύση γραμμικού συστήματος 110

Μ
Μέθοδος αντίθετων συντελεστών 

116
Μέθοδος αντικατάστασης 115
Μέση τιμή 261
Μέτρα θέσης 261
Μέτρα μεταβλητότητας 262
Μονάδες μέτρησης όγκου 234
Μονώνυμο 46

Ν
Νόμος μεγάλων αριθμών 269
Νόμος τριχοτομίας 132

Ο
Όγκος 234
Όγκος κυλίνδρου 243
Όγκος κώνου 244
Όγκος πρίσματος 236

Όγκος πυραμίδας 237
Όγκος σφαίρας 244
Ολικό εμβαδόν κυλίνδρου 223
Ολικό εμβαδόν κώνου 225
Ολικό εμβαδόν πρίσματος 215
Ολικό εμβαδόν πυραμίδας 216
Ομαδοποίηση 72
Όμοια μονώνυμα 47
Όμοια σχήματα 198
Όμοια τρίγωνα 205
Ομοιόθετο γωνίας 192
Ομοιόθετο ευθύγραμμου τμήματος 

191
Ομοιόθετο κύκλου 193
Ομοιόθετο πολυγώνου 192
Ομοιόθετο σημείου 190

Π
Παραβολή 96
Παραγοντοποίηση 71
Πείραμα τύχης 268
Περίληψη πέντε αριθμών 262
Περιοδικοί Δεκαδικοί αριθμοί 13
Πιθανότητα 269
Πληθυσμός 254
Πολυώνυμο 56
Πραγματικοί αριθμοί 18
Πρίσμα 214
Πυραμίδα  216

Ρ
Ρητή παράσταση 82
Ρητοί αριθμοί 12

Σ
Σταθερό πολυώνυμο 56
Συμπλήρωση τετραγώνου 126
Συνάρτηση 96
Συνημίτονο 167
Συντελεστής μονωνύμου 47
Σφαίρα 225

Τ
Ταυτότητα 65
Τετραγωνική ρίζα 18
Τιμή πολυωνύμου 57
Τριγωνομετρικοί Αριθμοί γωνίας 167

*Η αρίθμηση δίπλα από τους όρους σχετίζεται με τη σελίδα στην οποία αναφέρεται για πρώτη φορά ο όρος.
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