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Συμπληρωματικό υλικό 2.3.2.2 Βασικές ανισότητες και οι αποδείξεις τους 

5. (Μεταβατικηή  Ιδιοή τητα)  Αν α β>  και  β γ> ,  τοή τε  α γ> .                                                                                

Απόδειξη 

Αν  α β> , τοή τε 0α β− >  και αν  β γ> , τοή τε 0β γ− > . Τοή τε, επειδηή  το αή θροισμα θετικωή ν 

αριθμωή ν ειήναι θετικοή ς αριθμοή ς (1ο αξιήωμα) εήχουμε, διαδοχικαή  

( ) ( ) 0 0α β β γ α γ α γ− + − > ⇒ − > ⇒ >  

Για παραή δειγμα,  εήχουμε οή τι αν  x 5>   και  5 y> , τοή τε x y> .   

6.  Αν  α β>   και  γ δ> ,  τοή τε  α γ β δ+ > +                                                                                   

Απόδειξη 

Αν α β> , τοή τε 0α β− >  και αν γ δ> , τοή τε 0γ δ− > . Τοή τε, επειδηή  το αή θροισμα θετικωή ν 

αριθμωή ν ειήναι θετικοή ς αριθμοή ς (1ο αξιήωμα) εήχουμε, διαδοχικαή  

( ) ( ) 0α β γ δ α γ β δ− + − > ⇒ + > +  

Για παραή δειγμα,  εήχουμε οή τι αποή  τις ανισωή σεις 3 1>  και 2 4> − , παιήρνουμε 3 2 1 ( 4 )+ > + − . 

ΣΧΟΛΙΟ: Ποτέ δεν αφαιρούμε ανισότητες κατά μέλη. 

Η ιδιοή τητα αυτηή  ισχυή ει και για περισσοή τερες ανισοή τητες.  

( )και και και1 1 2 2 1 2 1 2.... ν ν ν να β α β α β α α α β β β> > > ⇒ + + + > + + +   

7. Αν 0α β> >  και 0γ δ> > , τοή τε αγ βδ> . 

Απόδειξη 

Αν  0α β> >  και 0γ δ> > , τοή τε αγ βγ>  και βγ βδ> , αφουή  , 0β γ > .  Άρα, αγ βδ>  (μεταβατική 

ιδιότητα).               

Για παραή δειγμα, εήχουμε οή τι αποή  τις ανισωή σεις 3 2>  και 2 4 / 5> , παιήρνουμε 3 2 2 4 / 5⋅ > ⋅ . 

ΣΧΟΛΙΟ: Ποτέ δεν διαιρούμε ανισότητες κατά μέλη. 

Η ιδιοή τητα αυτηή  ισχυή ει και για περισσοή τερες ανισοή τητες. 

(ii)   Για θετικουή ς αριθμουή ς 1 2 1 2, , , , , , ,ν να α α β β β  ισχυή ει η συνεπαγωγηή     

( )και και και1 1 2 2 1 2 1 2.... ν ν ν να β α β α β α α α β β β> > > ⇒ ⋅ ⋅ ⋅ > ⋅ ⋅ ⋅   

8.  Ισχυή ει οή τι 2 0α ≥ , για καή θε πραγματικοή  αριθμοή  α . Η ισοή τητα ισχυή ει μοή νο οή ταν 0α = .  

Απόδειξη  

Αν  α>0 τοή τε α · α > α · 0 = 0 . Άρα, α2 > 0. 

Αν  α = 0 τοή τε α · α = α · 0 = 0 . Άρα, α2 = 0. 

Για παραή δειγμα, εήχουμε οή τι ( ) για κάθε22x 1 0, x− ≥ ∈ . 

9. Αν ,α β  ομοή σημοι,  τοή τε 
1 1α β
α β

> ⇔ <  

Απόδειξη  

Αφουή  ,α β  ειήναι ομοή σημοι, τοή τε ισχυή ει 0αβ > . Άρα 



Θεματική Ενότητα 1.1 Πραγματικοί Αριθμοί

Βασικές ανισότητες και οι αποδείξεις τους

Θεματική Ενότητα 1.1 Πραγματικοί Αριθμοί

Συμπληρωματικό υλικό 2.3.2.2 Βασικές ανισότητες και οι αποδείξεις τους 

5. (Μεταβατικηή  Ιδιοή τητα)  Αν α β>  και  β γ> ,  τοή τε  α γ> .                                                                                

Απόδειξη 

Αν  α β> , τοή τε 0α β− >  και αν  β γ> , τοή τε 0β γ− > . Τοή τε, επειδηή  το αή θροισμα θετικωή ν 

αριθμωή ν ειήναι θετικοή ς αριθμοή ς (1ο αξιήωμα) εήχουμε, διαδοχικαή  

( ) ( ) 0 0α β β γ α γ α γ− + − > ⇒ − > ⇒ >  
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α β
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Απόδειξη  

Αφουή  ,α β  ειήναι ομοή σημοι, τοή τε ισχυή ει 0αβ > . Άρα 

1 1α βα β
αβ αβ β α

> ⇔ > ⇔ >  

ΣΧΟΛΙΟ: Για να αποδείξουμε το ευθύ  διαιρούμε και τα δύο μέλη της ανισότητας  με τον θετικό 

αριθμό αβ , ενώ για το αντίστροφο πολλαπλασιάζουμε με τον θετικό αριθμό αβ . 

Για παραή δειγμα, εήχουμε οή τι 

•  
1 12 3
2 3

< ⇔ >  

•
15 1 1
5

− < − ⇔ − > −  

10.  Για θετικουή ς  αριθμουή ς ,α β  και θετικοή  ακεήραιο ν  ισχυή ει η ισοδυναμιήα 

ν να β α β> ⇔ >  

Αποή δειξη  

Ευθύ: Έστω α β> . Αποή  την  Ιδιοή τητα  7(ii)  για  1 2 να α α α= = = =   και  1 2 νβ β β β= = = =  

προκυή πτει η συνεπαγωγηή  ν να β α β> ⇒ > .  

Αντίστροφο: Για την αποή δειξη του αντιστροή φου, θα υποθεήσουμε οή τι ν να β>  και με βαή ση αυτηή  

την υποή θεση θα αποδειήξουμε οή τι δεν μπορειή να ισχυή ει η ισοή τητα α β=  ουή τε η ανισοή τητα α β<  

και επομεήνως, θα ειήναι α β> .  

Αν ηή ταν α β= , αποή  τον ορισμοή   της ισοή τητας θα ειήχαμε  ν να β=  (αή τοπο),  ενωή  αν ηή ταν α β< , θα 

ειήχαμε  ν να β<  (αή τοπο). Άρα,  α > β . 

ΣΧΟΛΙΟ: Για την παραπάνω απόδειξη χρησιμοποιήσαμε τη μέθοδο της απαγωγής σε άτοπο. 

 

12.  Για οποιουσδηή ποτε πραγματικουή ς αριθμουή ς α  και β  και για καή θε θετικοή  ακεήραιο ν  ισχυή ει η 

ισοδυναμιήα 
2 1 2 1ν να β α β+ +> ⇔ >  

 Αποή δειξη  

Διακριήνουμε τις περιπτωή σεις: 

• 0 ν να β α β⇒> > > , για καή θε θετικοή  ακεήραιο ν  (Προή ταση 7), επομεήνως, και για καή θε περιττοή .  

• 2 1 2 1 2 1 2 10 0ν ν ν να β α β α β+ + + +> > > > ⇒ >⇒    

•  ( ) ( )2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 10 0 0ν ν ν ν ν να β β α β α β α α β+ + + + + +> > − > − > − > − > ⇒− > − >⇒ ⇒ ⇒  

Το αντιήστροφο αποδεικνυή εται οή μοια με πριν με απαγωγηή  σε αή τοπο. 

 

 

13. Για καή θε θετικοή  αριθμοή  α  και ,κ λ  θετικουή ς ακεήραιους με κ λ>  ισχυή ει 

(i)   1 a aκ λα > ⇔ >  

(ii)  0 1 a aκ λα< < ⇔ <  

Αποή δειξη  
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1 12 3
2 3

< ⇔ >  

•
15 1 1
5

− < − ⇔ − > −  

10.  Για θετικουή ς  αριθμουή ς ,α β  και θετικοή  ακεήραιο ν  ισχυή ει η ισοδυναμιήα 
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12.  Για οποιουσδηή ποτε πραγματικουή ς αριθμουή ς α  και β  και για καή θε θετικοή  ακεήραιο ν  ισχυή ει η 

ισοδυναμιήα 
2 1 2 1ν να β α β+ +> ⇔ >  

 Αποή δειξη  

Διακριήνουμε τις περιπτωή σεις: 

• 0 ν να β α β⇒> > > , για καή θε θετικοή  ακεήραιο ν  (Προή ταση 7), επομεήνως, και για καή θε περιττοή .  

• 2 1 2 1 2 1 2 10 0ν ν ν να β α β α β+ + + +> > > > ⇒ >⇒    

•  ( ) ( )2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 10 0 0ν ν ν ν ν να β β α β α β α α β+ + + + + +> > − > − > − > − > ⇒− > − >⇒ ⇒ ⇒  

Το αντιήστροφο αποδεικνυή εται οή μοια με πριν με απαγωγηή  σε αή τοπο. 

 

 

13. Για καή θε θετικοή  αριθμοή  α  και ,κ λ  θετικουή ς ακεήραιους με κ λ>  ισχυή ει 

(i)   1 a aκ λα > ⇔ >  

(ii)  0 1 a aκ λα< < ⇔ <  

Αποή δειξη  

(i)   Έχουμε διαδοχικαή , 

( )a a a a 0 a 1 0 a 1 0 1 1 1κ λ κ λ λ κ λ κ λ κ λ κ λ κ λα α α α− − − − −> ⇔ − > ⇔ − > ⇔ − > ⇔ > ⇔ > ⇔ >  

(ii)  Όμοια εήχουμε 

( )a a a a 0 a 1 0 a 1 0 1 1 1κ λ κ λ λ κ λ κ λ κ λ κ λ κ λα α α α− − − − −< ⇔ − < ⇔ − < ⇔ − < ⇔ < ⇔ < ⇔ <  

14. Για οποιουσδηή ποτε αριθμουή ς α  και β  ισχυή ει η ανισοή τητα 

2 2 2α β αβ+ ≥  

Απόδειξη  

Έχουμε  

( )22 2 2 22 2 0 0α β αβ α β αβ α β+ ≥ ⇔ + − ≥ ⇔ − ≥ , που ισχυή ει. Το ιήσον ισχυή ει για α β= . 

ΣΧΟΛΙΟ: Με όμοιο τρόπο αποδεικνύεται και η ανισότητα 2 2 2α β αβ+ ≥ − . Πότε ισχύει το ίσον; 

15. Για οποιουσδηή ποτε αριθμουή ς α  και β  ισχυή ει η ανισοή τητα  

2 2 0α αβ β± + ≥  

Απόδειξη  

Έχουμε  

( ) ( )22 2 2 2 2 2 2 2 2 20 2 2 2 0 2 0 0α αβ β α αβ β α α αβ β β α α β β± + ≥ ⇔ ± + ≥ ⇔ + ± + + ≥ ⇔ + ± + ≥

που ισχυή ει. Το ιήσον ισχυή ει οή ταν 0α β= = . 

16. Για οποιουσδηή ποτε αριθμουή ς ,α β  και γ  ισχυή ει η ανισοή τητα  

2 2 2α β γ αβ βγ γα+ + ≥ + +  

Απόδειξη  

Έχουμε  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2
2 2 2 0

2 2 2 0

0

α β γ αβ βγ γα α β γ αβ βγ γα

α α β β γ γ αβ βγ γα

α αβ β β βγ γ γ γα α

α β β γ γ α

+ + ≥ + + ⇔ + + ≥ + + ⇔

+ + + + + − − − ≥ ⇔

− + + − + + − + ≥ ⇔

− + − + − ≥

 

που ισχυή ει. Το ιήσον ισχυή ει οή ταν 0α β γ= = = . 

ΣΧΟΛΙΟ: Μπορούμε να αποδείξουμε και την ανισότητα  2 2 2 0α β γ αβ βγ γα+ + + + + ≥ . 

Πότε ισχύει το ίσον; 

17. Αν 0α > , τοή τε 10 a 2
a

α > ⇔ + ≥ . 

Αποή δειξη 

Έχουμε ( )22 21a 2 1 2 2 1 0 1 0
a

α α α α α+ ≥ ⇒ + ≥ ⇔ − + ≥ ⇔ − ≥ . Το ιήσον ισχυή ει  για 1α = . 

18. (i) Αν ,α β  ομοή σημοι τοή τε 2α β
β α
+ ≥ . 

        (ii) Αν ,α β  ετεροή σημοι τοή τε 2α β
β α
+ ≤ − . 
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(i)   Έχουμε διαδοχικαή , 

( )a a a a 0 a 1 0 a 1 0 1 1 1κ λ κ λ λ κ λ κ λ κ λ κ λ κ λα α α α− − − − −> ⇔ − > ⇔ − > ⇔ − > ⇔ > ⇔ > ⇔ >  

(ii)  Όμοια εήχουμε 

( )a a a a 0 a 1 0 a 1 0 1 1 1κ λ κ λ λ κ λ κ λ κ λ κ λ κ λα α α α− − − − −< ⇔ − < ⇔ − < ⇔ − < ⇔ < ⇔ < ⇔ <  

14. Για οποιουσδηή ποτε αριθμουή ς α  και β  ισχυή ει η ανισοή τητα 

2 2 2α β αβ+ ≥  

Απόδειξη  

Έχουμε  

( )22 2 2 22 2 0 0α β αβ α β αβ α β+ ≥ ⇔ + − ≥ ⇔ − ≥ , που ισχυή ει. Το ιήσον ισχυή ει για α β= . 

ΣΧΟΛΙΟ: Με όμοιο τρόπο αποδεικνύεται και η ανισότητα 2 2 2α β αβ+ ≥ − . Πότε ισχύει το ίσον; 

15. Για οποιουσδηή ποτε αριθμουή ς α  και β  ισχυή ει η ανισοή τητα  

2 2 0α αβ β± + ≥  

Απόδειξη  

Έχουμε  

( ) ( )22 2 2 2 2 2 2 2 2 20 2 2 2 0 2 0 0α αβ β α αβ β α α αβ β β α α β β± + ≥ ⇔ ± + ≥ ⇔ + ± + + ≥ ⇔ + ± + ≥

που ισχυή ει. Το ιήσον ισχυή ει οή ταν 0α β= = . 

16. Για οποιουσδηή ποτε αριθμουή ς ,α β  και γ  ισχυή ει η ανισοή τητα  

2 2 2α β γ αβ βγ γα+ + ≥ + +  

Απόδειξη  

Έχουμε  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2
2 2 2 0

2 2 2 0

0

α β γ αβ βγ γα α β γ αβ βγ γα

α α β β γ γ αβ βγ γα

α αβ β β βγ γ γ γα α

α β β γ γ α

+ + ≥ + + ⇔ + + ≥ + + ⇔

+ + + + + − − − ≥ ⇔

− + + − + + − + ≥ ⇔

− + − + − ≥

 

που ισχυή ει. Το ιήσον ισχυή ει οή ταν 0α β γ= = = . 

ΣΧΟΛΙΟ: Μπορούμε να αποδείξουμε και την ανισότητα  2 2 2 0α β γ αβ βγ γα+ + + + + ≥ . 

Πότε ισχύει το ίσον; 

17. Αν 0α > , τοή τε 10 a 2
a

α > ⇔ + ≥ . 

Αποή δειξη 

Έχουμε ( )22 21a 2 1 2 2 1 0 1 0
a

α α α α α+ ≥ ⇒ + ≥ ⇔ − + ≥ ⇔ − ≥ . Το ιήσον ισχυή ει  για 1α = . 

18. (i) Αν ,α β  ομοή σημοι τοή τε 2α β
β α
+ ≥ . 

        (ii) Αν ,α β  ετεροή σημοι τοή τε 2α β
β α
+ ≤ − . 

Απόδειξη 

(i)  Έχουμε  

( ) ( )
22 2

222 2 0 0 0 0
α βα β α β α β αβ α β

β α β α αβ αβ
−+ −

+ ≥ ⇔ + − ≥ ⇔ ≥ ⇔ ≥ ⇔ − ≥  

(ii)  Αποδεικνυή εται οή μοια. 

19. Αν 0α β γ+ + >  τοή τε 3 3 3 3α β γ αβγ+ + ≥ . 

Απόδειξη 

Αποή  την ταυτοή τητα του Euler εήχουμε 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 23 3 3 13
2

α β γ αβγ α β γ α β β γ γ α + + − = + + − + − + −   

Αφουή  το β' μεήλος ειήναι μη αρνητικοή  το ιήδιο θα συμβαιήνει και για το α'. Έτσι 
3 3 3 3 3 33 0 3α β γ αβγ α β γ αβγ+ + − ≥ ⇔ + + ≥  
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Βιβλιοθήκη Διδακτικών Βιβλίων» με κωδικό ΟΠΣ (MIS) 6010165, του Προγράμματος «Ανθρώπινο Δυναμικό και Κοινωνική Συνοχή 2021-2027» που υλοποιείται 
από το Ινστιτούτο Εκπαιδευτικής Πολιτικής και συγχρηματοδοτείται από το Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο.


	info 9: 


