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Συμπληρωματικό Υλικό 1.5.3  

Απόδειξη 

1.  Διακριένουμε τις τρειές (δυνατεές) περιπτωέ σεις:  (α) α, β  ομοέ σημοι, (β) α, β ετεροέ σημοι (γ) α=0 

ηέ  β=0.  

(α)  Αν α > 0 και β > 0, τοέ τε α + β < 0, οποέ τε, |α|=α, |β|=β και |α + β| = α + β. Άρα, |α| + |β|=α + β, 

οποέ τε |α + β| = |α| + |β|. 

 Αν α < 0 και β < 0, τοέ τε α + β > 0, οποέ τε, |α|=–α, |β|=–β και |α + β|=–(α + β ). Άρα,  

|α| + |β|=(–α) + (–β)=-(α + β) , οποέ τε , παέ λι εέχουμε ισοέ τητα, δηλαδηέ , |α + β| = |α| + |β|. 

 (β)  Έστω τωέ ρα οέ τι  α < 0 και β > 0.  Τοέ τε, d(α, β)= d(α, 0) + d(β, 0) (η ισότητα αυτή είναι 

προφανής, αν χρησιμοποιήσετε την πραγματική ευθεία.), Η ισοέ τητα αυτηέ   με τη χρηέ ση της 

εέννοιας της αποέ λυτης τιμηέ ς γραέ φεται |β – α| = |α| + |β|. 

Αν d(α,0) < d(β, 0) τοέ τε d(–α,β) < d(β, 0), οποέ τε: 

|α + β|  = |β –(–α)| = d (–α, β) < d (β, 0) < d (β, 0)+ d (α, 0)=|β| + |α|, δηλαδή, 

|α + β|  < |β| + |α|.  

Όμοια και αν d(α,0) > d(β, 0) 

 
(γ) Αν α =0 , τοέ τε |α + β| = |0 + β|  = |β|  και |α| + |β| = |0| +|β| =|β|, οποέ τε εέχουμε ισοέ τητα, 

δηλαδηέ , |α + β| = |α| + |β|. (Όμοια αν  β=0).  

Αποέ  τις παραπαέ νω ισοδυναμιέες φαιένεται οέ τι η ισοέ τητα  |α + β| = |α| + |β| ισχυέ ει αν και μοέ νο αν 
αβ = |α||β|, δηλαδηέ   αν και μοέ νο αν οι αριθμοιέ  α και β ειέναι ομοέ σημοι ηέ  εένας τουλαέ χιστον αποέ  
αυτουέ ς ειέναι ιέσος  με μηδεέν. 
 

 

α + β > 0,

α + β < 0,
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