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ΘΕΜΑΤΙΚΗ ΕΝΟΤΗΤΑ 1: Δύναμη
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1.1 Η έννοια της δύναμης

Ερωτήσεις
1.	 α)	 Είναι = =2 2Δ mm 10 m.3L ⋅ −  Ισχύει:

F k Lελ Δ=   ή  k
F

L
= ελ

Δ
Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

k 


 

4 N
2 10 m

2 10 N m3
3 /

β)	 Είναι = =5 5Δ mm 10 m.3′ ⋅ −L  Έχουμε:

′ = ′ = ⋅





⋅( ) =−F k Lελ
3 3Δ 2 10 N
m

10 m N5 10

2.	 Την κίνηση του μικρού σκάφους προκαλεί η 
δύναμη που ασκεί το νερό στα κουπιά. Σύμφω-
να με τον 3ο Νόμο του Νεύτωνα (Νόμος Δράσης-
Αντίδρασης), ο αθλητής ασκεί δύναμη στο νερό 
μέσω των κουπιών (δράση) και το νερό ασκεί 
ταυτόχρονα μια αντίθετη δύναμη (αντίδραση) που 
κινεί το μονό σκιφ.

3.	 α)	 Ισχύουν:
F k LA A AΔ=   και
F k LB B BΔ=

Διαιρώντας κατά μέλη έχουμε:

F

F
k L
k L

A

B

A A

B B

Δ
Δ

=    �ή   1=
k L
k L
A A

B B

Δ
Δ

   

ή   k L k LB B A AΔ Δ=    

ή   
k
k

L
L

B

A

A

B

Δ
Δ

= (1)

Από τη γραφική παράσταση παρατηρούμε ότι:

L LΔ ΔA B<    ή   
Δ
Δ

A

B

L
L

< 1 (2)

Από τις (1) και (2) προκύπτει:

k
k
B

A

< 1   ή   k kB A<

Άρα, το Α είναι πιο δύσκαμπτο από το Β.

β)	 Ισχύουν:
F k LΓ Γ ΓΔ=   και  F k LΔ Δ ΔΔ=

Διαιρώντας κατά μέλη έχουμε:

F
F

k L

k L
Γ

Δ

Γ Γ

Δ Δ

Δ
Δ

=   ή  
F
F

k
k

Γ

Δ

Γ

Δ

= (3)

Από τη γραφική παράσταση παρατηρούμε ότι:

F FΓ Δ<   ή  F
F
Γ

Δ

< 1 (4)

Από τις (3) και (4) προκύπτει:

k
k
Γ

Δ

< 1  ή  k kΓ Δ<

Άρα, το Δ είναι πιο δύσκαμπτο από το Γ.

Ασκήσεις
1.	 Από το διάγραμμα προκύπτει ότι η επιμήκυν-
ση ΔL  και το βάρος w είναι ανάλογα ποσά, οπότε:

Δ
Δ

L
L

w
w

1

2

1

2

= (1)

Από το διάγραμμα παρατηρούμε ότι για w1 5= N  
προκαλείται επιμήκυνση Δ cm.L1 15=  Έστω ότι 
η επιμήκυνση Δ cmL2 33=  αντιστοιχεί σε βάρος 
w2.  Αντικαθιστώντας στην (1) έχουμε:

15
33

5
2

cm
cm

N=
w

  �ή  15 5 332w   N    

ή  w2
5 33
15

  N   ή  w2 11= N

Άρα, η επιμήκυνση 33 cm  προκλήθηκε από βά-
ρος 11N.

2.	 α)	

ΔL2 
ΔL1 

Θ.Φ.Μ. Θ.Ι. 1 Θ.Ι. 2

k

d

w1

w2

Fελ,1

Fελ,2

ΔL 
ΔLA 

FA = FB  

ΔLB 

F

A

B

ΔL 

FΔ 

FΓ 
F Γ

Δ

ΔLΓ ΔLΔ =
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Το βάρος w1 100= N  προκαλεί επιμήκυνση ΔL1 
και το βάρος w w2 1 20 120  N N  προκαλεί 
πρόσθετη επιμήκυνση:

d       81,25 80 1,25 1,25cm cm m10 2

Στις θέσεις ισορροπίας ισχύουν:
F wελ,1 = 1	 ή  k L wΔ 1 1= (1)

F wελ,2 = 2	 ή  k L wΔ 2 2=   ή   ( )k L wdΔ 1 2+ = (2)

Αφαιρώντας την (1) από τη (2) έχουμε:

k w wd  2 1   ή   k
w w
d


2 1

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

k  




120 100 1600N N
m10 21,25

N/m

β)	 Από την (1) έχουμε:

ΔL1 =
w
k
1 100 0 0625

1600
= = =N , m cm

N/m
6,25

Επομένως, το αρχικό μήκος του ελατηρίου ήταν:
80 6,25 73,75cm cm cm 

3.	 H δοθείσα δύναμη 


F  και η δύναμη 


′F  που ασκεί το ταρτάν στον δρομέα 
αποτελούν ζεύγος δράσης-αντίδρα-
σης. Συνεπώς, η 



′F  έχει την κατεύθυν-
ση που φαίνεται στο σχήμα και μέτρο:

 F F   ή    F 600 N

1.2 Σύνθεση και ανάλυση  
δυνάμεων

Ερωτήσεις
1.	 Έστω φ η γωνία που σχηματίζουν μεταξύ τους 
οι δύο δυνάμεις. 
Όταν φ = °0 , τότε οι δυνάμεις είναι ομόρροπες και 
το μέτρο της συνισταμένης έχει μέγιστη τιμή:

Σ maxF F= 2
Όσο η φ αυξάνεται, παραμένοντας μικρότερη 
από 180°, το μέτρο της συνισταμένης δύναμης θα 
μειώνεται. 
Όταν φ = °180 , τότε οι δυνάμεις είναι αντίθετες, 
οπότε έχουν μηδενική συνισταμένη (ελάχιστη 
τιμή):

Σ minF = 0

2.	 α)	 Έχουμε:
= −5 5Σ N N NFx = 0   και   N NFy = − =6 3 3Σ N

Για τη συνισταμένη δύναμη ισχύει:
= +F FΣ Σ Σ
� � �

Fx y

Επομένως, έχει μέτρο:
NF Fy= = 3Σ Σ

και κατεύθυνση ίδια με αυτήν της δύναμης 6 N.

β)	 Η επιπλέον δύναμη που πρέπει να δράσει στο 
σώμα έτσι, ώστε να μηδενιστεί η συνισταμένη δύ-
ναμη είναι αντίθετη της συνισταμένης του προη-
γούμενου ερωτήματος. Άρα, θα έχει μέτρο 3 N  
και κατεύθυνση ίδια με αυτήν της δύναμης 3 N.

3.	 Οι συνιστώσες της δύναμης 


F  είναι:

F Fx =

= ( ) ⋅ =N N100 600,6

συνφ

F Fy =

= ( ) ⋅ =

ημφ

N N100 800,8

4.	 Από το σχήμα προκύπτουν τα εξής:
F3 N,= 30   F x1 N,= 30   F y1 N,= 20

F x2 N,= 30   F y2 N= 10
Έχουμε:
Σ N N1 2F F Fx x x= + = − =30 30 0N  

N N N1 2F F F Fy y y= + + = − + + =3 30 20 10 0NΣ
Για τη συνισταμένη δύναμη ισχύει:

= +F Fx yΣ Σ
� � �

FΣ
Επομένως, η συνισταμένη των τριών δυνάμεων 
είναι μηδέν ΣF =( )0 .N

Ασκήσεις
1.	 Για τη συνισταμένη Σ

�
F  των 



F1 ,  


F2  ισχύει:
Σ 1 2F F F= −   ή   = −F F F2 1 Σ

Με αντικατάσταση των τιμών προκύπτει:
F2

5 5 53,7 10 N 1,8 10 N 1,9 10 N     

2.	 α)	

F1

F2
φ

ΣF

F

F ʹ

F
y

x
φ

Fx

Fy
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1.2  Σύνθεση και ανάλυση δυνάμεων

Με αντικατάσταση των τιμών στη σχέση:

Σ 1
2

2
2F F F= +

έχουμε:

41N 9 N 2
2   2 F   �ή   41N 9 N 2

2     2 2 F  

ή  F2
2 1600 N= 2    

ή  F2 40 N=

β)	 Ισχύει:

εφ 9 N
40 N

9
40

1

2

φ
F
F

= = =

Με έναν υπολογιστή τσέπης βρίσκουμε φ = °12,7 .

3.	 α)	
F1

F2

y

x
F1x

F2x

F1y

F2y

60º

60º
FΣ

Ισχύει:
F F F1 2= =

Έχουμε:
+ °6 6= °0 συνΣ 01 2 1 2F F F F F

F F F

x x x= +

= + =
1
2

1
2

συν

− °F F= °6 6

− °1 26 6F F= ° ημ 0

ημ 0 ημ 0 0
1 2F F Fy y y= +

=

Σ ημ 0

Επομένως:
F F= =Σ FxΣ

β)	 Έστω τρεις ομοεπίπεδες δυνάμεις 


F1 ,  


F2 ,  


F3  
με μέτρα F F F F1 2 3 ,= = =  οι οποίες σχηματίζουν 
ανά δύο γωνία 120°.  
Από το ερώτημα α) προκύπτει ότι η συνισταμένη 
των 



F1 ,  


F2  έχει μέτρο F ,  διεύθυνση τη διχοτόμο 
των 



F1 ,  


F2  και φορά αντίθετη της 


F3 .  Επομένως, 
η συνισταμένη των 



F1 ,  


F2  είναι αντίθετη της 


F3 ,  
οπότε οι τρεις δυνάμεις έχουν μηδενική συνιστα-
μένη.

4.	 Η δύναμη 


F  είναι η συνιστα-
μένη των 



F1 ,  


F2 .  Έχουμε:

= °F F1 30

97 0 3
2

84 0= ( ) ⋅ =

συν

, N , N

F F2 30

97 0 1
2

48 5

= °

= ( ) ⋅ =

ημ

, N , N

5.	 α)	 Έστω 


F  η δύναμη μέτρου 200 N.  Επει-
δή η συνισταμένη δύναμη είναι κατακόρυφη, 
δεν θα έχει οριζόντια συνιστώσα, οπότε ΣFx = 0.  
Επομένως, η συνιστώσα 



Fx  της 


F  θα έχει μέτρο 
160 N.

200 Ν

160 Ν
90 Ν

y

xθ
Fx

Fy

β)	 Ισχύει:
F F Fx y 2 2

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

    200 N 160 N 2   2 Fy    

ή   200 N 160 N 2     2 2 Fy    

ή  Fy
2 14.400 N= 2   ή  Fy = 120 N

γ)	 Έχουμε:
N N NF Fy= = − = −90 120 30Σ Σ

Άρα, το μέτρο της συνισταμένης των τριών δυνά-
μεων είναι 30 N.

6.	 Οι συνιστώσες των δυνάμεων στους άξονες 
(2η και 3η στήλη) προκύπτουν από το διάγραμμα.
Το μέτρο κάθε δύναμης (4η στήλη) προκύπτει 
από το Πυθαγόρειο Θεώρημα.
Για τη συνιστώσα της συνισταμένης στον x-άξονα 
(5η στήλη) έχουμε:

Σ

N N N N N

F T S V Ux x x x x= + + +

= − − + = −4 16 12 16 8

F1

F2

30º
F
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Για τη συνιστώσα της συνισταμένης στον y-άξονα 
(6η στήλη) έχουμε:

Σ

N N N N N

F T S V Uy y y y y= + + +

= + − − =12 12 12 4 8

Για τo μέτρο της συνισταμένης (7η στήλη) έχουμε:

x y( )Σ

N N N

F F F= ( ) +

= −( ) + ( ) =

2 2

2 28 8 8 2

Σ Σ

Δύναμη Τ S V U

Συνιστώσα  
δύναμης  

στον άξονα

x 4 −16 −12 16

y 12 12 −12 −4

Μέτρο δύναμης 4 10 20 12 2 4 17

Συνιστώσα  
συνισταμένης  
στον άξονα

x −8

y 8

Μέτρο συνισταμένης 8 2

7.	 y

yʹ

Fελ

wx
wy

w

xʹ

x37°

α)	 Έχουμε:
   N N1 0,6 0,6w w φημx  

β)	 Ισχύει:
ΣFx = 0  �ή  w Fx − =ελ 0   

ή  w k Lx = Δ   ή  k
w

L
x=

Δ
Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

k  

 

0,6
10

0,06 /

0,06 60 /

N
mm

N mm

N
10 m

N m3

1.3 Είδη δυνάμεων

Ερωτήσεις
1.	 Από το διάγραμμα παρατηρούμε ότι η τριβή 
αυξάνεται συνεχώς. Συνεπώς, πρόκειται για στα-
τική τριβή (η τριβή ολίσθησης έχει σταθερό μέτρο, 
ενώ η στατική τριβή μπορεί να έχει μεταβλητό μέ-
τρο). Άρα, το κιβώτιο δεν ολισθαίνει μέχρι τη χρο-
νική στιγμή t1 .

2.	 Από το διάγραμμα παρατηρούμε ότι τη χρονι-
κή στιγμή t1,  δηλαδή κατά τη μετάβαση από τον 
διάδρομο (δ) στο σαλόνι (σ), η τριβή ολίσθησης 
μειώνεται. Επομένως:

T Tδ σ>   ή  μ N μ Nσ σ>δ δ

Η κάθετη δύναμη στήριξης 


N  ισούται κατά μέτρο 
με το βάρος του κιβωτίου τόσο στον διάδρομο 
όσο και στο σαλόνι, οπότε από την προηγούμενη 
σχέση προκύπτει:

μσ>μδ
Άρα, το κιβώτιο παρουσιάζει μικρότερο συντελε-
στή τριβής στο σαλόνι.

3.	 Αφαιρώντας βιβλία από το 
κουτί, μειώνεται το βάρος 



w  
του κουτιού με τα υπόλοιπα βι-
βλία. Αυτό έχει ως συνέπεια τη 
μείωση της κάθετης δύναμης 
στήριξης 



N ,  οπότε μειώνεται η τριβή 


T .  Άρα, το 
κιβώτιο μετακινείται ευκολότερα. 
Πράγματι, ισχύει:

w wτελ αρχ<   �ή  N Nτελ αρχ<    
ή  μN μΝτελ αρχ<   ή  T Tτελ αρχ<

όπου λάβαμε υπόψη ότι ο συντελεστής τριβής μ 
είναι πάντα θετικός και ανεξάρτητος από την κά-
θετη δύναμη στήριξης.

4.	 H πρόσφυση είναι μεγαλύτερη στην περίπτω-
ση (Α) όπου η δύναμη του εργάτη είναι οριζόντια. 
Στην περίπτωση (Β) η κάθετη συνιστώσα 



Fy  της 


F  βοηθά το σώμα να «σηκωθεί», οπότε η δύναμη 
στήριξης είναι μικρότερη σε σχέση με την περί-
πτωση (Α). 

vT
N

w
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1.3  Είδη δυνάμεων

(Α) (Β)

Fx

Fy
v v

T

N

w

ʹT ʹN

w

F
F

Συνεπώς, μικρότερη είναι και η τριβή, οπότε το κι-
βώτιο έχει μικρότερη πρόσφυση στο πάτωμα.

5.	 Καλύτερη πρόσφυση με την επιφάνεια του 
χιονιού έχει το έλκηθρο στην περίπτωση (Α) όπου 
η δύναμη από τον πατέρα έχει κάθετη συνιστώσα 
προς τα κάτω. Στην περίπτωση (Β) η κάθετη συ-
νιστώσα της δύναμης του πατέρα βοηθά να ανα-
σηκωθεί το έλκηθρο, οπότε η κάθετη δύναμη στή-
ριξης είναι μικρότερη σε σχέση με την περίπτωση 
(Α). Συνεπώς, μικρότερη είναι και η τριβή.

Ασκήσεις
1.	 Αν w  είναι το βάρος του κιβωτίου, τότε για την 
κάθετη δύναμη στήριξης και την τριβή δίνονται:

N w= 80
100

  και  T w= 16
100

Αντικαθιστώντας τα Ν, Τ στην εξίσωση T μN=  
έχουμε:

= ⋅
16

100
80

100
w wμ   ή  16 80 μ=   ή   = 0,2μ

2.	 Στην άσκηση 3 της υποενότητας 
1.1 δίνεται ότι θ = °60 . Βρήκαμε το 
μέτρο της δύναμης που ασκείται στον 
δρομέα από το ταρτάν:

 F 600 N
Η οριζόντια συνιστώσα της ′



F  είναι 
η στατική τριβή με κατεύθυνση όπως 
φαίνεται στο σχήμα και μέτρο:

T F θ= ′ = ( ) ⋅ =συν N N600 1
2

300

3.	 α)	

(1)

ʹT

ʹN
v

T

N

w

Fν

(2)

v

w

Fν

F

Από το διάγραμμα παρατηρούμε ότι για F = 0 N  
είναι T = 4 N  (σχήμα 1) και επειδή N w= ,  η σχέ-
ση T μN=  γράφεται (σε μονάδες SI):

μw = 4 (1)
Από το διάγραμμα παρατηρούμε ότι για F = 15 N  
είναι  T 10 N  (σχήμα 2) και επειδή   N F w ,  
η σχέση ′ = ′ = +( )T μN μ F w  γράφεται (σε μονά-
δες SI):

10 15= +( )μ w   �ή  10 15= +μ μw   
ή  (λόγω της (1)) = +10 15 4μ    
ή  15 6μ =   ή   = 0,4μ

β)	 Από την (1) έχουμε: 

w
μ

= = =
4 4 10N N N

0,4
Επομένως:

N w= = 10 N

4.	 α)	 Στο διπλανό σχήμα 
φαίνονται οι δυνάμεις που 
ασκούνται στο βιβλίο. Η συνι-
σταμένη της κάθετης δύναμης 
επαφής και της τριβής είναι η 
δύναμη 

�
Fρ  που ασκεί το ράφι 

στο βιβλίο.

β)	 Ισχύουν:
N w= = 10 N

= =T μN ⋅ ( ) =0,5 10 5N N

Ισχύει η διανυσματική σχέση:
� � �
F N Tρ = +

Για το μέτρο και την κατεύθυνση της 
�
Fρ  έχουμε:

F T Nρ N N

N N

= + = ( ) + ( )
= =

2 2 2 25 10

125 5 5

εφ 10 N
5 N

2φ N
T

= = =

θ

F

F ʹ

T

N

Fρ

φ

v

T

N

w

F
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1.4 Τo πρότυπο  
του άκαμπτου σώματος 
υπό την επίδραση  
δυνάμεων

Ερωτήσεις
1.	

(A) (B) (Γ)

F F
F

Στο στιγμιότυπο (Α) η απόσταση του σημείου περι-
στροφής από τον φορέα της δύναμης είναι μηδενι-
κή. Άρα, η ροπή μηδενίζεται, δηλαδή τA N m.= ⋅0
Στο στιγμιότυπο (Γ) η απόσταση του σημείου πε-
ριστροφής από τον φορέα της δύναμης είναι η 
μέγιστη δυνατή και ισούται με την ακτίνα R  του 
γραναζιού. Άρα, το μέτρο της ροπής μεγιστοποιεί-
ται, δηλαδή τ FRΓ .=

Στο στιγμιότυπο (Β) για την απόσταση d  του 
σημείου περιστροφής από τον φορέα της δύνα-
μης ισχύει d < R .  Άρα, το μέτρο της ροπής είναι 

dB .=τ F

Ισχύει: 
< <τ τ τA B Γ

2.	 α)	 Το γερμανικό κλειδί είναι ένα εργαλείο 
που χρησιμοποιείται για το σφίξιμο ή τη χαλάρω-
ση παξιμαδιών, βιδών και μπουλονιών. Η αρχή 
λειτουργίας του βασίζεται στη ροπή. Όταν εφαρ-
μόζεται δύναμη στη λαβή του κλειδιού, η δύναμη 
αυτή «πολλαπλασιάζεται» με την απόσταση από 
τον άξονα της βίδας (βραχίονας). Η ροπή που δη-
μιουργείται είναι αρκετή για να περιστρέψει το πα-
ξιμάδι ή τη βίδα. Όσο μεγαλύτερη είναι η λαβή του 
κλειδιού τόσο μεγαλύτερη είναι η ροπή για την ίδια 
δύναμη, καθιστώντας έτσι ευκολότερο το σφίξιμο 
ή τη χαλάρωση των παξιμαδιών.

β)	 Το καρότσι οικοδομής είναι ένα εργαλείο που 
χρησιμοποιείται για τη μεταφορά φορτίων. Η αρχή 
λειτουργίας του βασίζεται επίσης στη ροπή. Η δύ-
ναμη που ασκείται στα χερούλια του καροτσιού 
μεταφέρεται μέσω των βραχιόνων και δημιουργεί 
μια ροπή γύρω από τον τροχό (άξονας περιστρο-

φής). Η ύπαρξη του τροχού μειώνει την ανάγκη 
για άσκηση μεγάλης δύναμης, αφού η ροπή βοη-
θά στην ανύψωση και τη μετακίνηση του φορτίου 
με μικρότερη προσπάθεια από ό,τι αν προσπα-
θούσαμε να σηκώσουμε το φορτίο χωρίς το καρό-
τσι. 

γ)	 Το ανοιχτήρι κρασιού ή τιρμπουσόν εκμεταλ-
λεύεται τη ροπή για να διεισδύσει ο κοχλίας στον 
φελλό και τελικά να πραγματοποιηθεί η αφαίρε-
σή του από τα μπουκάλια. Όταν περιστρέφετε 
τη λαβή του, οι αντίρροπες δυνάμεις προκαλούν 
ροπή και με τον τρόπο αυτό βιδώνει το τιρμπου-
σόν μέσα στον φελλό. Στη συνέχεια, εφαρμόζο-
ντας δύναμη στον μοχλό του, η ροπή βοηθά στην 
ανύψωση του φελλού από το μπουκάλι με σχετικά 
μικρή προσπάθεια.

3.	 Η ροπή της δύναμης που ασκούμε στην 
πόρτα, την περιστρέφει ως προς τον άξονα που 
ορίζουν οι μεντεσέδες. Μεγιστοποιούμε τη ροπή 
δεδομένης δύναμης, όταν μεγιστοποιήσουμε την 
απόσταση της δύναμης από τον άξονα περιστρο-
φής. Για αυτό βάζουμε το πόμολο στην άκρη και 
όχι στο μέσο της πόρτας, αυξάνοντας με αυτόν 
τον τρόπο την απόσταση. 

4.	 Δίνεται ότι w w1 2 .= 3  Oι ροπές των βαρών 
έχουν ίσα μέτρα. 

w1

w2

y x

Επομένως:

τ τ1 2=   ή  w x w y1 2=   ή  3w x w y2 2=   ή   x y=
3

Άρα, η τριπλάσια δύναμη πρέπει να ασκείται στο 
1 3/  της απόστασης της άλλης δύναμης από το 
κέντρο περιστροφής (υποτριπλάσια απόσταση), 
για να έχει ίση κατά μέτρο ροπή με την άλλη δύ-
ναμη. 

5.	 Η ροπή της δύναμης που διέρχεται από το 
κέντρο του τροχού είναι μηδενική. Αφού θέλου-
με τη δράση τρίτης δύναμης που να μηδενίζει τη 
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συνολική ροπή στο σώμα και η μία δύναμη έχει 
μηδενική ροπή, αρκεί η τρίτη δύναμη να δημιουρ-
γεί ροπή αντίθετης της ροπής που δημιουργεί η 
δύναμη στην περιφέρεια του τροχού. Η ροπή 
της δύναμης που ασκείται στην περιφέρεια έχει  
διεύθυνση κάθετη στη σελίδα του βιβλίου με φορά 
από το βιβλίο προς το μάτι μας. Η ροπή της τρίτης 
δύναμης πρέπει να έχει αντίθετη φορά. 

(A) (B) (Γ) (Δ) (Ε)

P

Τη συνθήκη αυτή μπορούν να ικανοποιήσουν οι 
δυνάμεις (Α) και (Γ). Όμως, το σημείο Ρ βρίσκε-
ται σε μικρότερη απόσταση από την ακτίνα του 
κύκλου, οπότε χρειάζεται να ασκηθεί μεγαλύτερη 
δύναμη, ώστε να παραχθεί ίσου μέτρου ροπή με 
τη ροπή της δύναμης που ασκείται στην περιφέ-
ρεια. Επειδή τα διανύσματα είναι σχεδιασμένα 
υπό κλίμακα και το (Α) είναι μεγαλύτερο από το 
(Γ), το (Α) μπορεί να δώσει την αντίθετη ροπή που 
απαιτείται. 
Εναλλακτικά, ονομάζουμε 



F1  τη δύναμη με σημείο 
εφαρμογής το κέντρο του τροχού και 



F2  τη δύ-
ναμη με σημείο εφαρμογής στην περιφέρεια του 
τροχού. Θεωρούμε ότι ο τροχός έχει κέντρο Ο και 
ακτίνα R .  Έστω 



F3  η δύναμη που πρέπει να δρά-
σει στο σημείο Ρ. Ισχύει:

= +
� � � �
τολ 1 2 3+τ τ τ   ή  

� � � �
0 0= + +2 3τ τ   ή  

� �
τ τ2 3= −

ή για τα μέτρα τους:
τ τ2 3= (1)

Η ροπή της 


F2  έχει διεύθυνση κάθετη στη σελίδα 
του βιβλίου με φορά από το βιβλίο προς το μάτι 
μας. Η ροπή της τρίτης δύναμης πρέπει να έχει 
αντίθετη φορά. Τη ζητούμενη φορά μπορούν να 
ικανοποιήσουν οι δυνάμεις (Α) και (Γ). Ισχύει:

OP   R   ή   OP
 


R

1 (2)

Η (1) γράφεται ισοδύναμα:

F FR2 3 OP     ή   F
F R
2

3

OP
 

και λόγω της (2) προκύπτει:

F
F
2

3

< 1  ή  F F2 3<

δηλαδή η 


F3  πρέπει να είναι μεγαλύτερη από την 


F2 .
Άρα, από τα διανύσματα (Α) και (Γ) επιλέγουμε το 
μεγαλύτερο, δηλαδή το (Α).

6.	 Σωστό είναι το γράφημα (Α). 
Το δοχείο γεμίζει με σταθερό ρυθμό, οπότε το κέ-
ντρο μάζας του νερού θα ανυψώνεται με σταθερό 
ρυθμό. Ο σταθερός ρυθμός σε γράφημα απεικο-
νίζεται με ευθεία. 
Όταν το δοχείο είναι άδειο, το κέντρο μάζας είναι 
στο μηδέν, ενώ όταν είναι γεμάτο, το κέντρο μάζας 
είναι στο μέσο, δηλαδή y Hcm / .< 2  Αυτές τις συν-
θήκες ικανοποιεί το γράφημα (A).

Ασκήσεις
1.	 F

w
F

w
F

w

60º

O

O

O

Έστω L το μήκος της ράβδου και 


w  το βάρος της. 
Η ροπή του βάρους και στις τρεις περιπτώσεις εί-
ναι ίδια:

τw = − = −( )( ) = − ⋅
L
2

40 1 40N m N mw

•	 Για το 1ο σχήμα έχουμε:

LF = = ( )( ) = ⋅40 2 80N m N mτ F

Επομένως:
= +Στ τ τw F = − ⋅ + ⋅ = ⋅40 80 40N m N m N m

Άρα, η ολική ροπή έχει μέτρο 40 N m,⋅  διεύ-
θυνση κάθετη στη σελίδα και φορά από τη σε-
λίδα προς το μάτι μας. Τείνει να περιστρέψει 
τη ράβδο αντίθετα από τη φορά κίνησης των 
δεικτών του ρολογιού. 
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•	 Για το 2ο σχήμα αναλύουμε την 


F  σε δύο συ-
νιστώσες, την 



Fx  κατά μήκος της ράβδου και 
την 



Fy  κάθετη στη ράβδο. Ισχύουν:

F Fx = °συν60

F F Fy = ° = = ( ) ⋅ =ημ 0 N N6 3
2

40 3
2

20 3

Από αυτές, μόνο η 


Fy  προκαλεί ροπή ως προς 
το Ο, οπότε για τη ροπή της 



F  έχουμε:

τ F LF F yy
= = = ( )( ) = ⋅20 3 2 40 3N m N mτ

Επομένως:

w F= +Σ τ = − ⋅ + ⋅

= −( ) ⋅ = ⋅

40 40 3

40 3 1 29 3

N m N m

N m , N m

τ τ

Άρα, η ολική ροπή έχει μέτρο 29 3, N m,⋅  διεύ
θυνση κάθετη στη σελίδα και φορά από τη σε-
λίδα προς το μάτι μας. Τείνει να περιστρέψει 
τη ράβδο αντίθετα από τη φορά κίνησης των 
δεικτών του ρολογιού. 

•	 Για το 3ο σχήμα παρατηρούμε ότι φορέας της 


F  διέρχεται από το σημείο περιστροφής, δη-
λαδή η απόσταση του φορέα της δύναμης από 
το σημείο περιστροφής είναι μηδενική. Συνε-
πώς, η 



F  δεν μπορεί να περιστρέψει το σώμα. 
Ισχύει:

F = ⋅ = ⋅0 0 N mτ F
Επομένως:

0 4= +Σ τw F = − ⋅ + ⋅ = − ⋅40 0N m N m N mτ τ

Άρα, η ολική ροπή έχει μέτρο 40 N m,⋅  διεύ-
θυνση κάθετη στη σελίδα και φορά από το μάτι 
μας προς τη σελίδα. Τείνει να περιστρέψει τη 
ράβδο κατά τη φορά κίνησης των δεικτών του 
ρολογιού. 

2.	 Οι ακτίνες είναι R1 6   cm 6 10 m2  και 
R2 8   cm 8 10 m.2

F2

R1

R2

F1

F3

α)	 Ζεύγος δυνάμεων αποτελούν οι δυνάμεις 


F1  
και 



F3 ,  διότι ασκούνται σε δύο διαφορετικά ση-
μεία του σώματος και είναι αντίθετες. Η ροπή 

�
τ  

του ζεύγους έχει διεύθυνση την ευθεία που είναι 
κάθετη στη σελίδα, φορά από τη σελίδα προς το 
μάτι μας και μέτρο το γινόμενο του μέτρου της 
μίας από τις δύο δυνάμεις επί την απόσταση των 
φορέων τους. Έχουμε:

R R= +( )
= ( ) ⋅ + ⋅( ) = ⋅− −

1

12

1 2

2 2N 6 10 m 8 10 m N m1,68

τ F

β)	 Η ροπή �τ  του ζεύγους των δυνάμεων 


F1  και 


F3  είναι ίδια ως προς οποιοδήποτε σημείο του 
επιπέδου τους. Η ροπή της 



F2  ως προς το κέντρο 
της τροχαλίας είναι:

R2 1
2N 6 10 m N m= = ( ) ⋅( ) = ⋅−

2 24 1,44τ F

Η συνολική ροπή που ασκείται στη διπλή τροχα-
λία ως προς το κέντρο της έχει διεύθυνση την ευ-
θεία που είναι κάθετη στη σελίδα, φορά από τη 
σελίδα προς το μάτι μας και μέτρο:

= + ,68 1,44 3,12τ = ⋅ + ⋅ = ⋅2 N m N m N mτ τΣ 1

3.	 Οι αποστάσεις είναι:
⋅ =AΓ cm 10 m m2( ) = = −50 50 0,5

AΔ cm 10 m m2( ) = = ⋅ =−70 70 0,7

AZ cm 10 m m2     100 100 1

4 Ν
5 Ν

3 Ν

2 Ν

A
Γ

Z
Δ

Ονομάζουμε τις δυνάμεις F1 N,= 2  F2 N,= 5  
F3 N,= 3  F4 N= 4  και ορίζουμε ως θετική τη 
φορά της δύναμης 



F1 .
Για τη συνισταμένη δύναμη ισχύει:

Σ

2 5 3 4 8

F F F F F= + + +

= + + −( ) + =
1 2 3 4

N N N N N

Για τη συνισταμένη ροπή ως προς το σημείο Α 
ισχύει:
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+ += +Σ

5 0,5 3

τ τ

F F F F= − − ( ) + ( ) − ( )
= −( )( ) + ( )

⋅
1 2 3 4

1 2 3 4AΓ AΔ AZ

N m N

0

00,7 4 1

4,4

m N m

N m

( ) − ( )( )
= − ⋅

τ τ τ

Η συνισταμένη δύναμη με μέτρο 8 N  και φορά 
αυτήν της 



F1 ,  η οποία θα προκαλέσει ροπή τ FΣ  
ίδια με τη συνολική ροπή Στ  των δυνάμεων ως 
προς το Α, πρέπει να βρίσκεται σε απόσταση x 
από το Α και να ισχύει = −τ x.FΣ Σ ⋅F  Επομένως:

x
τ
F
F= − = −

− ⋅
= =Σ

Σ
4,4 0,55 55N m

N
m cm

8

4.	

12 Ν

12 Ν

A
M Γ θ

Ονομάζουμε 


F1  τη δύναμη με σημείο εφαρμογής 
το Μ και 



F2  τη δύναμη με σημείο εφαρμογής το Γ. 
Έστω L  το μήκος της ράβδου. Ισχύουν: 

AΓ( ) = L  και   AM   L
2

Η ροπή της 


F1  ως προς το Α είναι:

F L1 AM= − ( ) = −1 1 2
τ F

Για να βρούμε τη ροπή της 


F2 ,  αναλύουμε τη δύ-
ναμη σε δύο συνιστώσες, την 



F x2  κατά μήκος της 
ράβδου και την 



F y2  κάθετη στη ράβδο. Ισχύουν:

F F θx2 2= συν   και  F F θy2 2= ημ

Μόνο η συνιστώσα 


F y2  προκαλεί ροπή ως προς 
το Α, οπότε για τη ροπή της 



F2  έχουμε:

= ⋅= = F F θF F F yx y y2 AΓ ημ+ = ( )+
2 2 2

0 2 2 Lτ τ τ τ

Tο αλγεβρικό άθροισμα των ροπών των δυνά
μεων ως προς το Α είναι μηδέν. Επομένως:
Στ = 0  �ή   + =τ τ1 2 0   

ή  − + ⋅ =F L L1 22
ημ 0F θ   ή  ημθ

F
F

= 1

22

Είναι F F1 2 12= = N,  οπότε προκύπτει ημθ = 1 2/  
και βρίσκουμε θ = °30 .

5.	 α)	 Έστω ′Σ  η προ-
βολή του Σ στην κατα-
κόρυφο που διέρχεται 
από το Ο. Ο φορέας 
του βάρους βρίσκεται 
σε απόσταση ΣΣ′( ) από 
το Ο. Από το ορθογώνιο 
τρίγωνο ′OΣΣ  έχουμε:

ημ
ΣΣ

θ
L

=
′( )   ή   ΣΣ ημ′( ) = L θ

Η ροπή του βάρους ως προς το Ο είναι:

τ wL θ

θ θ

= − ′( ) = −

= −( )( ) = − ⋅

ΣΣ ημ

3 N 1m ημ ημ N m3

w

Άρα, το μέτρο της ροπής του βάρους ως προς το 
Ο είναι: 

= ⋅3ημ mΝτ θ

Εναλλακτικά, για να βρούμε τη ροπή του βάρους, 
αναλύουμε το βάρος σε δύο συνιστώσες, την 



wx  
κατά μήκος της ράβδου και την 



wy  κάθετη στη 
ράβδο. Ισχύουν:

w w θx = συν   και  w w θy = ημ

Μόνο η συνιστώσα 


wy  προκαλεί ροπή ως προς 
το O, οπότε για τη ροπή του βάρους έχουμε:

= =τ τ w w

θ θ

w w w yx y y
+ = − ( ) = − ⋅

= −( )( ) = − ⋅

+ 0

3

ΟΣ ημ

3 N 1m ημ ημ N m

τ τ θ L

και ξαναβρίσκουμε για το μέτρο της:
= ⋅3ημ mΝτ θ

β)	 Συμπληρώνουμε τον πίνακα.

θ 0° 30° 45° 60° 90°

τ / N m⋅ 0 1,5 2,1 2,6 3

γ)	 Κατασκευάζουμε τη γραφική παράσταση της 
συνάρτησης = ( )f .Τ θ

τ / Ν⋅m

0,5

1

2

2,5

3

1,5

0
0 20 40 60 80

θ / °

wxwy

w

θ
O

Σ
Σ

L

ʹ
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6.	

20 Ν

20 Ν
30 Ν

40 Ν

y / m

x / m

2,0

2,0

4,0

4,0
0

0

2,0−

4,0−

2,0−4,0−

6,0−
60º

53º

Οι δυνάμεις ασκούνται σε διάφορα σημεία μιας 
πλάκας που μπορεί να περιστρέφεται γύρω από 
άξονα που διέρχεται από την αρχή των αξόνων Ο 
και είναι κάθετος σε αυτήν. Ονομάζουμε:
•	



F1  τη δύναμη μέτρου 30 N  που σχηματίζει γω-
νία 53°  με τον x-άξονα και το σημείο εφαρμο-
γής της απέχει d1 m= 5  από το Ο,

•	


F2  τη δύναμη μέτρου 20 N  που είναι κάθετη 
στον y-άξονα και το σημείο εφαρμογής της 
απέχει d2 m= 3  από το Ο,

•	


F3  την άλλη δύναμη μέτρου 20 N που το ση-
μείο εφαρμογής της απέχει d3 m= 1  από το Ο, 

•	


F4  τη δύναμη μέτρου 40 N  με σημείο εφαρμο-
γής που απέχει d4 m= 4  από το Ο.

Στη συνέχεια, θα υπολογίσουμε ξεχωριστά τη 
ροπή κάθε δύναμης ως προς το Ο.

Ροπή της 


F1
Αναλύουμε την 



F1  σε δύο συνιστώσες. Ισχύουν:

F Fx1 1 53= °συν   και  F Fy1 1 53= °ημ

Μόνο η συνιστώσα 


F y1  προκαλεί ροπή ως προς 
το O, οπότε για τη ροπή της 



F1  έχουμε:

= = + =τ F d F dF F F F yx y y1 1 1 1
0 53

120

1 1= °⋅

= ( )( )( ) =

+ 1 1ημ

30 N 0,80 5 m N⋅⋅m

τ τ τ

Η ροπή της 


F1  ως προς το Ο έχει μέτρο 120 N m,⋅  
διεύθυνση την ευθεία που είναι κάθετη στη σελίδα 
και φορά από τη σελίδα προς το μάτι μας. Η φορά 
περιστροφής είναι αντίθετη από τη φορά κίνησης 
των δεικτών του ρολογιού.

Ροπή της 


F2

Έχουμε:

dF2 2 60= = −( )( ) = − ⋅2 20 N 3 m N mτ F

Η ροπή της 


F2  ως προς το Ο έχει μέτρο 60 N m,⋅  
διεύθυνση την ευθεία που είναι κάθετη στη σελίδα 
και φορά από το μάτι μας προς τη σελίδα. Η φορά 
περιστροφής είναι ίδια με τη φορά κίνησης των 
δεικτών του ρολογιού.

Ροπή της 


F3

Αναλύουμε την 


F3  σε δύο συνιστώσες. Ισχύουν:
F Fx3 3 60= °συν   και  F Fy3 3 60= °ημ

Μόνο η συνιστώσα 


F x3  προκαλεί ροπή ως προς 
το O, οπότε για τη ροπή της 



F3  έχουμε:

= + 3 3τ τ τ F d F dF F F F xx y x3
0 60

10

3 3= + = = °⋅

= ( )( )( ) = ⋅

3 3 3
συν

20 N 0,5 1m N mm

τ

Η ροπή της 


F3  ως προς το Ο έχει μέτρο 10 N m,⋅  
διεύθυνση την ευθεία που είναι κάθετη στη σελίδα 
και φορά από τη σελίδα προς το μάτι μας. Η φορά 
περιστροφής είναι αντίθετη από τη φορά κίνησης 
των δεικτών του ρολογιού.

Ροπή της 


F4

Έχουμε:
dF4 4 160= = ( )( ) = ⋅4 40 N 4 m N mτ F

Η ροπή της 


F4  ως προς το Ο έχει μέτρο 160 N m,⋅  
διεύθυνση την ευθεία που είναι κάθετη στη σελίδα 
και φορά από τη σελίδα προς το μάτι μας. Η φορά 
περιστροφής είναι αντίθετη από τη φορά κίνησης 
των δεικτών του ρολογιού.

7.	

wA

wB

x
L

A Β

Tο μήκος L  της ράβδου είναι:
L    120 120cm 10 m m2 1,2

Γνωρίζουμε ότι, αν ένα σώμα στηριχθεί στην κα-
τακόρυφο που διέρχεται από το κέντρο βάρους 
του, θα ισορροπήσει. Αναζητούμε ένα σημείο ως 
προς το οποίο μηδενίζεται η ροπή των βαρών των 
σφαιρών Α, Β. Έστω ότι το σημείο αυτό απέχει x 
από το Α, οπότε από το Β απέχει L x− .  Ισχύει:

Σ
� �
τ = 0  ή   + =

� � �
w wA B

0τ τ

η οποία γράφεται αλγεβρικά:



15

1.5  Νόμος Παγκόσμιας Έλξης

w x w L xA B    0   �ή  w x w L xA A   2 0    
ή   x L x  2    
ή   x L x 2 2  

ή   x L= 2 3/
Άρα, το κέντρο μάζας βρίσκεται πάνω στη ράβδο 
σε απόσταση 2 3L /  από το άκρο Α.
Για L = 1,2 m  έχουμε:

x   2
3
1,2 0,8m m

1.5 Νόμος Παγκόσμιας Έλξης

Ερωτήσεις
1.	 Ο ακριβής χαρακτηρισμός του δοκαριού θα 
ήταν «κατακόρυφο δοκάρι». Ο χαρακτηρισμός 
«κάθετο δοκάρι» είναι αδόκιμος, αφού δεν ορί-
ζεται κάποια ευθεία αναφοράς στα λεγόμενα του 
εκφωνητή, ως προς την οποία το δοκάρι να είναι 
κάθετο. 

2.	 Ας υποθέσουμε ότι οι δύο συμμαθητές έχουν 
μεγάλη μάζα, 100 κιλά έκαστος, και βρίσκονται 
δίπλα-δίπλα, ώστε τα κέντρα μάζας τους να απέ-
χουν 0,5 m.  Από τον Νόμο της Παγκόσμιας Έλ-
ξης για m m1 2 kg= = 100  και r = 0,5 m  έχουμε:

F G   




  

 


mm
r
1 2 11
2 10 N m

kg
kg kg

m
6,67

100 100
0,5

1,6

2

2 2

77 0,2   10 N 10 N7 6

Άρα, ο ένας μαθητής έλκει τον άλλον με δύναμη 
μικρότερη από 0,2 εκατομμυριοστά του newton, 
ακόμη και αν είναι τόσο κοντά μεταξύ τους και 
τόσο μεγαλόσωμοι.

3.	 Ο όγκος σφαίρας ακτίνας R  δίνεται από τη 
σχέση:

V R=
4
3
π 3

Η μάζα ενός σφαιρικού σώματος πυκνότητας d  
και όγκου V  είναι:

m dV R d= =
4
3
π 3

Οι πλανήτες Α και Β έχουν την ίδια πυκνότητα και 
την ίδια ακτίνα, οπότε θα έχουν την ίδια μάζα, δη-
λαδή m mA B.=

Έστω m η μάζα του διαστημικού οχήματος. 
Σύμφωνα με τον Νόμο της Παγκόσμιας Έλξης  
το διαστημικό όχημα δέχεται στον πλανήτη Α δύ-
ναμη:

F G
RA
A

A
2=

m m (1)

και στον πλανήτη Β δύναμη:

F G
RB
B

B
2=

m m (2)

Επειδή m mA B=  και R RA B,=  συμπεραίνουμε ότι 
F FA B,=  δηλαδή το διαστημικό όχημα δέχεται ίδια 
δύναμη στους δύο πλανήτες. 
Εναλλακτικά, διαιρώντας κατά μέλη τις σχέσεις (1) 
και (2) έχουμε:

F
F

G
R

G
R

R
R

A

B

A

A
2

B

B
2

A

B

B
2

A
2= =

m m

m m
m
m

Επειδή m mA B=  και R RA B,=  βρίσκουμε:

F
F
A

B

= 1   ή  F FA B=

4.	 Έστω m η μάζα μας, MΓ  η μάζα της Γης και RΓ 
η ακτίνα της.
Σύμφωνα με τον Νόμο της Παγκόσμιας Έλξης το 
βάρος μας στην επιφάνεια της Γης δίνεται από τη 
σχέση:

w G
M
R

= Γ

Γ

m
2 (1)

ενώ σε ύψος h από την επιφάνεια της Γης δίνεται 
από τη σχέση:

( )
w G

M
R h

h
Γ

Γ

=
+
m

2 (2)

Διαιρώντας τις (1), (2) κατά μέλη και απαιτώντας 
το βάρος μας να υποδιπλασιάζεται σε ύψος h 
έχουμε:

R h( )

w
w

G M
R

G Mh

Γ

Γ

Γ

Γ

=

+

m

m

2

2

  �ή  ww
R h

R
2

2

2=
+( )Γ

Γ

   

ή   ( )2 2 2R R hΓ Γ= +    

ή   ( )2R R hΓ Γ= ± +



16

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ – ΛΥΣΕΙΣ

Η εξίσωση 2R R hΓ = + +( )Γ  γράφεται:

2R R hΓ Γ− =   ή  h R R= −( ) =2 1 Γ Γ0,4

Η εξίσωση 2R R hΓ = − +( )Γ  δεν έχει φυσικό νόη-
μα, αφού οι αποστάσεις είναι θετικοί αριθμοί.

5.	

wA

wB

wΓ

A

Β

Γ

Δίνονται:
m m m mA B Γ= = =   και   r rA ,=  r r rB Γ= = 2

Από τον Νόμο της Παγκόσμιας Έλξης ισχύουν:

= =w G
M m

G
M

rA
A
2

Γ

r
m
2

Γ A

= =w G
M m

G
M

r
G

M
r

wB
B
2 A2( )

= =
r

m m
2

1
4

1
42

Γ B Γ Γ

= == =
m m

w G
M m

G
M

r
G

M
r

wΓ
Γ Γ

Γ
2 A2( )r 2

1
4

1
42

Γ Γ

Άρα:
w w wA= =

1
4B Γ

Ασκήσεις
1.	 Αντικαθιστούμε τα δεδομένα στον Νόμο της 
Παγκόσμιας Έλξης.

α)	 Το βάρος του θαλαμίσκου στη Σελήνη είναι:

w G
M m

Σ
Σ

Σ
2=

R

     

  





  
 



6,67
7,35 100

1,74

1

10 N m
kg

10 kg kg

10 m
11

2

2

22

6 2

662 N

β)	 Το βάρος του θαλαμίσκου στον Άρη είναι:

w G
M m

A
A

A
2

1110 N m
kg

10 kg kg



  





  

R

6,67
0,642 100

3,4

2

2

24

00

370

 


10 m

N

6 2

2.	 α)	 Η απόσταση Γης-Ηλίου είναι:
rΓ,H

11AU 10 m= = ⋅1 1,5
Από τον Νόμο της Παγκόσμιας Έλξης έχουμε:

F G
M M

Γ,H
Γ H

Γ,H
2=

r

  





   


6,67
5,97 1,99

1,5
10 N m

kg
10 kg 10 kg

10
11

11

2

2

24 30

mm

10 N

 
 

2

223,52

β)	 Για να βρούμε τη ζητούμενη απόσταση θα 
αφαιρέσουμε τις αποστάσεις Δία και Άρη που ανα-
γράφονται στον πίνακα.
r r rA,Δ ,H A,H

11

AU

AU 10 m

= − = −( )
= = ⋅ ⋅( ) = ⋅

5,20 1,52

3,68 3,68 1,5 5,52 110 m11

Δ

Από τον Νόμο της Παγκόσμιας Έλξης έχουμε:

F G
M M

A,Δ
A

A,Δ
2=

r
Δ

  





   


6,67
0,642 19,0

5,52
10 N m

kg
10 kg 10 kg

10
11

2

2

24 26

111m

10 N

 
 

2

172,67

3.	 Από τον Νόμο της Παγκόσμιας Έλξης έχουμε:

w G
M m

= Γ

Γ
2R
  ή  M w

GmΓ
Γ
2

=
R

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

MΓ
11

N 10 m

10 N m
kg

kg
1

686 6.380

6,67 70
5,98

3 2

2

2

00 kg24

4.	 Η μάζα ενός σφαιρικού σώματος πυκνότητας 
d ,  όγκου V και ακτίνας R είναι:

m dV R d= =
4
3
π 3
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Προβλήματα (ΠΕ1)

Οι πλανήτες Α και Β έχουν την ίδια ακτίνα R και 
επειδή επιπλέον d dA B,= 2  για τις μάζες τους θα 
ισχύει:

m mA B= 2
Έστω m η μάζα των διαστημικών οχημάτων.
Σύμφωνα με τον Νόμο της Παγκόσμιας Έλξης το 
βάρος του διαστημικού οχήματος στον πλανήτη Α 
είναι:

w GA
A
2=

m m
R

(1)

και στον πλανήτη Β είναι:

w GB
B
2=

m m
R

(2)

Διαιρώντας κατά μέλη τις σχέσεις (1) και (2) έχου-
με:

w
w

G

G

A

B

A

B

A

B

B

B

2

2

= = = =

m m
R
m m
R

m
m

m
m
2 2

Άρα w wA B.= 2

5.	 Έστω m η μάζα του πυραύλου και x η από-
σταση από τη Γη του σημείου όπου μηδενίζεται η 
συνολική βαρυτική έλξη. H απόσταση του εν λόγω 
σημείου από τη Σελήνη θα είναι r x= −60RΓ .  
Για τις βαρυτικές δυνάμεις 

�
FΓ , 

�
FΣ  που δέχεται ο 

πύραυλος από τη Γη και τη Σελήνη αντίστοιχα 
ισχύει:

F FΓ Σ=   �ή  G M
G

M
r2

m
x

m
= 2

Γ Σ    

ή  
( )

81
60

M M
x2

Γ
x R

=
− 2

Σ Σ   

ή  
( )

81
60x R2

Γ

=
−
1

2x
   

ή   ( )9
2

60R xΓ
2−  =x    

ή  x x= ± ( ) −9 60RΓ

Η εξίσωση x x= + ( ) −9 60RΓ  γράφεται:

x x= −540RΓ 9   �ή  x x+ =9 540RΓ 
ή  10x = 540RΓ  ή  x = 54RΓ

Η εξίσωση x x= − ( ) −9 60RΓ  γράφεται:

x x= − +540RΓ 9   �ή  x x− = −9 540RΓ 
ή  − = −8x 540RΓ 
ή  x = 67,5RΓ

που είναι άτοπο, διότι x > 60RΓ , οπότε το σημείο 
δεν είναι μεταξύ της Γης και της Σελήνης.
Άρα, το σημείο όπου μηδενίζεται η συνισταμένη 
βαρυτική δύναμη απέχει 54RΓ από το κέντρο της 
Γης και 60 54 6R R RΓ Γ Γ− =  από το κέντρο της Σε-
λήνης.

Προβλήματα
1.	 Αν οι κλίσεις σε δύο γραφήματα F x-  ή x F-  
είναι ίσες, τότε τα δύο ελατήρια έχουν την ίδια στα-
θερά ελατηρίου, εφόσον οι άξονες του γραφήμα-
τος έχουν ίδια διαστήματα αρίθμησης. Επειδή οι 
άξονες των δύο γραφημάτων του προβλήματος 
έχουν διαφορετικά διαστήματα αρίθμησης, τα δύο 
ελατήρια δεν έχουν την ίδια σταθερά ελατηρίου. 
Για το 1ο γράφημα έχουμε:

= =k ω1 εφ N
cm

N cm=
10
5

2 /

Για το 2ο γράφημα έχουμε:

= =k ω2 εφ N
cm

N cm=
20
4

5 /

Πράγματι, διαπιστώνουμε ότι k k1 2 .≠

2.	 α)	 Η διατύπωση του Hooke ισοδυναμεί με το 
συμπέρασμα ότι η παραμόρφωση x ενός ελατη-
ρίου είναι ανάλογη της εφαρμοζόμενης δύναμης 
F. Παρατηρούμε ότι το γράφημα μήκος ελατηρίου-
δύναμη είναι ευθεία (η επιμήκυνση είναι ανάλογη 
της δύναμης) για μήκος ελατηρίου από 3 cm έως 
16 cm. 
β)	 Θα μπορούσε να δοκιμάσει το ελατήριο και 
στην έκταση, αλλά πιθανότατα είναι ευκολότερος 
ο πειραματισμός κατά τη συμπίεση. Επίσης, θεω
ρεί ότι το πείραμα είναι καλό να αναπαράγει τη 
χρήση του ελατηρίου σύμφωνα με την κατασκευή 
του (στο στρώμα τα ελατήρια κατασκευάζονται με 
σκοπό να συμπιέζονται).
γ)	 Όταν το μήκος του ελατηρίου είναι 1 cm, το 
ελατήριο όχι μόνο έχει χάσει την ικανότητά του 
για ελαστική παραμόρφωση, αλλά δεν παραμορ-
φώνεται καθόλου. Το ελατήριο έχει φτάσει στη μέ-
γιστη συσπείρωση, γιατί οι σπείρες εφάπτονται. 
Παρατηρούμε ότι το μήκος του ελατηρίου παραμέ-
νει συνεχώς 1cm  για τιμές δύναμης μεγαλύτερες 
από 50 N.
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δ)	 Η δύναμη των 300 N  που ασκεί η θήκη στο 
στρώμα μοιράζεται εξίσου στα 60 ελατήρια. Στο 
κάθε ελατήριο αντιστοιχεί δύναμη:

F = =300
60

5N N

Από το γράφημα, διαπιστώνουμε ότι: 
•	 για τιμή δύναμη 5 N  το μήκος του ελατηρίου 

είναι 14 cm,
•	 για τιμή δύναμης 0 N  το μήκος του ελατηρίου 

είναι 16 cm  (φυσικό μήκος).
Άρα, η παραμόρφωση κάθε ελατηρίου που αντι-
στοιχεί σε δύναμη 5 Ν, είναι:

16 14 2cm cm cm 

3.	

F

k2k1

α)	 Η επιμήκυνση κάθε ελατηρίου είναι:
10 mcm1 2

2L L= = = ⋅ −6 6Δ Δ
Επομένως:

= =k LFελ,1 1 1
2/m 10 m N( ) ⋅( ) =−100 6 6Δ N

= =k LFελ,2 2 2
2/m 10 m N( ) ⋅( ) =−200 6 12Δ N

β)	 Η ράβδος ισορροπεί, οπότε από τον 1ο Νόμο 
του Νεύτωνα έχουμε:
Σ
� �
F = 0  ή  

� � � �
F F F+ + =ελ,1 ελ,2 0  ή  − = +

� � �
F F Fελ,1 ελ,2

η οποία γράφεται αλγεβρικά:
− −( ) = +F F Fελ,1 ελ,2  ή  F F F= +ελ,1 ελ,2

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:
F   6 12 18N N N

γ)	 Η σταθερά k  ενός ελατηρίου, το οποίο επιμη-
κύνεται κατά 6 cm όταν του ασκηθεί δύναμη 18 N,  
υπολογίζεται από τον Νόμο του Hooke.

k
L

= =
⋅

=−

Fελ
2Δ
N

10 m
N/m18

6
300

Παρατηρούμε πως η σταθερά ενός ελατηρίου που 
μπορεί να αντικαταστήσει τα δύο παράλληλα ελα-
τήρια ισούται με το άθροισμα των σταθερών των 
παράλληλων ελατηρίων.

Το συμπέρασμα αυτό μπορεί να γενικευτεί. Θα 
υπολογίσουμε τη σταθερά ενός ελατηρίου το 
οποίο αντικαθιστά δύο παράλληλα ελατήρια, ενώ 
έχει την ίδια επιμήκυνση με αυτά. Έχουμε:

F F Fελ ελ,1 ελ,2= +   �ή   = +k L k L k LΔ1 2Δ Δ    
ή  k L k k LΔ Δ1 2= +( )    
ή   k k k 1 2

4.	 Ονομάζουμε 


F1  τη δύναμη μέτρου 200 N  και 


F2  τη δύναμη μέτρου 100 N.  Επιλέγουμε ένα σύ-
στημα αξόνων έτσι, ώστε η 



F1  να βρίσκεται πάνω 
στον x-άξονα και η 



F2  σε γωνία 120° κατά την 
αντίθετη φορά περιστροφής των δεικτών του ρο-
λογιού. 

φ

F1

F2

y

xF2x

F2y

Προφανώς είναι φ = ° − ° = °180 120 60 .

Αναλύουμε την 


F2  σε δύο συνιστώσες 


F2x  και 


F2 ,y  για τις οποίες ισχύουν:
F F2 2συνx φ=   και  F F2 2ημy φ=

Έχουμε:

2 21 1

N N N

x x= − = −

= − ( ) ⋅ =

F F F F

200 100 1
2

150

Σ συνF φ

F φF F ( )= = N N2 2y y = ⋅ =100 3
2

50 3Σ ημ

Επομένως:

x y( ) NF F F= ( ) + = ( ) + ( )2 2 2 2
150 50 3Σ Σ Σ N

             
   

50 3 50 3 50 3 3

50 12 50 2 3 100 3

2 2 2 2
N N

N N N

2

2

Για τη γωνία θ που σχηματίζει η συνισταμένη δύ-
ναμη με τον x-άξονα ισχύει:

εφ
Σ
Σ

N
N

θ
F
F
y

x

= = =
50 3
150

3
3

που αντιστοιχεί σε γωνία θ = °30 .
Η γωνία που σχηματίζει η συνισταμένη δύναμη 
Σ
�
F με τη δύναμη 



F2  είναι 120 30 90    .  
Άρα, η Σ

�
F είναι κάθετη στην 



F2 .
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Προβλήματα (ΠΕ1)

5.	 Ισχύουν:
XP XZ YZ

m m m m

          

   

PY
1,6 0,4 0,8 0,4

PZ PY YZ m m m          0,4 0,8 1,2

X

Z

Ρ

Υ

23 Ν F

20 Ν

0,4 m

0,8 m

30º

Fx

Fy

Ονομάζουμε:
•	



F1  τη δύναμη μέτρου 20 N  και 
�
τ1 τη ροπή που 

προκαλεί,
•	



F2  τη δύναμη μέτρου 23 N  και 
�
τ2 τη ροπή που 

προκαλεί,
•	 �τ  τη ροπή που προκαλεί η 



F.
Για να βρούμε τη ροπή της δύναμης 



F,  αναλύ-
ουμε τη δύναμη σε δύο συνιστώσες, την 



Fx  κατά 
μήκος της ράβδου και την 



Fy  κάθετη στη ράβδο. 
Ισχύουν:

F Fx = °συν30   και  F Fy = °ημ30

Μόνο η συνιστώσα 


Fy  προκαλεί ροπή ως προς 
το P, οπότε για τη ροπή της 



F  έχουμε:
= = F FF F F yx y y

= − ( ) = − °⋅( )+ PZ ημ PZ30τ τ τ τ

Για τη συνισταμένη ροπή ως προς το P ισχύει:
= + 0F F F+ = − ( ) + ( ) − °⋅( )1 2 1 2XP PY ημ PZ3Στ τ τ τ

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

         

  
   

6,0 0,4 0,4

1,2

6,0 ,0 9,2

N m N m N m

m

N N

20 23

1
2

8

F

NN
N

N



  



0,6
7,2 0,6

12

F

F

F

6.	

TB́

TA

TB́

(1) (2) (3)

A

Β

A

Β

A

Β

TB

TB́

TATB

Σχέση δράσης-αντίδρασης έχει η δύναμη της τρι-
βής που ασκείται από το σώμα Α στο σώμα Β με 

τη δύναμη της τριβής που ασκείται από το σώμα 
Β στο σώμα Α. 
Επίσης, σχέση δράσης-αντίδρασης έχει η δύναμη 
της τριβής που ασκείται από το σώμα Β στο έδα-
φος και η δύναμη της τριβής που ασκείται από το 
έδαφος στο σώμα Β. 

7.	

16Μ
2Μ

R2R
A

(1) (2)

Β Γ
Μ

α)	 Τo σημείο Α απέχει από το κέντρο της σφαί-
ρας (1) απόσταση rA,1 = 2R  και από το κέντρο 
της σφαίρας (2) απόσταση rA, .2 12 2 10  R R R  
Για το μέτρο της συνισταμένης δύναμης στο σώμα 
μάζας Μ, όταν βρίσκεται στο Α, έχουμε:

Σ A A,1 A,F F F= − 2

          
 


 

 





G M M G M M G M
R

G M
R

G

16 2 16
2

2
10r rA,1

2
A,
2
2

2

2

2

2

4 1
50

MM
R

GM
R

2

2

2

2
199
50



β)	 Τo σημείο Β απέχει από το κέντρο της σφαίρας 
(1) απόσταση rB,1 /= =12 2 6R R  και από το κέντρο 
της σφαίρας (2) απόσταση rB, / .2 12 2 6= =R R  
Για το μέτρο της συνισταμένης δύναμης στο σώμα 
μάζας Μ, όταν βρίσκεται στο Β, έχουμε:

Σ B B,1 B,F F F= − 2

          
 


 

 





G M M G M M G M
R

G M
R

16 2 16
6

2
6r rB,1

2
B,
2
2

2

2

2

2

16
36

2
36

GM
R

GM
R

2

2

2

2
7
18

γ)	 Τo σημείο Γ απέχει από το κέντρο της σφαί-
ρας (1) απόσταση rΓ,1 12 11= − =R R R  και από το 
κέντρο της σφαίρας (2) απόσταση rΓ, .2 = R  Για το 
μέτρο της συνισταμένης δύναμης στο σώμα μάζας 
Μ, όταν βρίσκεται στο Γ, έχουμε:

2 1Σ ,

Γ,2
2

Γ,
2

F F F

G M M G M M G M
R

G M
R

= −

=
⋅

−
⋅

= −
( )

= −

1

2

2

2

2

2

2 16 2 16
11r r

116
121

226
121

2

2

2

2




 =G M

R
G M

R

Γ Γ, Γ
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ΘΕΜΑΤΙΚΗ ΕΝΟΤΗΤΑ 2: Από τη δύναμη στην κίνηση
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2.1 Κινηματικά φυσικά μεγέθη

Ερωτήσεις
1.	 α)	 Η αθλήτρια εκτελεί περιστροφική κίνηση. 
Ισχύουν v vA B ,<  vάξ .= 0
β)	 Η σκιέρ εκτελεί μεταφορική κίνηση. Ισχύει 
v v vA B Γ .= =  

2.	 α)	 Ένας παρατηρητής στο αερόστατο βλέπει 
το μήλο να πέφτει κατακόρυφα. 
β)	 Ένας παρατηρητής στο έδαφος βλέπει το μήλο 
αρχικά να ανεβαίνει κατακόρυφα και στη συνέχεια 
να πέφτει ελεύθερα.

3.	 α)	 Ο καθήμενος επιβάτης βλέπει το τρένο να 
είναι ακίνητο και το περιβάλλον έξω από το τρένο 
να κινείται με ταχύτητα 602 km h./
β)	 Ο παρατηρητής στο έδαφος βλέπει το τρένο 
να εκτελεί ΕΟΚ με ταχύτητα 602 km h./

4.	 Η ένδειξη του χιλιομετρητή ήταν μεγαλύτερη 
από τη μετατόπιση, διότι η διαδρομή του λεωφο-
ρείου δεν ήταν ευθύγραμμη. Ο χιλιομετρητής με-
τρά το μήκος της διαδρομής (διάστημα) που δια-
νύει ένα όχημα. 

5.	 Για τα διαστήματα ισχύει s s400 100> .  Για τις με-
τατοπίσεις ισχύει 100 400 xΔxΔ  (είναι .0400xΔ )  

6.	 Συμπληρωμένος πίνακας.
	 Σημείο x / m / mxΔ s / m

Α 44 Α→Β 26 26

Β 70 Β→Α −26 26

Γ 22 Α→Γ −22 22

Α→Β→Γ −22 74

7.	 α)	 tA 0,01 s= ,  tB 0,05 s= ,   0,04 sΔt

β)	 xA 1,5 cm  ,  xB 2,5 cm=

γ)	 xBA A B 1,5 cm 2,5 cm 4 cmxΔ x

8.	 Γραφική παράσταση θέσης-χρόνου.

9.	 α)	 1η και 2η ρίψη.

β)	 Για τις μέσες επιταχύνσεις έχουμε:

a v
μ1  

Δt Δt
vΔ

  και   v v  / 2
2

aμ2 Δt Δt
vΔ

/ Δt

Άρα  .aμ2aμ1  Για τις μέσες ταχύτητες έχουμε:

v  h
μ1 Δt

  και  v h h / 4
2 2Δt / Δtμ2

Άρα v v 2 .μ1 μ2

ΒΑ

1 cm0

t0=0

ΔxBA ΒΑ

1 cm0

t0=0

t / min

x 
/ β

ήμ
ατ

α

4 6 8 102

300
450
600
750

150

0
0

1η 2η

h

v

v

2v

y y

a

a

v1
2


h1
4
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2.1  Κινηματικά φυσικά μεγέθη

Ασκήσεις
1.	 α)	 Δt 6 6min 4 s min 4 s1,66 0,45� � � � �

= 1,21 s  

β)	 v
0,45 00,45

 2
6

2000km
min 4 s

m
4 sμ = 4,99 /m s  

γ)	 Πρακτικά μηδέν.

2.	 Συμπληρωμένος πίνακας.
Κουκ. K1 K2 K3 K4 K5 K6 K7

t / s 0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06

x / cm 3,5 4,5 5,5 6,5 7,5 8,5 9,5

Γραφική παράσταση θέσης-χρόνου.

3.	 Συμπληρωμένος πίνακας.
Κουκ. K1 K2 K3 K4 K5 K6 K7 K8 K9

t / s 0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08

x / cm 0 1 4 9 16 25 36 49 64

Γραφική παράσταση θέσης-χρόνου.

4.	 α)	 Η μετατόπιση είναι:
m cm cm6 8 2xΔ c

με μέτρο 2 cm.

β)	 s       4 6 10cm cm cm

γ)	 cm
cm s

s
v

  
s

μ 0,4 /
2510Δt

5.	 α)	 v
tμ1 40

1,25 /  s
Δ

m
s

m s
1

50

β)	 v
tμ2 50

1 /  s
Δ

m
s

m s
2

50

γ)	 v
tμ 40 50

1,11 /2 2 50s
Δ

m
s s

m s
1 tΔ 2

6.	 α)	 Η ταχύτητα απογείωσης είναι:

vα 55 /198 198 1000
3600

km
h

m
s

m s

Η μέση ταχύτητα στη διάρκεια της απογείωσης 
είναι:

v
v

μ
α 55 / 27,5 /  
2 2

m s m s

Επομένως:

Δ m
m s

st
v

  
s

μ 27,5 /
10275

β)	 Η μέση επιτάχυνση στη διάρκεια της απογείω-
σης είναι:

a v
tμ

55 / 0 /
,5 / sΔ

Δ
m s m s

s
m 2

10
5

2.2  Μελέτη υλικού σημείου 
χωρίς την επίδραση δυ-
νάμεων – Ισορροπία άκα-
μπτου σώματος

Ερωτήσεις
1.	 Η αδράνεια δεν είναι δύναμη· είναι η ιδιότητα 
της ύλης να τείνει να διατηρεί την κινητική της κα-
τάσταση. Έτσι, ο επιβάτης τείνοντας να διατηρή-

t / 

x / cm

−210 s

7,5

0
0 1 2

1,5

3 4

3

5 6

4,5

6

9

x / cm

60

0
0 2

20

4

30

6 8

40

50

10

t / −210 s

Δx

6 7 8 9 10 11 12 13
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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ – ΛΥΣΕΙΣ

σει την κινητική του κατάσταση, δηλαδή να κινείται 
με την ταχύτητα που είχε το λεωφορείο ακριβώς 
πριν φρενάρει, κινείται προς τα εμπρός μετά το 
φρενάρισμα. 

2.	 Δεν απαιτούνται καύσιμα, διότι στο διαστημό-
πλοιο δεν ασκείται κάποια δύναμη, ώστε να με-
ταβάλει την κινητική του κατάσταση (θεωρούμε 
ότι δεν ασκούνται ούτε βαρυτικές δυνάμεις ούτε 
δυνάμεις τριβής).

3.	 Εφαρμόζουμε τον 1ο Νόμο του Νεύ-
τωνα για το Σ2: 
ΣF  0  ή  T w2 � �2 0   ή  T w2 = 2

Εφαρμόζουμε τον 1ο Νόμο του Νεύτω-
να για το νήμα (2): 
ΣF  0  ή     T T2 2 0 �   ή    T T2 2

Εφαρμόζουμε τον 1ο Νόμο του Νεύτω-
να για το Σ1: 
ΣF  0  ή  T w T1 2   1 0�

ή  T w T1 2  1   
ή  T w T1 2 1

Άρα T T1 2.>

4.	 Μεγαλύτερη τάση 
ασκεί το νήμα μήκους 
(ΚΛ). Αφού η ακρο-
βάτισσα ισορροπεί, 
σχεδιάζουμε τη δύ-
ναμη 



T  έτσι, ώστε να είναι αντίθετη του βάρους 


w.  Στην συνέχεια, εφαρμόζουμε τον κανόνα του 
παραλληλογράμμου για να προσδιορίσουμε, ακο-
λουθώντας τη γραφική μέθοδο, τις τάσεις των νη-
μάτων 



T1,  


T2  και τη σχέση που συνδέει τα μέτρα 
τους.

5.	 Οι παραμορφώσεις είναι ίσες. Και στις δύο 
περιπτώσεις η δύναμη του ελατηρίου είναι αντίθε-
τη της x-συνιστώσας του βάρους. Πράγματι:

ΣFx  0  ή   ημφ Fελw   ή    lΔkημφw

6.	 α)	 w1 : η δύναμη που ασκεί η Γη στο βιβλίο 1


N1 : η κάθετη δύναμη στήριξης από το τραπέζι στο 
βιβλίο 1


F1 : η δύναμη από το βιβλίο 2 στο βιβλίο 1  



F2 : η δύναμη από το βιβλίο 1 στο βιβλίο 2


w2 : η δύναμη που ασκεί η Γη στο βιβλίο 2

β)	 Βιβλίο 1:
ΣF  0  ή  



 

w F1 1 1 0  N

Θεωρώντας θετική φορά την κατακόρυφη προς τα 
κάτω, έχουμε:

w F1 1 0  N1   ή  N1  w F1 1

Βιβλίο 2:
ΣF  0  ή  



 

w F2 2 0 

Θεωρώντας θετική φορά την κατακόρυφη προς τα 
κάτω, έχουμε:

w F2 2 0    ή  w F2 2=

γ)	 Οι αντίθετες δυνάμεις 


F1 ,  


F2  έχουν σχέση 
δράσης-αντίδρασης και για τα μέτρα τους ισχύει 
F F1 2= .

7.	 Μεγαλύτερη είναι η τάση όταν το σκοινί είναι 
πλάγιο. Η ράβδος ισορροπεί ακίνητη και στις δύο 
περιπτώσεις, οπότε η συνολική ροπή ως προς 
οποιοδήποτε σημείο της είναι μηδενική. 

Στην πρώτη περίπτωση του πλάγιου σχοινιού, 
όπως φαίνεται στο σχήμα, η ροπή της συνιστώ-
σας της τάσης 



Ty  είναι αντίθετη της ροπής του 
βάρους της ράβδου ως προς το άκρο Α. 
Στη δεύτερη περίπτωση του κατακόρυφου σχοι-
νιού, η ροπή της τάσης 



′T  είναι αντίθετη της ρο-
πής του βάρους της ράβδου ως προς το άκρο Α. 
Άρα T Ty  ,  οπότε T T .

Σ1

(1)

(2)

Σ2

T2́

T1

T2

w1

w2

T1

T2

Μ

Λ

Κ

w

T

Βιβλίο 1
Βιβλίο 2

Βιβλίο 1
Βιβλίο 2

w1

w2

Ν1

F1

F2

A Γ

Κ

A Γ

Λ

w

T
Ty

Tx

T ʹ

w
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2.2  Μελέτη υλικού σημείου χωρίς την επίδραση δυνάμεων – Ισορροπία άκαμπτου σώματος

8.	 Συμπληρωμένος πίνακας.
Σημείο προσάρτησης 

σφαιριδίου Β Γ Δ Ε

Βάρος σφαιριδίου w
w
2

w
3

w
4

Μέτρο δύναμης 
στήριξης 2w 3

2
w 4

3
w 5

4
w

Ασκήσεις
1.	 Λόγω της ισορροπίας του σφαιριδίου ισχύει:

ΣF  0  ή  
Σ
Σ

F
F

x

y

0
0

Εφαρμόζουμε τον 1ο Νόμο του Νεύτωνα σε κάθε 
άξονα:

ΣFy  0  ή  w Ty  0

ή  w T 0συνφ

ή  T w
συνφ

οπότε T = 15 N  
και

ΣFx  0  ή  F T x 0
ή  F T φ� �ημ 0
ή  F T ημφ

οπότε F = 9 N.

2.	 Αναλύουμε το βάρος w  σε 
δύο συνιστώσες, μια συνιστώσα 


wx  παράλληλη στο κεκλιμένο 
επίπεδο και μια συνιστώσα 



wy  
κάθετη σε αυτό. 
Ισχύουν:

xw � ημφw   και   συνφyw � w
Εφαρμόζουμε τον 1ο Νόμο του Νεύτωνα σε κάθε 
άξονα:

ΣFy  0  ή  N wy  0
ή  N 0συνφw

ή  N συνφw

και
ΣFx  0  ή  wx � �T 0

ή  ημφw T 0
ή  ημφwT

Από τον Νόμο της τριβής έχουμε:
T Ν μ   ή   ημφw  μ συνφw   ή   μ εφφ

3.	 Αναλύουμε το βάρος w  σε δύο συνιστώσες, 
μια συνιστώσα 



wx  παράλληλη στο κεκλιμένο επί-
πεδο και μια συνιστώσα 



wy  κάθετη σε αυτό.

Ισχύουν:
xw � ημφw   και   συνφyw � w

Εφαρμόζουμε τον 1ο Νόμο του Νεύτωνα στον x-
άξονα:

ΣFx  0  ή  w Fx 0ελ

ή   ημφw  kΔΙ

ή  
k

 ημφwΔΙ

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:
20 N
100 N

m
0,5
/m

0,1ΔΙ

4.	 Αναλύουμε το βάρος w  σε δύο συνιστώσες, 
μια συνιστώσα 



wx  παράλληλη στο κεκλιμένο επί-
πεδο και μια συνιστώσα 



wy  κάθετη σε αυτό. 

Ισχύουν:
100 0 N0,6xw � ημφw 6N

O

w

T
Ty

Tx

φ

SΝF

y

x

φ

Ν

w

T

wx
wy

φ

k Ν

wx

w
wy

Fελ

37°

T Tσ

Ν

wx

wy

w
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συνφyw � w

Εφαρμόζουμε τον 1ο Νόμο του Νεύτωνα στον x-
άξονα:

ΣFx  0  ή  w T Tx σ 0
Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

60 N 50 NσT 0  ή  Tσ 10 N
ομόρροπη της τάσης του νήματος.

5.	 α)	 Αναλύουμε το βάρος w  σε δύο συνιστώ-
σες, μια συνιστώσα 



wx  παράλληλη στο κεκλιμένο 
επίπεδο και μια συνιστώσα 



wy  κάθετη σε αυτό. 

Ισχύουν:
60 Nxw � �ημφw

συνφyw � �w 80 N
Εφαρμόζουμε τον 1ο Νόμο του Νεύτωνα σε κάθε 
άξονα:

ΣFy  0  ή  N wy  0   ή  N wy=

οπότε N = 80 N  
και

ΣFx  0  ή  T w Fx   0

ή  F wT x  (1)
Από τον Νόμο της τριβής έχουμε:

0,5 8 0T Ν μ NN0 4
Από την (1) βρίσκουμε F = 100 N.
β)	 Η τριβή αλλάζει φορά, αλλά όχι μέτρο. Επομέ-
νως:

ΣFx  0  ή  T w Fx    0
Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

       40 N 60 N F 0   ή    F 20 N
γ)	 Από τον Νόμο της τριβής έχουμε:

T Ν  μ wμ� � � �� � �0,5 100 N 50 N
Εφαρμόζουμε τον 1ο Νόμο του Νεύτωνα στον 
άξονα της κίνησης:

ΣFx  0  ή     F T

Άρα  F 50 N.

6.	 α)	 Γραφική παράσταση της δύναμης σε συ-
νάρτηση με τη συνολική μάζα.

β)	 Εφαρμόζουμε τον 1ο Νόμο του Νεύτωνα σε 
κάθε άξονα:

ΣFy  0  ή  N w  0   ή  N mg=

ΣFx  0  ή  F T� � 0   ή  F T=

Ξεκινώντας από τον Νόμο της τριβής καταλήγου-
με στη συνάρτηση που συνδέει τη δύναμη 



F  και 
τη μάζα m, τη γραφική παράσταση της οποίας κα-
τασκευάσαμε στο ερώτημα α.

T Ν μ   ή   (1)F  μmg

Από την (1) προκύπτει ότι η κλίση της γραφικής 
παράστασης είναι .μg  Μέσω της κλίσης θα υπο-
λογίσουμε τον συντελεστή τριβής.

Κλίση Δ
Δ

N N
g g

F
m

4,90 0,98
1000 200

= =3,92 0,0049N
g

N/ g
800

Άρα  4,9 N/kgμg  και έχουμε:

4,9
N/kg

0,50N/kg
9,81

μ 

7.	 α)	Όπως φαίνεται 
στο σχήμα οι φορείς 
των δυνάμεων που 
ασκούνται στη ράβδο 
θα πρέπει να συντρέ-
χουν σε ένα σημείο Ο, 
για να έχουμε ισορρο-
πία. Στην περίπτωση 
που συνέτρεχαν οι φο-

φ

F

T

Ν

wx

wy

w

200 400 600 800 1000
m / g

1

2

4

5

3

0
0

F / N

F

w

N
T v σταθ.=

φθ
A Γ

Κ

Ο
F

w

T
Ty

TxFx

Fy
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2.2  Μελέτη υλικού σημείου χωρίς την επίδραση δυνάμεων – Ισορροπία άκαμπτου σώματος

ρείς των δύο αλλά όχι της τρίτης δύναμης, τότε 
αυτή θα προκαλούσε την περιστροφή της ράβδου 
αφού η ροπή της ως προς το σημείο Ο θα ήταν μη 
μηδενική.
β)	Αναλύουμε τις δυνάμεις 



T  και 


F  στις συνι-
στώσες 



Tx ,  


Ty  και 


Fx ,  


Fy  αντίστοιχα, όπως φαί-
νεται στο σχήμα. 
Προσοχή! Οι γωνίες θ και φ δεν είναι ίσες.
Για τις συνιστώσες της τάσης 



T  ισχύουν:
ημφTy T   και   συνφTx T

Επειδή η ράβδος ισορροπεί, πρέπει: 
τ �Σ 0
��
  και  ΣF  0  ΣFx  0 και ΣFy  0

Επομένως:
ΣτA  0  ή  τw τT   ή  w L T Ly2

=

ή  1
2
w  ημφT   ή   wT  

φ
�
2ημ

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

T �
� �

�� 60
2

50N N
0,6

γ)	 Έχουμε:
ΣFx  0  ή  F Tx = x   ή  Fx  συνφT

οπότε:
Fx     50 8 40N N0,

και
ΣFy  0  ή  F T wy  y   ή  F wy ημφT

οπότε: 
Fy        60 50 6 30N N N0,

Άρα, για τη δύναμη 


F  έχουμε:

F F Fx y  2 2 50 N   και  
F
F
y

x

3
4

εφθ  

8.	 Η κυρία βάρους w1  ισορροπεί.

Από τον 1ο Νόμο του Νεύτωνα έχουμε:
ΣF  0  ή  w N1 0    ή  N w= 1

οπότε η κάθετη δύναμη στήριξης 


N  που ασκεί η 

ράβδος στην κυρία έχει μέτρο N = 500 N.
Από τον 3ο Νόμο του Νεύτωνα προκύπτει ότι το 
μέτρο της αντίδρασης 



′N  στην κάθετη δύναμη 
στήριξης (ασκείται από την κυρία στη ράβδο) θα 
είναι: 

 N N

οπότε  N 500 N.
Οι δυνάμεις που ασκούνται στη ράβδο είναι το βά-
ρος της 



w ,  η 


′N  και οι τάσεις των νημάτων 


T1,  


T2 ,  


T3 .  Αναλύουμε την 


T1  σε δύο συνιστώσες 


T1x  
και 



T1y ,  για τις οποίες ισχύουν:
συν37°1x  T 1T 1T0,8
ημ37°1y T 1T 1T0,6

Επειδή η ράβδος ισορροπεί, πρέπει: 
τ �Σ 0  και  ΣF  0  ΣFx  0 και ΣFy  0

Επομένως:

ΣτO  0  ή   y
� �

1
τw �τN τT   ή  w L N d T Ly2 1� � �

Με αντικατάσταση των τιμών προκύπτει:

400 2 500 1 41N m N m m� �� � � � �� � � � �0,6T

οπότε:

T1
1300

4
542�

�
�

N m
m

N
2,

Επίσης:
ΣFx  0  ή  T T3 1= x   ή  T T3 = 0,8 1

οπότε T3 N= 433
και

ΣFy  0  ή  w N T T   1 2y

ή  T w N T2     0,6 1

οπότε T2 N.= 575

2.3 Μελέτη υλικού σημείου 
υπό την επίδραση δυνάμε-
ων – Ισορροπία άκαμπτου 
σώματος

Ερωτήσεις
1.	 Η μάζα του κιβωτίου υπολογίζεται από την κλί-
ση της γραφικής παράστασης ως εξής:

dΟ
37°

T1

w1

T1x

T1y
T2

T3

wNNʹ

NN
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Κλίση Δ
ΔΣ

4
N N

kg
2 2a

F
m/ s 0 m/ s

0,1
40 0

1

Σύμφωνα με τον 2ο Νόμο του Νεύτωνα έχουμε: 

ΣF  ma  ή  m
a

 ΣF

Άρα:
m = (Κλίση)   

1 1
10,1

10
kg

kg

2.	 Σύμφωνα με το 2ο Νόμο του Νεύτωνα ισχύει:
ΣF  m aν

όπου mν η μάζα του νήματος.
Αφού το νήμα είναι αβαρές ,0mν  θα ισχύει  
ΣF  0. Άρα, οι τάσεις στα άκρα του πρέπει να 
έχουν το ίδιο μέτρο.

3.	 Στο διπλανό σχήμα η Γη 
και η πέτρα έχουν σχεδιαστεί 
εκτός κλίμακας.
Η δύναμη 



w  που ασκεί η Γη 
στην πέτρα και η δύναμη 



′w  
που ασκεί η πέτρα στη Γη ικα-
νοποιούν τον 3ο Νόμο του Νεύτωνα, οπότε είναι 
αντίρροπες και έχουν ίσα μέτρα. 
Κατά την πρόσκρουση της πέτρας στην επιφάνεια 
της Γης ισχύει ο 2ος Νόμος του Νεύτωνα τόσο για 
τη Γη (Γ) όσο και για την πέτρα (π), οπότε:

w w    ή    aa mM ππΓΓ   ή   
aπ
aΓ

MΓ

mπ

Επειδή ,�mπMΓ  θα ισχύει aπ�aΓ . 
Άρα, η επιτάχυνση της Γης είναι πρακτικά μηδε-
νική.

4.	 α)	Λόγω δράσης αντίδρασης, η δύναμη 
�
Fφα 

που ασκεί το φορτηγό στο αυτοκίνητο και η δύνα-
μη 
�
Fαφ που ασκεί το αυτοκίνητο στο φορτηγό είναι 

αντίρροπες και έχουν ίσα μέτρα.
�
Fφα

�
Fαφ  και  Fφα Fαφ

β)	Κατά τη σύγκρουση ισχύει ο 2ος Νόμος του 
Νεύτωνα τόσο για το φορτηγό όσο και για το αυ-
τοκίνητο. 
Για το φορτηγό: Fαφ m  φa φ
Για το αυτοκίνητο: Fφα m  αa α
Επομένως:

FφαFαφ   ή  m  φa φ  am αα   ή   
m  φ

a φ

aα
mα

Επειδή ,m  φ mα  θα είναι . a φaα
Να συζητηθεί το αποτέλεσμα στην τάξη.

5.	 Σωστή απάντηση είναι η Α.
Σύμφωνα με τον 2ο Νόμο του Νεύτωνα έχουμε:

ΣF  ma  ή  a
m

 ΣF

Η συνισταμένη δύναμη παραμένει σταθερή, αλλά 
η μάζα του φορτηγού αυξάνεται. Άρα, θα έχουμε 
μείωση της επιτάχυνσης.

6.	 Η δύναμη που είναι υπεύθυνη για τη μη μετα-
κίνηση των κιβωτίων, αλλά και για την επιτάχυνσή 
τους είναι η δύναμη της στατικής τριβής.

7.	 α)	Η γυναίκα βάρους 

w  
ισορροπεί, όποτε από τον 1ο 
Νόμο του Νεύτωνα έχουμε:
ΣF  0  ή  w N  0   ή  w N=

όπου 


N  η κάθετη δύναμη στή-
ριξης που ασκεί η ζυγαριά στη 
γυναίκα.
Από τον 3ο Νόμο του Νεύτωνα προκύπτει ότι 
N N   (μέτρα), όπου 



′N  η αντίδραση στην κά-
θετη δύναμη στήριξης που ασκείται από τη γυναί-
κα στη ζυγαριά. Η ζυγαριά σε κάθε περίπτωση 
(κίνησης ή μη του ασανσέρ) μετρά την ′N .  Άρα, 
όταν το ασανσέρ είναι ακίνητο, ισχύει w N N  .  
Σε όλες τις περιπτώσεις της άσκησης ισχύει 
N N .
β)	 Για το μέτρο της 



′N  ισχύει:

� � � �N w w w10
100

1,1

οπότε N w= 1,1 .  
Όταν το ασανσέρ επιταχύνεται προς τα πάνω, με 
την ίδια επιτάχυνση κινείται και η γυναίκα. Λαμβά
νουμε ως θετική τη φορά της επιτάχυνσης και 
εφαρμόζουμε τον 2ο Νόμο του Νεύτωνα για τη 
γυναίκα:
ΣF  ma  ή  N w ma    ή  1,1w w ma 

ή  0,1mg ma=   ή  a g= 0,1

γ)	 Λαμβάνουμε ως θετική τη φορά της επιτάχυν-
σης και έχουμε: 

wʹ

w

w

Ν

Νʹ
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2.3  Μελέτη υλικού σημείου υπό την επίδραση δυνάμεων – Ισορροπία άκαμπτου σώματος

w N ma    ή  w N m g 
20

ή  N w mg 
20

ή  N w= 19
20

Άρα � �N w19 20/ .

8.	 Λόγω αβαρούς, μη εκτατού και τεντωμένου 
νήματος, ισχύουν:

T T    και  a a ax x x1 2= =

Εφαρμόζουμε τον 2ο Νόμο του Νεύτωνα για κάθε 
σώμα.

Σώμα (1):  ΣFx ma x  ή  F T max 

ή  a F T
mx 
 (1)

Σώμα (2):  ΣFx ma x  ή    T max

ή  a T
mx = (2)

Από τις (1), (2) προκύπτει:
F T T    ή  F T= 2

9.	 Αναλύουμε το βάρος w  σε δύο συνιστώσες, 
μια συνιστώσα 



wx  παράλληλη στο κεκλιμένο επί-
πεδο και μια συνιστώσα 



wy  κάθετη σε αυτό. 

Ισχύουν:
xw � ημφw   και   συνφyw � w

Εφαρμόζουμε τον 2ο Νόμο του Νεύτωνα στον x-
άξονα (άξονας κίνησης) για μία παγοκολόνα:

ΣFx ma x  ή  w max x=

ή   ημφmg ma x
ή   ημφga x

Η επιτάχυνση δεν εξαρτάται από τη μάζα του σώ-
ματος. Άρα, οι παγοκολόνες επιταχύνονται με ίσες 
επιταχύνσεις.

Ασκήσεις
1.	 Εφαρμόζουμε τον 2ο Νόμο του Νεύτωνα στον 
x-άξονα (άξονας κίνησης).

ΣFx ma x  ή  F T max    ή  T F max 

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:
T        69 20 1 49N kg N2m/ s �

Εφαρμόζουμε τον 1ο Νόμο του Νεύτωνα στον y-
άξονα (κατακόρυφος):

ΣFy  0  ή  N w  0   ή  N mg=

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:
N     20 196kg 9,8 N2m/ s

Εφαρμόζουμε τον Νόμο της τριβής:

μ   T
N

49
196

N
N

0,25

2.	 Αναλύουμε το βάρος w  σε δύο συνιστώσες, 
μια συνιστώσα 



wx  παράλληλη στο κεκλιμένο επί-
πεδο και μια συνιστώσα 



wy  κάθετη σε αυτό. 

Ισχύουν:

kg 9,8

N

210 6m/ s 0,

58,8

xw � ημφw ημφmg�

και

kg 9,8

N

210 8m/ s 0,

78,4

συνφyw � w συνφmg�

Εφαρμόζουμε τον 1ο Νόμο του Νεύτωνα στον y-
άξονα:
ΣFy  0  ή  N wy  0   ή  N wy= = 78,4 N

F

O x

TT ʹ (1)(2)

φ

Ν

wx

w
wy

FT

Ν

w

O

y

x

F

φ

φ
T

O
y

x

Ν

wx
wy

w
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Από τον νόμο της τριβής έχουμε:
0,5 78,4 39,2T Ν μ N N

α)	Εφαρμόζουμε τον 2ο Νόμο του Νεύτωνα στον 
x-άξονα, όταν το κιβώτιο ανεβαίνει με επιτάχυνση  
ax � �1 :2m / s

ΣFx ma x  ή  F w T max x  

ή  F ma w Tx x  

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

F          


10

108

kg 1 N N

N

2m/ s 58,8 39,2

β)	 Σε σχέση με την περίπτωση α) η τριβή ολίσθη-
σης άλλαξε φορά, αλλά όχι μέτρο.

Η συνιστώσα της επιτάχυνσης είναι ax  1 .2m / s  
Εφαρμόζουμε τον 2ο Νόμο του Νεύτωνα στον x-
άξονα, όταν το κιβώτιο κατεβαίνει.

ΣFx ma x  ή  F w T max x  

ή  F ma w Tx x  

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

F           


10 kg 1 N N

N

2m/ s 58,8 39,2

9,6

3.	 α)	Οι δυνάμεις που ασκούνται στα κουτιά φαί-
νονται στο παρακάτω σχήμα.

β)	 Για την τριβή σε κάθε κουτί έχουμε:

820 10,1 m/ skg 9, ,6 N2

 μ  μ1T 1Ν mg1

9
και

100,1 m/ skg 9, ,8 N2

 μ  μ2T 2Ν m2

98

g

γ)	 Εφαρμόζουμε τον 2ο Νόμο του Νεύτωνα στον 
x-άξονα για το κουτί (2):

ΣF m a 2 xx   ή     T T m ax2 2

ή     T m a Tx2 2

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:
        T 10 kg N N20,5 m/ s 9,8 14,8

δ)	Επειδή το νήμα είναι αβαρές, τεντωμένο και μη 
εκτατό, ισχύει:

T T   14,8 N
Εφαρμόζουμε τον 2ο Νόμο του Νεύτωνα στον x-
άξονα για το κουτί (1):

ΣF m a 1 xx   ή  F T T m ax  1 1   
ή  F m a T Tx 1 1

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

F          


20 1kg N 9,6 N

N

20,5 m/ s 14,8

44,4

ε)	 Εφαρμόζουμε τον 2ο Νόμο του Νεύτωνα στον 
x-άξονα για το σύστημα που αποτελείται από τα 
σώματα (1), (2) και το αβαρές νήμα:
Σ 1x x2mm aF   ή  F T T m m ax    1 2 1 2

ή  a F T T
m mx 
 

1 2

1 2

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

ax 
       

     
44,4 19,6 9,8

0,5 m/ s
N N N

kg kg
2

20 10

Άρα, η επιτάχυνση δεν αλλάζει, αφού οι εξωτερι-
κές δυνάμεις που ασκούνται στο σύστημα είναι οι 
ίδιες σε μέτρο και κατεύθυνση.
Εφαρμόζουμε τον 2ο Νόμο του Νεύτωνα στον x-
άξονα για το σώμα (1) που τώρα βρίσκεται πίσω 
από το σώμα (2).
ΣF m a 1 xx   ή     T T m ax1 1   ή     T m a Tx1 1

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:
        T 20 1kg 9,6 N N20,5 m/ s 29,6

Άρα, η τάση του νήματος αυξάνεται.

4.	 Η μοναδική εξωτερική δύναμη στον άξονα της 
κίνησης είναι το βάρος 



w  του σώματος μάζας m. 

O
y

x

F

φ

φ

T
Ν

wx
wy

w

O

y

x

FTT ʹ (1)(2)

T1T2

Ν2

Ν1

w1

w2
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2.3  Μελέτη υλικού σημείου υπό την επίδραση δυνάμεων – Ισορροπία άκαμπτου σώματος

Εφαρμόζουμε τον 2ο Νόμο του Νεύτωνα για το 
σύστημα των δύο σωμάτων και του νήματος: 

ΣF M m a   ή  w M m a     ή  a w
M m




Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

a = =1
0,5

m/ sN
kg

2 2

5.	 Έστω 


F  η δύναμη που ασκεί ο γερανός στην 
παλέτα με τα τούβλα. Εφαρμόζουμε τον 2ο Νόμο 
του Νεύτωνα στον άξονα της κίνησης για την πα-
λέτα:
ΣF  ma  ή  F mg ma� �   ή  F ma mg� �

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

F � � �� � � � �� �
�

100 m/ s 100 m/ s

1080

kg 1 kg 9,8

N

2 2

6.	 α)	 Στο παιδί ασκείται το βάρος w  από τη Γη 
και η κάθετη δύναμη επαφής 

�
Nζπ από τη ζυγαριά. 

Στη ζυγαριά ασκείται το βάρος �wζ από τη Γη, η 
κάθετη δύναμη επαφής 

�
Nπζ από το παιδί και η κά-

θετη δύναμη επαφής 
�
Nαζ από τον ανελκυστήρα. 

Το ζεύγος των δυνάμεων 
�
Nπζ και 

�
Nζπ ικανοποιεί 

τον 3ο Νόμο του Νεύτωνα.
β)	  i)	Ισχύει:

ΣF  0  ή  N wζπ 0  ή  N mgζπ 

Με αντικατάσταση βρίσκουμε Nζπ N. 500
ii)	 Εφαρμόζουμε τον 2ο Νόμο του Νεύτωνα για το 
παιδί, λαμβάνοντας ως θετική τη φορά της επιτά-
χυνσης: 

ΣFy ma y  ή  N w mayζπ

ή  N mg mayζπ

Με αντικατάσταση βρίσκουμε Nζπ N. 550
iii)	Εφαρμόζουμε τον 2ο Νόμο του Νεύτωνα για το 

παιδί, λαμβάνοντας ως θετική τη φορά της επιτά-
χυνσης: 

ΣFy ma y  ή  w N mayζπ

ή  N mg mayζπ

Με αντικατάσταση βρίσκουμε Nζπ N. 450

7.	 α)	Επειδή το νήμα είναι 
αβαρές, τεντωμένο και μη 
εκτατό, ισχύει:

T T2 2 

Σφαίρα Σ2:
Σ a 2 yy mF

ή  T m g m a2 2 2 

ή  T m g m a2 2 2 

οπότε:
T2 20 5 25      N N N

Σφαίρα Σ1:
Σ a 1 yy mF   ή  T T m g m a1 2 1 1   

ή  T T m g m a1 2 1 1  

οπότε:
T1 25 20 5 50         N N N N

β)	Από το ερώτημα α για τη σφαίρα Σ1 έχουμε:
T T m g m m g m a m g ma a1 2 1 1 2 2 1 1� � � � � ��

Επομένως:

a T
m m

g�
�

�

�
� � � � �

� � �

�

1

1 2

60
2 2

N
kg kg

10

5

2

2

m / s

m/ s

8.	 Αναλύουμε την 


F  σε δύο συνιστώσες τις 
οποίες υπολογίζουμε.

� �� �yF F� � � �ημ37 10 N 0,6 6 N

� �� �xF F� � � �συν37 10 N 0,8 8 N

wζ

Νπζ

w

ΝζπΝαζ

Σ1

(1)

(2)

Σ2

a

O

y

T1

T2

T2́

w1

w2

N
T

w

x

F

37°

Fx

Fy
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Εφαρμόζουμε τον 1ο Νόμο του Νεύτωνα στον y-
άξονα:

ΣFy  0  ή  N F wy    ή  N mg Fy 

οπότε:
N       10 6 4N N N

Υπολογίζουμε την τριβή:
0,5 4 2T Ν μ  N N

Τέλος, εφαρμόζουμε τον 2ο Νόμο του Νεύτωνα 
στον x-άξονα:

ΣFx ma x  ή  F maTx x� �   ή  a F
m
T

x
x�
�

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

ax �
� � � �

�
�8 2
1

6
N N
kg

2m/ s

9.	 Για λόγους απλότητας στο σχήμα έχουν σχεδι-
αστεί μόνο οι δυνάμεις που ασκούνται κατά μήκος 
του άξονα της κίνησης. Αξιοσημείωτο είναι ότι η 
στατική τριβή 



T12  που ασκείται από το κιβώτιο (1) 
στο κιβώτιο (2) είναι υπεύθυνη για την επιτάχυνση 
του (2).

α)	Εφαρμόζουμε τον 2ο Νόμο Νεύτωνα για το σύ-
στημα των δύο κιβωτίων στον άξονα της κίνησης:

ΣFx ma x  ή  F m m ax  1 2   ή  a F
m mx � �1 2

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

ax � � � � � �
�

90
20 10

N
kg kg

3 2m/ s

β)	Εφαρμόζουμε τον 2ο Νόμο Νεύτωνα στο κιβώ-
τιο (2):

Σ a 2 xx mF   ή  T12 = m ax2

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

T12
2kg 3 N� � � �� �10 30m/ s

2.4 Eυθύγραμμες κινήσεις

Ερωτήσεις
1.	 Για τη μετατόπιση ισχύει:

� �x xx v t a t� � 2
0,

1Δ Δ Δ
2

Για τη μέση ταχύτητα έχουμε:

� �x xv t a txv
t t

�
� �

2
0,

μ

1Δ ΔΔ 2
Δ Δ

ή   x xv v a t� �μ 0,
1 Δ (1)
2

Αν γράψουμε την (1) στη μορφή:

x x
tv v a � �� � � �

� �
μ 0,

Δ
2

αντιλαμβανόμαστε ότι η μέση ταχύτητα ισούται με 
τη στιγμιαία στο μέσο του χρονικού διαστήματος. 
Για την τελική ταχύτητα ισχύει:

x x xv v a t� �τ, 0, Δ
Άρα, η (1) γράφεται:

x x x x x xv a t v v a t v v
v

� � ��
� � �0, 0, 0, 0, τ, 

μ 2 2 2
ΔΔ2 x

2.	 Tην ίδια χρονική στιγμή t  βρίσκουμε τις θέ-
σεις xA  και xB  των αυτοκινήτων Α και Β αντίστοι-
χα. 

xA

xB

t t 

x Α

Β

vA

vB

t t 

v Α

Β

Παρατηρούμε ότι x xB A .= 2  Ισχύουν:

v x
tA
A=   και  v x

tB
B=

Διαιρώντας κατά μέλη έχουμε:

v
v

x
x t

x
x

x
x

tB

A

B

A

B

A

A

A

/
/

= = = =
2 2

(1)

(2)

F
T12T21
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2.4  Ευθύγραμμες κινήσεις

3.	 Tην ίδια χρονική στιγμή t  βρίσκουμε τις ταχύ-
τητες vA  και vB  των αυτοκινήτων Α και Β αντίστοι-
χα. 

vA

vB

t t 

v Α

Β

aA

aB

t t 

a Α

Β

Παρατηρούμε ότι v vB A .= 2  Ισχύουν:

a v
tA
A=   και  a v

tB
B=

Διαιρώντας κατά μέλη έχουμε:

a
a

v t
v t

v
v

v
v

B

A

B

A

B

A

A

A

/
/

= = = =
2 2

4.	 Προφανώς έχουμε τρία είδη κίνησης. 

Η κλίση της γραφικής παράστασης ταχύτητας-
χρόνου είναι ίση με την επιτάχυνση του σώματος 
που κινείται. Στο πρώτο χρονικό διάστημα έχου-
με κίνηση με σταθερή θετική επιτάχυνση, άρα και 
σταθερή συνισταμένη δύναμη μέτρου F  προς 
τη θετική φορά. Στο δεύτερο χρονικό διάστημα η 
ταχύτητα είναι σταθερή, άρα η επιτάχυνση και η 
συνισταμένη δύναμη είναι μηδέν. Στο τρίτο χρο-
νικό διάστημα η επιτάχυνση, άρα και η F,  έχουν 
αντίθετη φορά από την κίνηση. 
Επίσης, παρατηρώντας την κλίση διαπιστώνουμε 
ότι η επιτάχυνση στο τρίτο χρονικό διάστημα της 
κίνησης είναι κατ’ απόλυτη τιμή μεγαλύτερη από 
την επιτάχυνση στο πρώτο. Συνεπώς, θα ισχύει 
το ίδιο και για το μέτρο F  της συνισταμένης δύ-
ναμης. 

5.	 Μπορούμε να υπολογίσουμε το διάστημα που 
διάνυσε κάθε όχημα από το εμβαδόν του διαγράμ-
ματος ταχύτητας-χρόνου. 

t 

v

Α
Β

t 

sA

sB

Παρατηρούμε ότι το εμβαδόν (άρα και το διάστη-
μα) που αντιστοιχεί στην κίνηση του οχήματος Α 
είναι διπλάσιο από αυτό του οχήματος Β μέχρι τη 
χρονική στιγμή που αποκτούν την ίδια ταχύτητα. 
Επομένως:

s
s
A

B

= 2

6.	 Από την πρώτη στήλη t0 0�� �  βρίσκουμε 
v x0 10, = m/ s  και x0 ,= 50 m  ενώ από την τέταρ-
τη στήλη t  3 s  βρίσκουμε a = 2 .2m / s  
Συμπληρώνουμε τον πίνακα λαμβάνοντας υπόψη 
τις σχέσεις:

t t t t� � �0Δ    (SI)
x x x x� � � �0Δ 50   (SI)

xv v a t t� � � �0, Δ 10 2Δ    (SI)

� � � �xx x v t a t t t� � � � � �2 2
0 0, Δ 50 101Δ Δ Δ

2
   (SI)

t / s 0 1 2 3 5

x0 / m 50 50 50 50 50

v x0, / ms
−1 10 10 10 10 10

a /ms� −2 2 2 2 2 2

v /ms� −1 10 12 14 16 20

mxΔ / 0 11 24 39 75

x / m 50 66 74 89 164

7.	 Η κίνηση είναι ομαλά επιταχυνόμενη με αρ-
νητική συνιστώσα επιτάχυνσης. Μπορούμε να 
υπολογίσουμε τη μετατόπιση του κινητού από 
το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη 
γραφική παράσταση, τον t-άξονα και τις ευθείες 
t = 4 s  και t = 8 s.  

t 

F
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t / s

1

2

4

5

6

3

0
0 2 4 6 8 10 12

v / cm / s

Παρατηρούμε ότι το χωρίο είναι τραπέζιο. Επο-
μένως: 

Δ
cm s cm s

mx
4 2

2
4 12

/ /
cs

8.	 α)	  Από t = 0 s  έως t = 5 s  η κίνηση είναι ευ-
θύγραμμα ομαλά μεταβαλλόμενη με αυξανόμενη 
ταχύτητα και επιτάχυνση:

a1
Δ
Δ

5 cm s 0 cm s
s s

cm sv
t

/ /
/

5 0
1 2

Από t = 5 s  έως t = 10 s  η κίνηση είναι ευθύ-
γραμμα ομαλά μεταβαλλόμενη με μειούμενη τα-
χύτητα και επιτάχυνση:

a2

0 cm s 5 cm s
s s

cm s
/ /

/
10 5

1 2Δ
Δ
v
t

Άρα, τα μέτρα των επιταχύνσεων είναι ίσα.
β)	 Για να συγκρίνουμε τις μετατοπίσεις, συγκρί-
νουμε τα εμβαδά. 
Από t = 0 s  έως t = 5 s  έχουμε:

5 cm s 5 s
cm1x

/
2,5

2
1Δ

Από t = 5 s  έως t = 10 s  έχουμε:

5 cm s 10 s 5 s
cm2x

/
2,5

2
1Δ

Άρα, οι μετατοπίσεις είναι ίσες.

9.	 α)	Η κλίση της εφαπτομένης στη γραφική πα-
ράσταση θέσης-χρόνου είναι ίση με την ταχύτητα 
του σώματος που κινείται.

t 

x Α

B

Γ

Δ

Ζ
H

Ε

i)	 Η ταχύτητα είναι μηδέν στα Β, Δ, Ζ, όπου η 
εφαπτομένη έχει μηδενική κλίση.

ii)	 Η ταχύτητα είναι θετική στα Γ, Η, όπου η εφα-
πτομένη έχει θετική κλίση.

iii)	Η ταχύτητα είναι αρνητική στα Α, Ε, όπου η 
εφαπτομένη έχει αρνητική κλίση.
β)	Μεγαλύτερο μέτρο έχει η ταχύτητα στο Α, αφού 
η απόλυτη τιμή της κλίσης της εφαπτομένης σε 
αυτό το σημείο είναι μεγαλύτερη από την αντίστοι-
χη τιμή στα υπόλοιπα σημεία.

10.	 α)	Η κλίση της εφαπτομένης στη γραφική 
παράσταση ταχύτητας-χρόνου είναι ίση με την 
επιτάχυνση του σώματος που κινείται.

t 

v

Α

B
Γ Δ

Ζ

Ε

i)	 Η επιτάχυνση είναι μηδέν στο Ε, όπου η εφα-
πτομένη έχει μηδενική κλίση.

ii)	 Η επιτάχυνση είναι θετική στα Α, Β, Γ, Δ, όπου 
η εφαπτομένη έχει θετική κλίση.

iii)	Η επιτάχυνση είναι θετική στο Ζ, όπου η εφα-
πτομένη έχει αρνητική κλίση.
β)	Μεγαλύτερο μέτρο έχει η επιτάχυνση στο Ζ, 
αφού η απόλυτη τιμή της κλίσης της εφαπτομένης 
σε αυτό το σημείο είναι μεγαλύτερη από την αντί-
στοιχη τιμή στα υπόλοιπα σημεία.

11.	Από τη σχέση: 

� �xx a t� 21Δ Δ
2
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προκύπτει ότι η κλίση της δοθείσας γραφικής πα-
ράστασης ισούται με το μισό της επιτάχυνσης. 
Επομένως, με αντικατάσταση έχουμε: 

Κλίση � �
� �

x
t

� 2

Δ Δ
Δ

  ή   1
2
ax 

    
    
4
4 2 2

m 0 m
s 0 s

ή  ax = 2
2m/ s

12.	Ένα δευτερόλεπτο μετά το στιγμιότυπο οι τα-
χύτητες είναι:

�−1,8 m/ s,  �+0,2 m/ s,  �+2,2 m/ s
για τις σφαίρες 1, 2 και 3 αντίστοιχα. 
H επιτάχυνση της βαρύτητας κάθε 1 s  μεταβάλλει 
την ταχύτητα κατά �9,8 m/ s.  Η μεταβολή της τα-
χύτητας είναι ανεξάρτητη από τη μάζα των σφαι-
ρών.

13.	Έστω v y1,  η συνιστώσα της ταχύτητας με την 
οποία φτάνει στο έδαφος η πέτρα που εκτοξεύεται 
κατακόρυφα προς τα κάτω και v y2,  η συνιστώσα 
της ταχύτητας με την οποία φτάνει στο έδαφος 
η πέτρα που εκτοξεύεται κατακόρυφα προς τα 
πάνω.
Θεωρώντας θετική τη φορά της επιτάχυνσης της 
βαρύτητας 



g ,  η εξίσωση ταχύτητας:
v vy y ya y
2

,
2 0 2

για την πρώτη πέτρα γράφεται:

v v1 0 2,
2

,
2

y y gh    ή  v v1 0 2, ,
2

y y gh 

και για τη δεύτερη πέτρα γράφεται:

v2 0

2
2,

2
,y yv gh      ή  v v2 0 2, ,

2
y y gh 

Άρα, οι ταχύτητες με τις οποίες οι πέτρες φτάνουν 
στο έδαφος είναι ίσες.

14.	Οι δύο μπίλιες εκτελούν ελεύθερη πτώση. 
Για την ξύλινη (1) και τη σιδερένια (2) μπίλια ισχύ-
ουν αντίστοιχα:

h gt1 1=
1
2

2   και   h gt2 2=
1
2

2

Επειδή h h1 2,= 4  έχουμε:

1
2

4 1
2

2 2gt gt1 2� �   ή   t t1 2� �2

Αποδεκτή είναι μόνο η θετική λύση. Στην ελεύθε-
ρη πτώση ο χρόνος πτώσης δεν εξαρτάται από τη 
μάζα του σώματος.

15.	Για την ελεύθερη πτώση στη Γη και στη Σε-
λήνη ισχύουν αντίστοιχα:

h g t� 2
Γ Γ Γ

1
2

  και  h g t� 2
Σ Σ Σ

1
2

Είναι  ΣΓt t  και . ΣΓg 6g  Διαιρώντας κατά μέλη 
έχουμε:

g th g t
h g tg t

� � �

2
2Γ Γ

Γ Σ Σ
2

2Σ Σ Σ
Σ Σ

1
62 61

2

16.	 α)	 Στη γενική περίπτωση η εξίσωση κίνησης 
στον y-άξονα δίνεται από τη σχέση:

y y v t gty  0 0,
1
2

2

και το λογισμικό την προσεγγίζει σύμφωνα με τη 
συνάρτηση:

y t t  C B A 2

Ο πειραματιστής, όταν αφήνει την μπίλια, μπορεί 
να της δώσει μια ελάχιστη αρχική ταχύτητα, ώστε 
η παράμετρος Β να μην είναι μηδέν ή να μην το-
ποθετήσει ακριβώς την αρχή του y-άξονα στην 
αρχή των αξόνων, ώστε η παράμετρος C να μην 
είναι ακριβώς μηδέν.  
β)	 Συγκρίνοντας τη συνάρτηση με την εξίσωση 
κίνησης, η παράμετρος Α είναι ίση με g / .2  Άρα, η 
πειραματική τιμή του g  θα ισούται με το διπλάσιο 
της παραμέτρου Α που θα αναγραφεί από το λογι-
σμικό.  

17.	Μπορούμε να υπολογίσουμε το μέγιστο 
ύψος στο οποίο θα ανέλθει η πέτρα από το εμβα-
δόν του διαγράμματος ταχύτητας-χρόνου. Έχου-
με:

hmax
10 m s s

5 m
  


/ 1
2

�

18.	 α)	Από την κλίση της εφαπτομένης στη γρα-
φική παράσταση τη χρονική στιγμή 0 s  διαπιστώ-
νουμε ότι υπάρχει αρχική ταχύτητα. 
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0
0

t 

x

t1 t2

β)	 Συγκρίνοντας την κλίση της εφαπτομένης στη 
γραφική παράσταση τη χρονική στιγμή t1  με την κλί-
ση τη χρονική στιγμή t2  διαπιστώνουμε ότι v v1 2> .

19.	Από την εξίσωση y y v t gty  0 0,
1
2

2  βρί-
σκουμε:

y t t    20 10 24,9 SI

20.	 Ισχύει x x xv v a t� �B, A, Δ . Για τη μέση ταχύτητα 
έχουμε:

� � � �x x

x x x

v t  a t
v

t t
v a t v

�
� �

� � �

2
A,

μ

A, B,

12Δ 2ΔΑΓ 2
2Δ 2Δ

Δ

Ασκήσεις
1.	 α)	Μελέτη κινήσεων.
•	 Από 0 s  έως 10 s  η μοτοσικλέτα εκτελεί ΕΟΜΚ 

στην οποία η ταχύτητα αυξάνεται. Είναι:
v x0, m s= 0 /   και  v x10, m s= 10 /

Έχουμε:

� � � �
� � � �

x xx
x

v  vva  
t t  t

�
� �

�

�
� �

�

10, 0,

10 0

2

Δ
Δ

10 m/ s 0 m/ s
1m/ s

10 s 0 s

και

Δ
10 m s 10 s

50 mx
/
2

Υπολογίζουμε τη θέση x10  τη χρονική στιγμή 
10 s  από τη μετατόπιση:

Δ 10 0x x x   ή  x10  xΔ
οπότε x10 50 m.=

•	 Από 10 s  έως 20 s  η μοτοσικλέτα εκτελεί 
ΕΟΚ και ισχύουν:

v x10, m s= 10 /   και  v x20, m s= 10 /
Έχουμε:

0 m s 10 s 100 mx /Δ 1
Υπολογίζουμε τη θέση x20  τη χρονική στιγμή 
20 s  από τη μετατόπιση:

Δ 20 10x x x   ή  x x x20 10 Δ
οπότε:

x20 50 m 100 m 50 m     � 1
•	 Από 20 s  έως 25 s  η μοτοσικλέτα εκτελεί 

ΕΟΜΚ στην οποία η ταχύτητα μειώνεται. Είναι:
v x20, m s= 10 /   και  v x25, m s= 0 /

Έχουμε:

a v
x

x

m s m s
s s

25, 20,

t
v v

t t
x x

25 20

0 10
25 20

2
/ /

m / ss2

Δ
Δ

και
10 m s 5 s

25 mx
/
2

Δ

Υπολογίζουμε τη θέση x25  τη χρονική στιγμή 
25 s  από τη μετατόπιση:

25 20x x xΔ   ή  x x x25 20 Δ
οπότε:

x25 50 m 25 m 75 m     �1 1
β)	Διαγράμματα επιτάχυνσης-χρόνου και θέσης-
χρόνου.

1

0
0

1−

2−

t / s

5 10 15 20 25a / s−2m 

x / m

t / s

25

50

100

125

150

175

75

0
0 5 10 15 20 25
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γ)	 Μπορούμε να υπολογίσουμε το διάστημα που 
διάνυσε η μοτοσικλέτα από το εμβαδόν του δια-
γράμματος ταχύτητας-χρόνου (εμβαδόν τραπεζί-
ου):

s 
       25 m s 10 m s

10 s 75 m
/ /
2

1

Η μέση ταχύτητα της μοτοσικλέτας στο χρονικό 
διάστημα από 0 s  έως 25 s  είναι:

vμ Δ
75 m
5 s

7 m s  s
t

1
2

/

2.	 α)	Από 0 s  έως 10 s  το αυτοκίνητο εκτελεί 
ΕΟΚ με ταχύτητα:

v x
1

0 m m
s st

x x
t t
10

10 0

200 0
10 0

20 m/ sΔ
Δ

Από 10 s  έως 20 s  το αυτοκίνητο είναι ακίνητο:
v2 = �0 m/ s

Από 20 s  έως 35 s  το αυτοκίνητο εκτελεί ΕΟΚ 
με ταχύτητα:

v x
3

20

m m
s s

t
x x
t t
35

35 20

100 200
35 20

20 m/ s

Δ
Δ

β)	Διάγραμμα ταχύτητας-χρόνου.

3.	 •	 1ο αυτοκίνητο
Διάστημα που διάνυσε στα πρώτα 15 min :

s1 80 20 









km

h
15
60
h km

Διάστημα που διάνυσε στα επόμενα 15 min :

  









s1 90 2km

h
15
60
h km2,5

Επομένως, η μέση αριθμητική ταχύτητα του 1ου 
είναι:

v1
km km

h
km/h

    


2 2
8

0 2,5
0,5

5

•	 2ο αυτοκίνητο
Χρόνος για τα πρώτα 60 km :

t2
6

80

3
4

= = =0 0,75km
km
h

h h

Χρόνος για τα επόμενα 60 km :

  t2
6

60
10 km

km
h

h

Επομένως, η μέση αριθμητική ταχύτητα του 2ου 
είναι:

v2
km

h h
km/h      

120
0,75 1

68,6

4.	 Έστω ότι το όχημα κινείται κατά μήκος του x-
άξονα. Ισχύει:

v vx x x0, Δa t  ή  2v vx x x0, 0, Δa t

οπότε:
a

v
tx
x 0,

Δ
= =
10 m s
5 s

2 2/ m / s

Επομένως, το διάστημα που διάνυσε το όχημα 
στα 5 s  είναι:

s v t a tx x0,

2 2

Δ

10 m s 5 s s

75

1
2

1
2

2

/ s

m

/ m2 5

5.	 Έστω ότι το αυτοκίνητο φρενάρει κατά μήκος 
του x-άξονα. 
Η αρχική του ταχύτητα είναι:

72 72 20km
h

1000 m
3600 s

m
s

  

Ισχύει:

a v
x

xΔ
Δ

m s m s
s

2

t
0 20

10
2

/ /
m / s

Θα υπολογίσουμε τη μετατόπιση από τη σχέση 
ταχύτητας-μετατόπισης:

v vx x x
2

,
2 Δ0 2a x  ή  Δ

2
,
2

x
a

x x

x

v v0
2

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

20

10

0
0

20−

10−

t / s

5 10 15 20 25 30 35
v / s−1m 
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Δ
m s m s

2x
0

2 2
100

m/ s
m

/ /2 20 2

6.	 α)	 Για την επιταχυνόμενη κίνηση ισχύει:

v a tx x1, 1, 1Δ   ή  Δ 1
1,

1,

t
v
a

x

x



και με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

Δ 20 m s
2

10 s1 2t /
m / s



Για την επιβραδυνόμενη κίνηση ισχύει:

v vx x x3, 2, 3, 3Δa t   ή  Δ 3
3, 2,

3,

t
a x

xx vv

και με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

Δ
0 m s 20 m s

8 s3 2t
2,5 m/ s

//

Από τον συνολικό χρόνο κίνησης υπολογίζουμε τη 
χρονική διάρκεια της ΕΟΚ:

0 s 10 s 8 s 12 st2Δ 3
β)	 Έχουμε:

� � � �� �xx a t� � �2 22
1 1, 1

1 1Δ Δ 2 m/ s 10 s 100 m
2 2

� �� �xx v t �� �2 1, 2Δ Δ 20 m/ s 12 s 240 m

� �

� �� � � �� �

x xx v t a t� �

� �

�

�

2
3 1, 3, 3

2

3

2

1Δ Δ Δ
2

120 m/ s 8 s 2,5 m/ s 8 s
2

80 m

Επομένως:

� �
x x x x� � �

� � �

�

1 2 3Δ Δ Δ Δ

100 240 80 m

420 m

γ)	 Διαγράμματα επιτάχυνσης, ταχύτητας και θέ-
σης σε συνάρτηση με τον χρόνο.

7.	 α)	 Οι εξισώσεις κίνησης των δύο αμαξιδίων 
είναι:

x a x1
1
2

1
2

  1, t t2 22   ή   x1 = t
2 (SI) (1)

x x v x2 2 0, 2, t   ή   x x2 2 5 0, (2)t (SI)

Για t = 1 s  δίνεται ότι x2 31= m.  Επομένως, από 
τη (2) προκύπτει x0,2 36= m,  οπότε η εξίσωση κί-
νησης του δεύτερου αμαξιδίου γράφεται:

x2 36 5  t (SI) (2 )
β)	 Τη στιγμή της συνάντησης ισχύει:

x x1 2=   ή   t t2  36 5   ή   t t2 (SI)  5 36 0
Επιλύοντας βρίσκουμε διακρίνουσα ίση με 169 
και ρίζες 4, −9.  
Η αρνητική τιμή απορρίπτεται, οπότε t = 4 s.  
Από την (1) ή τη (2 )′  για t = 4 s  προκύπτει ότι 
η συνάντηση συμβαίνει στη θέση x x1 2 16= = m.

8.	 α)	 Πριν από την κατάργηση της δύναμης 


F.

a / s−2m 

2

1

0
0

2−

1−

t / s

5 10 15 20 25 30

v / s−1m 

20

10
0

0
t / s

5 10 15 20 25 30

x / m

t / s

50

100

200

250

300

350

400

450

150

0
0 5 10 15 20 25 30

FT

Ν

w

O

y

x
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Εφαρμόζουμε τον 1ο Νόμο του Νεύτωνα στον y-
άξονα:

ΣFy  0  ή  N w  0   ή  N mg=

Από τον Νόμο της τριβής έχουμε:

� �� �� �20,2 10 kg 10 m/ s 20 NT Ν μ  μmg 

Εφαρμόζουμε τον 2ο Νόμο του Νεύτωνα στον x-
άξονα:

ΣFx ma x  ή  F T max    ή  a F T
mx 


Mε αντικατάσταση των τιμών βρίσκουμε τελικά  
ax = 1m/ s

2.
Για τη χρονική στιγμή της κατάργησης, από τη 

σχέση Δ tx 1
2

2x a  προκύπτει:

8 m 1 2  1
2

2m/ s t

από την οποία βρίσκουμε t = 4 s.  
Η ταχύτητα εκείνη τη χρονική στιγμή είναι:

v a tx x     1 4 42m/ s s m/ s
β)	 Μετά την κατάργηση της δύναμης 



F.

Εφαρμόζουμε τον 2ο Νόμο του Νεύτωνα στον x-
άξονα:

ΣFx ma x  ή     T max   ή     a T
mx

Mε αντικατάσταση των τιμών βρίσκουμε τελικά 
  ax 2 m/ s2.

Θα υπολογίσουμε τη μετατόπιση από τη σχέση 
ταχύτητας-μετατόπισης:

v vx x x
2 2 Δ2a x   ή  

2 2v vx xΔx
ax2

Mε αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

Δ
0 4

4
2

x
m/ s m/ s

m/ s
m

2 2

2 2

Άρα, το συνολικό διάστημα είναι: 
s       8 m 4 m 12 m

9.	 α)	Ένα παράδειγμα είναι όταν πετάμε ένα 
μπαλάκι κατακόρυφα προς τα πάνω. Η επιτάχυν-

ση της βαρύτητας είναι σταθερή με κατεύθυνση 
κατακόρυφη προς το κέντρο της Γης, ενώ η ταχύ-
τητα κατά την άνοδο έχει αντίθετη φορά από την 
ταχύτητα κατά την κάθοδο. 
β)	Η ταχύτητα αλλάζει κατεύθυνση τη χρονική 
στιγμή 5 .s  Η επιτάχυνση υπολογίζεται από την 
κλίση της γραφικής παράστασης:

Κλίση ax
Δ
Δ

10 0

10 0

v
t

v v
tt


    

      
10 m s 10 m s
10

2 2/ /
s 0 s

m/ s

γ)	 Τα τρίγωνα που σχηματίζονται είναι ίσα και 
έχουν «εμβαδόν»:

1
2
5 10 m s 25 ms /   

Από αυτό θα υπολογίσουμε τη μετατόπιση στο 
χρονικό διάστημα 0 10 :s - s  

� � � �x x x �� � � � � �1 2Δ Δ Δ 25 m 25 m 0 m
Το διάστημα είναι:

s s s        1 2 525 m 25 m 0 m
δ)	 Την τυχαία χρονική στιγμή t είναι t0Δt t , 
οπότε η εξίσωση της τροχιάς γράφεται:

x x v t a tx  0
21

20

και βρίσκουμε:
x t t   5 10 2 (SI)

Για t = 0  είναι x  � 5 m,  για t = 5 s  προκύ-
πτει x = 20 m  και για t = 10 s  προκύπτει 
x  � 5 m.  

10 30 40 50 20  5− m0

Δηλαδή το σώμα στο δοθέν χρονικό διάστημα 
μετακινήθηκε από τη θέση −5 m  στη θέση 20 m  
όπου άλλαξε φορά κίνησης και επέστρεψε στην 
αρχική του θέση. 

10.	 α)	Από το διάγραμμα προκύπτει ότι το μή-
κος της γέφυρας είναι 2700 m  και ότι η συνάντη-
ση πραγματοποιείται τη χρονική στιγμή t = 5 min  
στη θέση x = 1800 m.
To διάστημα που διανύει ο πρώτος ποδηλάτης εί-
ναι:

T

Ν

w

O

y

x
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s x x x1 1 1 1

1800 0 1800

Δ ,τελ ,αρχ,

m m
To διάστημα που διανύει ο δεύτερος ποδηλάτης 
είναι:

s x x x2 2 2 2

1800 2700 900

,τελ ,αρχΔ

m m

β)	Είναι 5 300min s.=  Για τις ταχύτητες έχουμε:

v x
t1
1 1800

300
6� � �

Δ
Δ

m
s

/ sm

v x
t2
2 900

300
3Δ

Δ
m
s

/ sm

Οι εξισώσεις θέσης είναι:
x t1 6= (SI)  και x t2 2700 3  (SI)

γ)	 Για x1 2700= m  από την εξίσωση θέσης βρί-
σκουμε t1 s,= 450  που είναι ο χρόνος κίνησης 
του πρώτου ποδηλάτη πάνω στη γέφυρα. Για 
x2 0= m  από την εξίσωση θέσης βρίσκουμε 
t2 s,= 900  που είναι ο χρόνος κίνησης του δεύ-
τερου ποδηλάτη πάνω στη γέφυρα.

11.	 α)	H κίνηση είναι ευθύγραμμη ομαλή. Αφού 
οι κουκκίδες ισαπέχουν, το σώμα που κινείται δια-
νύει σε ίσους χρόνους ίσα διαστήματα.
β)	 Συμπληρωμένος πίνακας. 

t / s x / cm stΔ /

0 0,5
0,01 1,5 0,01 0 0,01 

0,02 2,5 0,02 0,01 0,01 

0,03 3,5 0,03 0,02 0,01 

0,04 4,5 0,04 0,03 0,01 

0,05 5,5 0,05 0,04 0,01 

0,06 6,5 0,06 0,05 0,01 

cmxΔ / v / cms 1−

1,5 0,5 1  100

2,5 1,5 1  100

3,5 2,5 1  100

4,5 3,5 1  100

5,5 4,5 1  100

6,5 5,5 1  100

γ)	 Διάγραμμα ταχύτητας-χρόνου. 

12.	 α)	 Συμπληρωμένος πίνακας. 

t / s x / cm stΔ / cmxΔ /
0 0
0,1 1 0,1 0 0,1  1 0 1 

0,2 4 0,2 0,1 0,1  4 1 3 

0,3 9 0,3 0,2 0,1  9 4 5 

0,4 16 0,4 0,3 0,1  16 9 7 

0,5 25 0,5 0,4 0,1  25 16 9 

0,6 36 0,6 0,5 0,1  36 25 11 

		 v / cms 1− cms 1v �Δ / a / cms 2−

10
30 30 10 20  200
50 50 30 20  200
70 70 50 20  200
90 90 70 20  200
110 110 90 20  200
130 150 130 20  	 200

β)	Διάγραμμα ταχύτητας-χρόνου. 

γ)	 Η επιτάχυνση υπολογίζεται από την κλίση της 
γραφικής παράστασης:

Κλίση  ax
Δ
Δ
v
t

v / s−1cm 

100

0
0

t / s
0,01 0,02 0,06

t / s

20

40

80

100

120

140

160

60

0
0 0,1 0,4 0,5 0,6 0,7 0,80,2 0,3

v / s−1cm 
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�
� � � � �

� � � � �
�

150 cm s 10 cm s
200 2/ /

0,8 s 0,1 s
cm/ s

Γράφουμε τώρα τις εξισώσεις κίνησης:
v  2Δ (SI)t    και    (SI)x t 2ΔΔ

13.	 α)	 Συμπληρωμένος πίνακας. 

t / s t 2 2/ s x / m
0 0,00 0,0
0,5 0,25 0,5
1,0 1,00 2,0
1,5 2,25 4,5
2,0 4,00 8,0
2,5 6,25 12,5
3,0 9,00 18,0
3,5 12,25 23,0
4,0 16,00 28,0
4,5 20,25 33,0
5,0 25,00 38,0

Διάγραμμα θέσης-τετραγώνου χρόνου.

β)	Από τη σχέση: 

� �xx a t� 21Δ Δ
2

προκύπτει ότι η κλίση της δοθείσας γραφικής πα-
ράστασης ισούται με το μισό της επιτάχυνσης. 
Επομένως, με αντικατάσταση έχουμε:

Κλίση Δ
Δ 2

x
t

  ή   1
2
ax 

    
    
18
9 2 2

m 0 m
s 0 s

και βρίσκουμε ax = 4 .2m / s

γ)	 Τη χρονική στιγμή t1 s= 2  η κίνηση είναι 
ΕΟΜΚ, οπότε ο αθλητής έχει ταχύτητα:

v a tx1 1
24 2 8 m s     m/ s s /

Τη χρονική στιγμή t2 s= 3  ο αθλητής έχει ταχύ-
τητα:

v a tx2 2
24 3 12 m s     m/ s s /

και στη συνέχεια, όπως φαίνεται από τα δεδομέ-
να, η κίνησή του είναι ΕΟΚ. 
Άρα, τη χρονική στιγμή t3 s= 4  ο αθλητής έχει 
ταχύτητα 12 m s./

14.	 α)	Από τη δοθείσα προκύπτουν:
x0 cm,= 30  v x0, 10 cm s= /   και  ax  5 2cm/ s
H εξίσωση ταχύτητας v v a tx x 0,  γράφεται:

v t 10 5   (v σε cm s/  και t σε s)
Για v = 0  βρίσκουμε t = 2 s,  που είναι η χρονική 
στιγμή στην οποία το αυτοκινητάκι αλλάζει κατεύ-
θυνση. Εκείνη τη χρονική στιγμή η θέση είναι:

x       30 10 2 2 cm 40 cm2,5 2

β)	 H εξίσωση θέσης για x x= =0 cm30  γράφε-
ται:

30 30

0

  

  
10

4

2t

t

2,5

2,5

t

t
και βρίσκουμε:

t = 0 s   ή   t = 4 s
Από την αρχική θέση θα περάσει ξανά τη χρονική 
στιγμή t = 4 s  με ταχύτητα:

v      10 5 4 cm s 10 cm s/ /
γ)	 Διάγραμμα ταχύτητας-χρόνου. 

15.	Στη μελέτη των επιμέρους κινήσεων, από 
την κλίση της γραφικής παράστασης υπολογίζου-
με την επιτάχυνση και από το εμβαδόν υπολογί-
ζουμε τη μετατόπιση του σώματος. Στη συνέχεια, 

t2 / s2

2

4

8

10

12

14

16

18

6

0
0 2 8 104 6

x / m

t / s

v / s−1cm 

10

0

5

0

15−

10−

5−
1 2 3 4 5
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με εφαρμογή του 2ου Νόμου του Νεύτωνα υπολο-
γίζουμε τη συνισταμένη δύναμη στο x-άξονα.
•	 Από 0 s  έως 5 s  το σώμα εκτελεί ΕΟΜΚ κατά 

την οποία η ταχύτητα αυξάνεται. Είναι:
v x0, m s= 5 /   και  v x5, m s= 10 /

Η επιτάχυνση είναι:

a v
x

xΔ
Δ

m s m s
s s

1

5, 0,

2

t
v v

t t
x x

5 0

10 5
5 0
/ /

m / s

οπότε:
g 1 N2F max x m/ sΣ k 11

Η μετατόπιση είναι:

Δ
10 m s 5 m s

5 s mx1 2
/ /

37,5

οπότε:
s x1 1  37,5Δ m

•	 Από 5 s  έως 10 s  το σώμα εκτελεί ΕΟΚ και 
είναι:

v x5, m s= 10 /   και  v x10, m s= 10 /
Η επιτάχυνση είναι ax = 0 m/ s

2,  οπότε:

ΣFx  0 N
Η μετατόπιση είναι:

0 m s 5x2 0Δ 1 5/ ms
οπότε:

s x2 2  50 mΔ

•	 Από 10 s  έως 15 s  το σώμα εκτελεί ΕΟΜΚ 
κατά την οποία η ταχύτητα μειώνεται και τη 
χρονική στιγμή 15 s  μηδενίζεται στιγμιαία. Εί-
ναι:

v x10, m s= 10 /   και  v x15, m s= 0 /
Η επιτάχυνση είναι:

a v
x

xΔ
Δ

m s m s
s s

15, 10,

t
v v

t t
x x

15 10

0 10
15 10

2
/ /

m / ss2

οπότε:
2F max x 1 2 2m/ s NgΣ k

Η μετατόπιση είναι:

Δ
10 m s 5 s

mx3 2
/

25

οπότε:
s x3 3  25 mΔ

•	 Από 15 s  έως 20 s  το σώμα εκτελεί ΕΟΜΚ 
προς την αρνητική φορά του x-άξονα με το μέ-
τρο της ταχύτητας να αυξάνεται. Είναι:

v x15, m s= 0 /   και  v x20, m s 10 /
Η επιτάχυνση είναι:

a v
x

xΔ
Δ

m s m s
s s

20, 15,

t
v v

t t
x x

20 15

10 0
20 15

2
/ /

m // s2

οπότε:
2F max x 1 2 2m/ s NgΣ k

Η μετατόπιση είναι:

Δ
10 m s 5 s

mx4 2
/

25

οπότε:
s x4 4  25 mΔ

α)	Βρήκαμε .x1  37,5 mΔ
β)	Η μέση αριθμητική ταχύτητα είναι:

vμ
oλ

Δ
m

s
m ss

t
37,5

6,
50 25 25
20 0

758 /

γ)	 Έχει απαντηθεί κατά τη μελέτη των επιμέρους 
κινήσεων.

16.	 α)	Έστω ότι το σκάφος κινείται κατά μήκος 
του x-άξονα.
Με αντικατάσταση των τιμών στο SI η εξίσωση 
μετατόπισης:

� �x xx v t a t� � 2
0,

1
2

ΔΔΔ

για Δ  tt  γράφεται:

84 20 1
2

2 2� � �� �t t   ή   t t2 20 84 0   (SI)

Επιλύοντας βρίσκουμε διακρίνουσα ίση με 64 και 
ρίζες 6, 14. 
Δεχόμαστε ως λύση την t = 6 s,  καθώς η t = 14 s  
αντιπροσωπεύει τη χρονική στιγμή που το σκά-
φος, κινούμενο προς τα πίσω, ξαναπερνά (2η 
φορά) από τη σημαδούρα. 
β)	Η ταχύτητα του σκάφους τη χρονική στιγμή 
6 s  είναι:
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v v a tx x 

       
0,

2m s 2 s m s20 6 8/ m / s /
γ)	 Θα υπολογίσουμε τη ζητούμενη απόσταση 
από τη σχέση ταχύτητας-μετατόπισης:

v vx x x
2

,
2
0 2 Δa x  ή  

v vx xΔ
2

,
2

x
ax

0

2

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

Δ
m s

2
m

2
,
2

2
x

a
x x

x

v v0
2

2
20

2
100

/
m / s

17.	Θεωρούμε ότι το σώμα κάνει ελεύθερη πτώ-
ση από ύψος Η πάνω από την κορυφή του παρα-
θύρου. Με αντικατάσταση των τιμών στην εξίσω-
ση μετατόπισης:

y v t g t0
1
2

2Δ Δ Δ

θα υπολογίσουμε το μέτρο της ταχύτητας 


v0  που 
έχει το σώμα στην κορυφή του παραθύρου: 

2 s 4,9 s2m 0,4 m/ s 0,40      v 2

από την οποία βρίσκουμε v0 m / s= 3,04 .
O χρόνος καθόδου t  του σώματος από το σημείο 
εκκίνησης μέχρι την κορυφή του παράθυρου υπο-
λογίζεται από την εξίσωση ταχύτητας v g tΔ  για 
v v= 0  και Δt t :

t
v
g

= = =0 m / s
m/ s

s3,04
9,8

0,312

Επομένως:

H gt    
 

1
2

1
2

2 29,8 0,31

m cm

2m/ s s

0,471 47,1

18.	 Αν h το ύψος του βράχου και t o χρόνος πτώ-
σης της πέτρας, έχουμε:

h gt= 1
2

2   ή   t h
g

= 2

Ο χρόνος ανόδου του ήχου είναι:

 t h
v

Το άθροισμα των δύο χρονικών διαστημάτων είναι 
ίσο με 2,1 s.  Επομένως:

2h h
9,8 340 m s

s2m/ s /
2,1 

Βρίσκουμε τελικά h = 20,4 m.

19.	Θεωρούμε ως αρχή του y-άξονα, που βρί-
σκεται στην ίδια κατακόρυφο με το ελικόπτερο, 
ένα σημείο του εδάφους και θετική φορά προς τα 
πάνω. 
α)	Από την εξίσωση ταχύτητας v v tgy y 0,  για 
vy = 0  υπολογίζουμε τον χρόνο ανόδου tα :

0 gy0, αtv   ή  t
v
g

y
α

0,

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

tα 2
9,8
9,8

m/ s
m/ s

s1

Από την εξίσωση θέσης y y v t tgy  0
21

20,  για 

 αtt  υπολογίζουμε το μέγιστο ύψος h :

h y v t gy0

2

1
2

1 1
2

1

0,

m m/ s s m/ s s

2

24,9 9,8 9,8

9,

t

88 m

αα

β)	Από την εξίσωση ταχύτητας v v tgy y 0,  για 
vy  9,8 m/ s  υπολογίζουμε τη ζητούμενη χρονι-
κή στιγμή t1 :

t
v v
g
y y

1
0,

2

9,8 9,8
9,8

s



    


m/ s m/ s

m/ s
2

γ)	 Μπορούμε να θεωρήσουμε κάθοδο του σώμα-
τος ως ελεύθερη πτώση από το μέγιστο ύψος. Για 
τον χρόνο καθόδου tκ έχουμε: 

 1
2

tκ
2h g   ή  t h

gκ 
2

Με αντικατάσταση των τιμών βρίσκουμε τελικά  
tκ s 1,41 s,2  οπότε:

v tgy  κ 13,9 sm/
Εναλλακτικά, υπολογίζουμε τον ολικό χρόνο πτή-
σης tολ θέτοντας y = 0 m  στην αρχική εξίσωση 

y y v t tgy� � �0
21

20, .  Με αντικατάσταση των τι-

μών έχουμε:

4,9 9,8 9,8 m

(SI)

2 2

2

m m/ s m/ s      

  

 t

t t

1
2

0

2 1 0

t

Επιλύοντας τη δευτεροβάθμια εξίσωση, δεχόμα-
στε τη θετική λύση, οπότε tολ s.1 2 2,41s  
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Θέτουμε αυτήν τη λύση στην εξίσωση ταχύτητας 
και έχουμε:

v v tgy y0, ολ

29,8 9,8 1 s

m s

m/ s m/ s 2,4

13,9 /

20.	Από την εξίσωση h g= 1
2
t 2  υπολογίζουμε 

τον χρόνο πτώσης: 

t h
g

 
 

2 2 3000 m
9,8

24,742m / s
s

H ταχύτητα προσγείωσης είναι:

v tg     

 







9,8 24,74 m s

km h

2m/ s s 242,5 /

242,5 /3600
1000

8773 km h/

21.	 α)	Ο χρόνος πτώσης του πρώτου χαλικιού 
είναι:

t h
g1
2 2

 
 


78,4

9,8
42m / s
s

H ταχύτητα προσγείωσης είναι:
v tg1 1     9,8 4 39,22m / s s m/ s

β)	Ο χρόνος κίνησης του δεύτερου χαλικιού είναι 
t2 3= s,  οπότε η μετατόπισή του είναι:

y g2
21

2
1
2

     t2
2 29,8 3 44,1m/ s s m

Άρα, το ύψος από το έδαφος είναι:
h       78,4 44,1 34,3m m m

22.	Με αντικατάσταση των τιμών στην εξίσωση 
κίνησης Δy v t0

1
2

2t g  θα υπολογίσουμε το μέ-

τρο της αρχικής ταχύτητας:

39,6 2 9,8 2

10

2m s m/ s s

m/ s

0

0

      


v

v

1
2

2

Από την εξίσωση της ταχύτητας v v gt 0  έχου-
με:

v v gt 

       
0

10 9,8 2 29,62m / s m/ s s m/ s

23.	 α)	Θεωρούμε ως αρχή του y-άξονα, που 
βρίσκεται στην ίδια κατακόρυφο με την μπίλια, 

ένα σημείο του εδάφους και θετική φορά προς τα 
πάνω. 
Οι εξισώσεις κίνησης της μπίλιας είναι:
•	 v v tgy y 0,  και με αντικατάσταση προκύ-

πτει:
v ty  20 10 (SI) (1)

•	 0,y v ty
1
2

2Δ t g  και με αντικατάσταση προκύ-

πτει:
SI)y t t20 5 2 (2)Δ (

Στο μέγιστο ύψος ισχύει vy = 0 m s/  και αντικα-
θιστώντας στην (1) υπολογίζουμε τον χρόνο ανό-
δου:

0 20 10tα  ή  tα s 2
Από τη (2) για t t α s2  υπολογίζουμε το μέγι-
στο ύψος:

hmax m m     20 2 5 2 202

β)	Από τη (2) για Δy  0 υπολογίζουμε τον ολικό 
χρόνο πτήσης:

0 20 5 t t 2   ή  5 4 0t t   
Προκύπτουν οι λύσεις t = 0 s  (η χρονική στιγμή 
της εκτόξευσης) και t = 4 s  που είναι ο ολικός 
χρόνος πτήσης, δηλαδή tολ s. 4
Αντικαθιστούμε το tολ s 4  στην εξίσωση (1) και 
έχουμε:

vy      20 10 4 20m s m s/ /
γ)	 Από τη (2) για y Δ m15  υπολογίζουμε τις 
χρονικές στιγμές στις οποίες η μπίλια βρίσκεται 
σε ύψος 15 m :  

15 20 5 2 t t   ή   t t2 4 3 0  

Επιλύοντας βρίσκουμε t1 s= 1  και t2 s.= 3  
Αντικαθιστώντας τις τιμές αυτές στην (1) υπολογί-
ζουμε τις αντίστοιχες τιμές της ταχύτητας.
Για t1 s= 1  έχουμε:

v1 20 10 1    10 m s/
Για t2 s= 3  έχουμε:

v2 20 10 3    10 m s/
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2.5 Περιοδικές κινήσεις –  
Ομαλή κυκλική κίνηση

Ερωτήσεις
1.	 Παραδείγματα.
•	 Μηδενική επιτάχυνση και ταχύτητα σταθερού 

μέτρου: Ένα αυτοκίνητο κινείται σε ευθεία με 
σταθερή ταχύτητα. 

•	 Μη μηδενική επιτάχυνση και ταχύτητα σταθε-
ρού μέτρου: Ένα αυτοκίνητο κινείται σε κυκλι-
κό κόμβο με σταθερή κατά μέτρο ταχύτητα.  

•	 Δεν υπάρχει καμπυλόγραμμη κίνηση με μη-
δενική επιτάχυνση. Στις καμπυλόγραμμες κι-
νήσεις αλλάζει οπωσδήποτε η διεύθυνση της 
ταχύτητας, οπότε υπάρχει πάντα επιτάχυνση.

2.	 α)	Η κλίση της γραφικής παράστασης είναι 
σταθερή και ίση με τη γωνιακή ταχύτητα. Αφού η 
γωνιακή ταχύτητα ω είναι σταθερή, η κίνηση είναι 
ομαλή κυκλική. 
β)	Έχουμε:

ω φΔ
Δ

rad
s

rad s
t

30
3 /

0
10 0

T
ω 3

2,1π π2 2 s s

f
T
1 3 Hz Hz0,48

π2

v Rε rad s sω 3 / 0,5 1,5 /mm

aκ
ε 2m s

m
v
R

2 21,5 /
0,5

4,5 m/ s

3.	 α)	 Ο Δημήτρης (Δ) σχεδίασε σωστά τα διανύ-
σματα.
β)	 Στο σχήμα φαίνεται η επιτρόχια ταχύτητα και η 
κεντρομόλος επιτάχυνση στα σημεία Ζ και Ε. 

4.	 Ισχύουν:
λ ωλλ Rv   και  v Rω ω ω ω

Διαιρώντας κατά μέλη και λαμβάνοντας υπόψη 
πως R Rλ ω , 2  έχουμε:

� � �
R

Τv ω R Τ
v ω R ΤR

Τ

ω
ωλ λ λ λ

ω ω ω λ
ω

ω

2
π

22π

2

Είναι ω h� 12T  και h. 1λT  Άρα:
v
v
λ

ω

h
h

2 12
1

24

5.	 Όλα τα σημεία της αλυσίδας πρέπει να έχουν 
την ίδια ταχύτητα. Επομένως:

v vA B=   ή   �ω R ω RA B3   ή   �
ω
ω

A

B

1
3

και έχουμε:

� �

v
a R
a v

R

2
Α

κ(Α)
2

κ(Β) Β

13
3

6.	 Όπως στο παράδειγμα 6 βρίσκουμε:
α)	 v vB A� 	 β)	 ω ω�Β Α 	 γ)	 �a aκ(Β) κ(Α)

7.	 Η συνισταμένη των δυνάμεων που δρουν 
στον άνθρωπο παίζει τον ρόλο της κεντρομόλου 
δύναμης, καθώς αυτός περιστρέφεται μαζί με τη 
Γη. Στον άνθρωπο δρουν η βαρυτική έλξη 



w  και 
η αντίδραση 



F  της ζυγαριάς. Πρέπει: 

ΣF m
R

 v 2

  ή  w F mv
R

 
2

  ή  F w mv
R

 
2

Στην υποθετική περίπτωση που η Γη ήταν ακίνη-
τη, θα έπρεπε: 

ΣF  0  ή  F w=

Άρα, η ένδειξη της ζυγαριάς θα ήταν μεγαλύτερη 
στη δεύτερη περίπτωση.

8.	 Σε μια τέτοια στροφή η στατική τριβή έχει τον 
ρόλο της κεντρομόλου δύναμης. Ισχύει:

F m v
Rκ 
2

  ή  Τσ  mv
R

2

Μειώνοντας την ακτίνα για δεδομένη ταχύτητα, 
αυξάνεται η απαιτούμενη δύναμη, οπότε μπορεί 

R Ε

Ζ

R/2

vʹ

aʹ

v

a
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να ξεπεραστεί η μέγιστη τιμή της στατικής τριβής 
και να εμφανιστεί ολίσθηση. 
Άρα, το μπλε αυτοκίνητο κινδυνεύει να ολισθήσει 
και να εκτραπεί από τον δρόμο.

9.	 Σε μια τέτοια στροφή η στατική τριβή έχει τον 
ρόλο της κεντρομόλου δύναμης. Ισχύει:

F m v
Rκ 
2
  ή  Τσ  mv

R

2

Αυξάνοντας την ταχύτητα για δεδομένη ακτίνα, 
αυξάνεται η απαιτούμενη δύναμη, οπότε μπορεί 
να ξεπεραστεί η μέγιστη τιμή της στατικής τριβής 
και να εμφανιστεί ολίσθηση.

10.	Τον ρόλο της κεντρομόλου δύναμης παίζει η 
βαρυτική έλξη που ασκεί ο Ήλιος στη Γη. Ισχύει:

G
M M

R
M v

R
Γ Η

Γ2

2

   ή  GM
R

vH = 2

ή  G M
R

R
T

H π2 2

ή  G M
R

R
T

H π
�
4 2 2

2

ή  T
R GM

2

3

24
� �

π
H

 σταθ.

11.	 α)	H συνισταμένη των δυνάμεων στο σύ-
στημα σταθμός-αστροναύτης παίζει τον ρόλο της 
κεντρομόλου δύναμης:

F maκ κ
H μόνη δύναμη που ασκείται στο σύστημα είναι το 
βάρος. Άρα:

w  maκ  ή  mg ma κ  ή  a gκ 

β)	Ο σταθμός εκτελεί κάθε στιγμή ελεύθερη πτώ-
ση. Για αυτόν τον λόγο έχουμε συνθήκες έλλειψης 
βαρύτητας. Πράγματι, αν ο αστροναύτης μάζας 
mα σταθεί στη ζυγαριά, αυτή του ασκεί δύναμη μέ-
τρου F και ισχύει: 

Σ α κF m a   ή  m g F m aα α κ

Αφού a gκ ,  προκύπτει ότι F = 0.

Ασκήσεις
1.	 Έχουμε: 

v s
tε

Δ
Δ

m
s

m s  800
125

6,4 /

Επομένως:

ω   
v
R
ε m s

m
rad s6,4 / 0,128 /

50

2.	 α)	Έχουμε: 

v
T

Lε s
m s2 2

2
0,2 0,2 /π π πm

ω   
v
L
ε s

m
ad s0,2 /

0,2
/π πm r

a Lκ
22π rad s mω2 2/ 0,2 0,2 m/ sπ

β)	Ρόλο κεντρομόλου παίζει η τάση του νήματος 


F,  η οποία έχει φορά προς το κέντρο Ο της κυκλι-
κής τροχιάς. Ισχύει:

F maκ
22 2kg0,1 0,2 m/ s 0,02 Nπ π

3.	 Στον ζητούμενο χρόνο Δt η γωνία που διαγρά-
φει ο λεπτοδείκτης είναι μεγαλύτερη κατά 2π από 
τη γωνία που διαγράφει ο ωροδείκτης. 
Επομένως:

φ φ� �λ λ 2π   ή   � �ω t ω tλ ωΔ Δ 2π

ή   � �t t
T Tλ ω

2π 2πΔ Δ 2π

ή   t t
T T

� �
λ ω

Δ Δ 1

Αντικαθιστώντας τις τιμές των περιόδων έχουμε:

Δ
h

Δ
h

t t
1 12

1  ή   h h min st � �
12
11

1 5Δ 27

4.	 Από το παράδειγμα 10 η επιτρόχια ταχύτητα 
του δορυφόρου είναι:

v =
GM
r

όπου M  η μάζα της Γης και r  η ακτίνα της τρο-
χιάς. Είναι r R h   και ισχύει:

O L aω

v
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2.5  Περιοδικές κινήσεις – Ομαλή κυκλική κίνηση

v r
�
2π
T

  ή   GM
R h

R h
T

2π

ή   GM
R h

R h
T

4π2 2

2

ή  M
R h

GT
4π2 3

2

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

M �
� � � � �� �

�� � �� ��

4 3 10 10 m

10 m k

3 3

11

,14

, 1,5

2 3 3

2 3

6400 600

6 67 3600 / gg

10 kg23� �7

5.	 Από τη σχέση F ma κ υπολογίζουμε το μέτρο 
της κεντρομόλου επιτάχυνσης:

a F
mκ

8

31
210 N

10 kg
108 2

9 1
0 23,

,
,9 m / s

Ισχύει:

aκ
ε

v
R

2

  ή  v a Rε κ

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

vε
210 10 100 5 223 11 6,9 m/ s ,3 m ,2 m/ s

H περίοδος περιφοράς του ηλεκτρονίου είναι:

T 2π 2 10
10

10
ε

R
v

3,14 ,3 m
,2 m/ s

,3 s
5

2
15

11

6
17

Επομένως, ο αριθμός των περιφορών ανά δευτε-
ρόλεπτο είναι:

N 


 

1
15

617
15

,3 s
,5

10
10�  περιφορές / s

6.	 Έχουμε:

f = =30
60 s

Hz0,5

� �� � �ω f2π 2π 0,5 Hz π rad/ s

� � � �a ω r� � �22 2
κ π rad/ s 0,2 m 2 m/ s

Η στατική τριβή έχει τον ρόλο της κεντρομόλου δύ-
ναμης. Επομένως:

�Τ maσ κ  ή   �μmg maκ  ή   �
aμ
g
κ

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:
2 mμ / s

9,8 m/ s
0,2

2

2

7.	 Η ταχύτητα του αεροπλάνου είναι:

vε
km
h

1000 m
3600 s

m s360 360 100 /

Αναλύουμε την 


F � σε δύο συνιστώσες, μια κατακό-
ρυφη 



Fy  που αντισταθμίζει το βάρος και μια ορι-
ζόντια 



Fx  που έχει ρόλο κεντρομόλου δύναμης. 

Για τις συνιστώσες ισχύουν:

� � � �yF F φ F F2ημ ημ45
2

� � � �xF F φ F F2συν συν45
2

Εφαρμόζουμε τον 1ο Νόμο του Νεύτωνα στον 
κατακόρυφο άξονα και τον 2ο Νόμο του Νεύτωνα 
στον οριζόντιο άξονα:

F mgy =    και   F m
Rx 
vε
2

Επειδή F Fy x= ,  θα ισχύει:

mg m
R


vε
2

  ή  R
g


vε
2

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

R 
 


100

10
2

3m s
m2

/
10 m/ s

8.	 Αναλύουμε τη δύναμη 


T  από το νήμα σε δύο 
συνιστώσες, μια κατακόρυφη 



Ty  που αντισταθμί-
ζει το βάρος και μια οριζόντια 



Tx  που έχει ρόλο 
κεντρομόλου δύναμης. 

Για τις συνιστώσες ισχύουν:

yT T φ T T� � � �
2συν συν45
2

φ

w
Fx

Fy

R

F

T
Ty

Tx

R

φ

w
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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ – ΛΥΣΕΙΣ

� � � �
2ημ ημ45
2xT T φ T T

Εφαρμόζουμε τον 1ο Νόμο του Νεύτωνα στον 
κατακόρυφο άξονα και τον 2ο Νόμο του Νεύτωνα 
στον οριζόντιο άξονα:

T mgy =   και  T m
Rx 
vε
2

Επειδή T Txy = ,  θα ισχύει:

mg m
R


vε
2

  ή  vε  gR

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

vε
2 m m s10 m/ s 0,9 /3

9.	 Ο κύλινδρος ισορροπεί. 

Συνεπώς, η τάση του νήματος είναι αντίθετη του 
βάρους:

Mg T= (1)
Στον κύβο ρόλο κεντρομόλου δύναμης έχει η τάση 
του νήματος. Επομένως:

T m
R

= v 2 (2)

Από τις (1) και (2) έχουμε:

Mg m
R

= v 2

  ή  Mg m R ω2

ή  Mg m f R2π 2  

ή  f Mg
mR

 1
2 2π

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

f 
  
    1

2
4
9 8 1 1

1
kg 9,8

kg m
Hz

2m/ s
,

10.	 α)	 Η μέση επιτρόχια ταχύτητα είναι:

v r
ε

2π 2 10
24

10 m s
T

3,14 ,8 m
,3 s

,1 /
3

27 3600
10

8
2

β)	 Η γωνιακή ταχύτητα είναι:

ω 2π 2
24

10 rad s
T

3,14
,3 s

,7 /
27 3600

2 6

γ)	 Η κεντρομόλος επιτάχυνση είναι:

a rκ

2

2

10 rad s 10

10

ω

2 3

2

6 2 8

3

,7 / ,8 m

,8 m/ s

11.	 α)	 Στον δορυφόρο ρόλο κεντρομόλου δύνα-
μης έχει το βάρος. Επομένως: 

F
m

rκ
ε
2


v

  ή  mg
m

r


vε
2

  ή  g
r


vε
2

ή  G
M
r r2 

vε
2

   ή  vε 
GM

r

β)	 Για τις επιτρόχιες ταχύτητες των δορυφόρων 
ισχύουν:

vA =
GM
r

  και  vB =
GM
r2

Επομένως:
v
v
A

B

= 2   ή  v vB A=
2
2

Με αντικατάσταση της vA  έχουμε:

vB 9000 6360� � � �2
2

m/ s m/ s

Προβλήματα 
1.	 α)	Δίνονται για το αυτοκίνητο v1 55 km h= /  
και για τον πεζό v2 5 km h.= /
Ο χρόνος ταξιδιού του αυτοκινήτου είναι 

� ��t v1 1Δ AB /  και ο χρόνος ταξιδιού του πεζού, αν 
δεν έμπαινε στο αυτοκίνητο, είναι � ��t v2 2Δ AB / .
Το αυτοκίνητο ξεκίνησε μία ώρα αργότερα από τον 
πεζό και ο πεζός κέρδισε μία ώρα ταξιδιού, οπότε:

� �t t2 1Δ Δ 2 h  ή  
AB AB

h
2 1

� �
�
� �

�
v v

2

Με αντικατάσταση βρίσκουμε AB 11km.  
Επομένως:

Δ
AB 11km

55 km h
h1

1

t
v /

0,2

w

M

mR T

T
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Προβλήματα (ΠΕ2)

h h2t 2 0,2 2,2Δ h

β)	Αν η συνάντηση έγινε στο σημείο O, ο πεζός 
κινήθηκε στο τμήμα ΑO επί χρόνο tAO  με ταχύτητα 
v2  και στο υπόλοιπο τμήμα OΒ κινήθηκε μαζί με 
το αυτοκίνητο επί χρόνο tOB  με ταχύτητα v1 .  Το 
ταξίδι του πεζού είχε διάρκεια:

2,2 1 1,2h h h     
οπότε:

t tAO OB h� � 1,2   ή  
AO AB AO

h
2 1

� �
�
� � � � �

�
v v

1,2

Με αντικατάσταση βρίσκουμε AO km.� � � 5,5  
Επομένως:

tAO
km

5 km h
h h 6 min= = =

5,5
/

1,1 1

Άρα, η συνάντηση έγινε στις 08.06.

2.	 Η κίνηση θα είναι ευθύγραμμη ομαλά μετα-
βαλλόμενη και στις δύο περιπτώσεις, οπότε θα 
ισχύουν οι σχέσεις:

v v a tx x x 0, (1)

Δx v t a tx x0, (2)1
2

2

Δίνεται v x0, / /= =72 20km h m s.
•	 Αν ο οδηγός φρενάρει, από την (1) για vx = 0  

υπολογίζουμε τον χρόνο κίνησης t1 :

t
v v
a

x x
1 2

m s m s
4

s 
   




 0, / /
m / s

5
1

0 02

και αντικαθιστώντας στη (2) έχουμε:

Δ

m s s 4 s

m

1 1

2

1
2x v t ax0,

/ 5 m / s 5

1
2

0 1
2

0

2

5

1

2

t

Δηλαδή το αυτοκίνητο σταματά ακριβώς στο 
φανάρι.

•	 Αν ο οδηγός πατήσει γκάζι, από τη (2) για 
t2 s= 3  έχουμε:

Δ

m s s s

m

2 2

2

2
2x v t ax0,

/ 3 m / s 3

64,5

1
2

0 1
2
12

2

2

t

Δηλαδή το αυτοκίνητο βρίσκεται μέσα στη δια
σταύρωση.

Άρα, η καλύτερη επιλογή είναι το φρενάρισμα. 

3.	 Στη σφαίρα ασκείται το βάρος της w1  και η δύ-
ναμη 



T  από το νήμα. Εφαρμόζουμε τον 2o Νόμο 
του Νεύτωνα για τη σφαίρα στον κατακόρυφο άξο-
να με θετική φορά προς τα κάτω:

Σ 1F m a�   ή  m g T m a1 1� � (1)
α)	Θεωρούμε την περίπτωση του λείου κεκλιμέ-
νου επιπέδου.

Στο κιβώτιο ασκείται κατά τη διεύθυνση του άξονα 
της κίνησης (τον οποίον θεωρούμε ως x-άξονα) 
η δύναμη 



T  από το νήμα και η x-συνιστώσα του 
βάρους του με μέτρο � �xw mg ημ37 .
i)	 Εφαρμόζουμε τον 2o νόμο του Νεύτωνα για 
το κιβώτιο στον άξονα της κίνησης, λαμβάνοντας 
υπόψη ότι η επιτάχυνση κατά μέτρο είναι ίδια και 
για τα δύο σώματα:

ΣF max �   ή   � � �T mg maημ37 (2)
Προσθέτοντας κατά μέλη τις (1) και (2) έχουμε:

� ��� � �

�
�

�
�

m g mg m m a

m ma g
m m

1 1

1

1

ημ37

ημ37

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

a 
     

       3 1 0,6
3 1

m/ s m/ s
kg kg
kg kg

10 62 2

ii)	 Από την (1) προκύπτει:
T m g m a� �

� � �� � � � �� �
�

1 1

2 2kg 10 kg 6

N

3 m/ s 3 m/ s

12

β)	 Στην περίπτωση που έχουμε τριβή, η εξίσωση 
(1) θα ισχύει και πάλι για τη σφαίρα. 

T
T

T

T Ν

wx
wy

w1
w 37°
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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ – ΛΥΣΕΙΣ

Για a = 5 2m/ s  υπολογίζουμε την τάση του νήμα-
τος:

T m g m a� �

� � �� � � � �� �
�

1 1

2 2kg 10 kg 5

N

3 m/ s 3 m/ s

15

Στο κιβώτιο θα έχουμε επιπλέον την τριβή ολίσθη-
σης 



To ,  η οποία έχει κατεύθυνση αντίθετη από 
αυτήν της κίνησης. 
Εφαρμόζουμε τον 2o νόμο του Νεύτωνα για το κι-
βώτιο στον άξονα της κίνησης, λαμβάνοντας υπό-
ψη ότι η επιτάχυνση κατά μέτρο είναι ίδια και για 
τα δύο σώματα:

ΣF max �   ή   � � � �T mg Τ maoημ37
ή   � � � �Τ T mg mao ημ37

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

To 2 2N kg 10 kg 5

N

� � � � � ��
�
�

�
�
�� � � � ��

�
�

�
�
�

�

15 1 m
s

0,6 1 m
s

4

Κατά μήκος του y-άξονα, που είναι κάθετος στο 
κεκλιμένο επίπεδο, στο κιβώτιο ασκείται η κάθετη 
αντίδραση 



N  και η συνιστώσα του βάρους σε αυ-
τόν τον άξονα. Από την ισορροπία στον y-άξονα 
προκύπτει:

� �� �� �� � � �N mg 2συν37 1kg 10 m/ s 0,8 8 N
Από τον Νόμο της τριβής,  μoT Ν , έχουμε:

μ
T

� � �o N
NN

4
8

0,5

4.	 α)	 Οι δυνάμεις είναι κάθετες, οπότε το μέτρο 
της συνισταμένης δύναμης είναι:

F1 2
2 2600 800 1000, N N   

Η γωνία θ μεταξύ της συνισταμένης 


F1 2,  και της 


F1  
έχει εφαπτομένη:

εφθ N
N

  
F
F
2

1

800
600

4
3

β)	 Από τον 2o νόμο του Νεύτωνα έχουμε: 
� �� �� � � �F ma F2

1,2Σ 200 kg 1m/ s 200 N

Άρα, υπάρχει τριβή 


T  αντίρροπη της 


F1 2, .  
Επομένως:
ΣF ma   ή  F ma1 2, � �T   ή  T � �F ma1 2,

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:
T � � � � � �� � �1000 200 800N kg 1 N2m/ s

γ)	 Τη χρονική στιγμή t1 4= s  η δεξαμενή αποκτά 
ταχύτητα:

v1
21 4 m ss     at1 4m/ s /

και η μετατόπισή της είναι:

ms1
2 2x a1

21
2

1
2

84t m/ s1Δ

Όταν οι δυνάμεις 


F1 ,  


F2  παύουν να ασκούνται 
στη δεξαμενή, τότε ασκείται σε αυτήν μόνο η τριβή 
και έτσι αποκτά αρνητική επιτάχυνση. Πράγματι, 
ισχύει:

ΣF ma   ή   � � �T ma   ή   � �
�a
m
T

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

 
  a 800
200

N
kg

4 2m/ s

Για τη νέα κίνηση της δεξαμενής ισχύουν:
v v a tx 1 1)Δ (

� ��� �x v t a t 2
2 1

1 )Δ Δ
2

(2Δ

Η δεξαμενή ακινητοποιείται, όταν μηδενίζεται η 
ταχύτητα. Από την (1) υπολογίζουμε το χρονικό 
διάστημα της νέας κίνησης:

Δ
4 m s
4

s2t
v

a
1 1

/
m / s

Άρα, ακινητοποιείται τη χρονική στιγμή:
t t t2 1 5s 1 s sΔ 4

Από τη (2) υπολογίζουμε τη μετατόπιση στη νέα 
κίνηση:

m s 1 s 4 1 s 2 m2x2
21

2
/ m / s4Δ

T
T

T

T Ν

wx
wy

w1
w 37°

Tο

θ

F1

F1,2

F2
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Προβλήματα (ΠΕ2)

Άρα, το συνολικό διάστημα είναι:
s x x m m 10 m1 2 8 2Δ Δ

δ)	Διάγραμμα διαστήματος-χρόνου. 

5.	 Στην ευθύγραμμη ομαλά επιταχυνόμενη κίνη-
ση χωρίς αρχική ταχύτητα ισχύει:

� ��x a t 21Δ Δ
2

  ή  a x
t

2
2

Δ
Δ

Στο πρόβλημα έχουμε ίσες δυνάμεις και τον ίδιο 
χρόνο κίνησης, οπότε ισχύει:

F F1 2=   ή  m a m a1 1 2 2=

Επομένως, ο λόγος των μαζών είναι:

� �

� �

� � � � �

x d
tm a x
x dm a x
t

2
2

1 2 2

12 1 1
2

2Δ 2
Δ Δ 3 22Δ Δ

3Δ

6.	 Θεωρούμε τον κατακόρυφο πίδακα του νερού 
ως y-άξονα με θετική φορά προς τα πάνω και 
αρχή το σημείο του λάστιχου από το οποίο εξέρ-
χεται το νερό. 
Για t = 1,5 s  είναι y  1m,  οπότε αντικαθιστώ-

ντας στην εξίσωση κίνησης y v t gt 0
21

2
 έχουμε: 

      


 1 1
20

2

0

m s 9,8 s

6,7

2v

v

1,5 m/ s 1,5

m/ s

7.	 Το βλήμα εκτελεί κατακόρυφη βολή προς τα 
πάνω. Από την εξίσωση κίνησης:

y v t gty 0
21

2,

θα υπολογίσουμε τη χρονική στιγμή στην οποία 
το βλήμα χτυπά το αεροπλάνο. Με αντικατάσταση 
προκύπτει:

780 1
2

2m 400 10 2     m/ s m/ st t

οπότε βρίσκουμε t = 2 s.
Στον ίδιο χρόνο, η μετατόπιση του αεροπλάνου 
(το οποίο εκτελεί ΕΟΚ) είναι:

Δ 300 sx txv m/ s m2 600

8.	 α)	Αναλύουμε τις δυνάμεις 


T  (από το νήμα) 
και 



F  (από την άρθρωση) σε συνιστώσες 


Tx ,  


Ty  
και 



Fx ,  


Fy ,  όπως φαίνεται στο σχήμα. 

Για τις συνιστώσες της τάσης 


T  ισχύουν:
� �yT Τ φ Τημ 0,6   και   � �xT Τ φ Τσυν 0,8

Αφού η ράβδος ισορροπεί, πρέπει:
τ �Σ 0

και
ΣFx  0  και  ΣFy  0

Επομένως:

ΣτΟ  0  ή  τw τT   ή  w L T Ly2
=

ή  w L L
2
= 0,6T   ή  T =

w
1,2

και αντικαθιστώντας βρίσκουμε T = 200 N.
β)	Έχουμε:

ΣFx  0  ή  T Fx x=   ή  Fx = 0,8T
οπότε: 

Fx    0,8 200 160N N
και

ΣFy  0  ή  F T wy y    ή  F wy � � 0,6T
οπότε: 

Fy       240 200 120N N N0,6
Επομένως, για το μέτρο και την κατεύθυνση της 


F  έχουμε:

s / m

t / s

2

4

8

10

6

0
0 1 2 3 4 5

φθ
A

Γ

Ο

F

w

T
Ty

TxFx

Fy
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F F Fx y        2 2 2 2160 120 200N N N

  
F
F
y

x

120
160

3
4

εφθ

9.	 Αναλύουμε τη δύναμη στήριξης 


N  της ρά-
βδου στη μικρή σφαίρα σε δύο συνιστώσες, μια 
κατακόρυφη 



Ny  που αντισταθμίζει το βάρος και 
μια οριζόντια 



Nx  που έχει τον ρόλο της κεντρομό-
λου. 

Για τις συνιστώσες ισχύουν:

� � �xN N N2συν45
2

� � �yN N N2ημ45
2

Εφαρμόζουμε τον 1ο Νόμο του Νεύτωνα στον 
κατακόρυφο άξονα και τον 2ο Νόμο του Νεύτωνα 
στον οριζόντιο άξονα:

N mgy =   

N m Rx ω 2

Επειδή N Ny x= ,  ισχύει:

mg m R ω2

οπότε προκύπτει:

ω  g
R

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

ω  10 m/ s
0,4

/
2

m
rad s5

10.	 α)	H συχνότητα του προσομοιωτή είναι:

f N
t

= = = =30
1

30
60min s

Hz0,5

Επομένως, η κεντρομόλος επιτάχυνση είναι:

� �� � � ��

�

� �

� g

a ω L f L2 2 2
κ

2

2

4π

4 10 0,5 Hz 6 m

60 m s 6/
β)	 Ισχύει:

a
a

f
f

κ

κ

2

2   ή  
a
a

f
f

κ

κ

  ή  f a
a

fκ
κ

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

� �� �
gf
g
9 30 περ. /min
6

� �15 6 περ./min 37 περ./min 

w
Νx

Νy
Ν

Α

Ο

Σ

y

45°
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ΘΕΜΑΤΙΚΗ ΕΝΟΤΗΤΑ 3: Από τη δύναμη στην ενέργεια

51

3.1 Το φυσικό μέγεθος  
ενέργεια συστήματος

Ερωτήσεις
1.	 Μονωμένο, γιατί όλες οι ανταλλαγές μάζας και 
ενέργειας γίνονται στο εσωτερικό του.

2.	 Α)	Ανοικτό	 Β)  Κλειστό	 Γ)  Κλειστό
Δ)	Ανοικτό	 Ε)  Ανοικτό

3.	 Το δεμένο μπαλόνι είναι κλειστό, ενώ το μπα-
λόνι που δεν είναι δεμένο είναι ανοικτό σύστημα.

4.	 Όχι. Μπορεί να μην ανταλλάσσει ύλη, αλλά 
ανταλλάσσει ενέργεια (υπό μορφή θερμότητας) 
με το περιβάλλον.

3.2 Αποθήκευση της ενέργειας

Ερωτήσεις
1.	 α)	 U = 0 	 β)  U mg= h2 	 γ)  U mg  h1

2.	 Για το αυτοκίνητο είναι mα kg,= 900  για το 
φορτηγό = =mφ t kg2 2000  και για το βλήμα 
mβ g kg.= =25 250,0  
Οι αντίστοιχες ταχύτητες είναι:

vα
km
h

m
s

m s= = ⋅ =72 72 1000
3600

20 /

vφ
km
h

m
s

m s= = ⋅ =36 36 1000
3600

10 /

vβ m s= 400 /
Οι αντίστοιχες κινητικές ενέργειες θα είναι:

= =K m α
2 kg m s . J( )( ) =

1
2

1
2
900 20 180 0002v /α α

= =φK m φ
2 kg m s . J( )( ) =

1
2

1
2
2000 10 100 0002v /φ

= =K m β
2 m s J( )( ) =

1
2

1
2

25 400 20002v 0,0 /β β

Άρα, τελικά ισχύει: 
< <K K Kβ φ α

3.	 Σωστό διάγραμμα είναι το Β, αφού: 
U mgh=

4.	 Σωστό διάγραμμα είναι το Γ, διότι:

K mu m gt mg t ct     1
2

1
2

1
2

2 2 2 2 2

όπου αντικαταστήσαμε το mg 2 2/  με τη σταθερά c. 

5.	 Η χημική ενέργεια του παιδιού γίνεται δυναμι-
κή ενέργεια στο λάστιχο της σφεντόνας. Η δυνα-
μική ενέργεια στο λάστιχο της σφεντόνας μετατρέ-
πεται σε κινητική ενέργεια στην πέτρα. Η κινητική 
ενέργεια της πέτρας μετατρέπεται σε βαρυτική 
δυναμική ενέργεια κατά την άνοδο του σώματος, 
η οποία ξαναγίνεται κινητική κατά την κάθοδο. Τέ-
λος, η κινητική ενέργεια γίνεται θερμική μετά την 
πρόσκρουση της πέτρας στο έδαφος. 

6.	 Έχουμε:

K KA B=   ή  1
2

1
2

I IA A
2

B B
2ω = ω   ή  ω

ω
A
2

B
2

B

A

=
I
I

Οι τροχοί έχουν την ίδια μάζα, αλλά ο τροχός A 
έχει όλη τη μάζα συγκεντρωμένη στην περιφέρεια, 
οπότε:

I IA B>   ή   I
I
B

A

< 1

Επομένως: 
ω
ω

A
2

B
2 < 1  ή  ω ωA

2
B
2<

Άρα A B,<ω ω  δηλαδή ο τροχός Β περιστρέφεται 
με μεγαλύτερη γωνιακή ταχύτητα από τον τροχό 
Α.

7.	 Η μηχανική ενέργεια του συστήματος είναι το 
άθροισμα της κινητικής και της ελαστικής δυναμι-
κής ενέργειας. Επομένως, για καθένα από το στιγ-
μιότυπα, ξεκινώντας από πάνω, ισχύει:
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v 1
2 0

2Eμηχ,Ι m

   v k 1Δ1
2

1
21

2 2LmEμηχ,IΙ

 maxΔ 1
2

2LkEμηχ,IIΙ

8.	 α)	 H μηχανική ενέργεια του βαριδίου πριν 
αφεθεί ελεύθερο είναι:

gHEμηχ m
H μηχανική ενέργεια του βαριδίου ακριβώς πριν 
προσκρούσει στο έμβολο είναι:

g H h m1
2

v 2mEμηχ

όπου v  η ταχύτητά του εκείνη τη χρονική στιγμή.

β)	 Μεγαλύτερη θερμική ενέργεια έχει το αέριο 
μετά την κρούση.

Ασκήσεις 
1.	 α)	 Στη θέση ισορροπίας 
του συστήματος ελατήριο-
σφαίρα ισχύει:

Σ
� �
F = 0  �ή  

� � �
w + =Fελ 0   

ή  
� �

w = −Fελ
οπότε για τα μέτρα των δυνά-
μεων ισχύει:

w = Fελ  ή  w = k LΔ   ή  ΔL
k

=
w

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

Δ N
N m

m cmL = = =
5

200 /
0,025 2,5

Tο μήκος του ελατηρίου στη θέση ισορροπίας εί-
ναι:

L L L1 0= + = ( ) + ( )
= =

mm

m cm

0,20 0,025

0,225 22,5

Δ

β)	 Η ελαστική δυναμική ενέργεια είναι:

( )U kελ /m m

J

= = ( )( )
=

1
2

1
2
2002 2L 0,025

0,0625

Δ N

γ)	 Η δυναμική ενέργεια του συστήματος είναι:
= + = +U U U mgh U wh U= +

= ( )( ) + ( ) =

βαρ ελ ελ ελ

N m J J
1 1

5 2 0,0625 10,0625

2.	 Στη θέση ισορροπίας του 
συστήματος ελατήριο-σφαίρα 
ισχύει:

Σ
� �
F = 0  �ή  

� � �
w + =Fελ 0   

ή  
� �

w = −Fελ
οπότε για τα μέτρα των δυνάμεων ισχύει:

w = Fελ  ή  w = k LΔ   ή  k
L

=
w
Δ

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

k = =10 50N
m

N m
0,2

/

Η μεταβολή της βαρυτικής δυναμικής ενέργειας 
είναι:

U L= −wΔ= −Δ

N m J
βαρ βαρ,αρχU U

= ( )( ) =

0

10 20,2
βαρ,τελ

και η μεταβολή της ελαστικής δυναμικής ενέργειας 
είναι:

U k= −Δ

N m m J

ελ ελ,τελ ελ,αρχU U = − ( )

= − ( )( ) = −

0 1
2

1
2
50 1

2

2

L

/ 0,2

Δ

Από την Αρχή Διατήρησης της Ενέργειας (ΑΔΕ) 
θα υπολογίσουμε την ενέργεια Eπρ  (προσφερόμε-
νη ενέργεια) που κατανάλωσε ο μαθητής:

    = ++ +U U E U Uβαρ,αρχ βαρ,τελ ελ,τελπρελ,αρχ    
ή   = +− −E U U U Uπρ βαρ,τελ βαρ,αρχ ελ,τελ ελ,αρχ   
ή   = +E U Uπρ βαρ ελΔ Δ

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:
Eπρ J J J= ( ) + −( ) =2 1 1

3.	 α)	 Η γωνιακή ταχύτητα του δίσκου είναι:

ω
v

= ε

R
οπότε η κινητική ενέργεια λόγω περιστροφής  
είναι: 

2 2K I mR
R

mπ
ε

ε
2

2kg 10 m s

= = 











=

= ( )( ) =

1
2

1
2

1
2

1
4

1
4

10

2

ω
v

v

4 / 00 J

β)	 Έχουμε:

K mμ
2 2kg 10 m s J= = ( )( ) =

1
2

1
2
4 200v /cm

w h1

L0 L1
k

m

Fελ

w

ΔL

k

m

Fελ
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4.	 H κινητική ενέργεια της μπάλας είναι:

K E40
100

40
100

20J J50μηχ 

Είναι m = =400 g kg.0,4  Από τον ορισμό της κι-

νητικής ενέργειας K m





1
2

v 2  θα υπολογίσουμε 

το μέτρο της ταχύτητας:

v  
 

2 2 20K
m

J
kg

10 m s
0,4

/

H δυναμική ενέργεια της μπάλας είναι:
U E Kμηχ J J J50 20 30

Από τον τύπο U mgh=  της δυναμικής ενέργειας 
θα υπολογίσουμε το ύψος:

h U
mg

     
30 J

kg 10
m

20,4 m/ s
7,5

5.	 α)	 Είναι m = =100 g kg.0,1
Έστω O το σημείο στο 
οποίο στερεώνεται το 
νήμα και ′A  η προβολή 
του Α πάνω στην κατακό-
ρυφο που διέρχεται από 
το Ο.
Από το ορθογώνιο τρίγωνο OAA ′  έχουμε:

συν
OA
OA

60° =
′( )

( )   ή   = °OA συν′( ) L 60

Επομένως:

1 6( )h L L L= ( ) − ′( ) = − ° = − °

= ( ) −





=

OΓ OA συν

m m

60 0

1 1
2

1
2

1

συν

i)	 Με επίπεδο μηδενικής βαρυτικής δυναμικής 
ενέργειας το E1  έχουμε:

UA J= 0
U mghΓ

2kg 10 m J

= −

= −( )( )





= −0,1 m/ s 0,51
2

ii)	 Με επίπεδο μηδενικής βαρυτικής δυναμικής 
ενέργειας το E2  έχουμε:

     


U mghA

2kg 10 m J0,1 m/ s 0,51
2

′ =UΓ J0

β)	 Η μεταβολή της βαρυτικής δυναμικής ενέρ
γειας από το Α στο Γ είναι:
•	 στην περίπτωση (i):

Δ JΓU U U= = −− 0,5A

•	 στην περίπτωση (ii):
Δ J′ = ′ ′ = −−U U U 0,5Γ A

H μεταβολή της βαρυτικής δυναμικής ενέργειας 
είναι ίδια. Επιβεβαιώνουμε έτσι ότι η μεταβολή της 
βαρυτικής δυναμικής ενέργειας δεν εξαρτάται από 
την επιλογή του επιπέδου μηδενικής βαρυτικής 
δυναμικής ενέργειας.

6.	 α)	 Η κινητική ενέργεια του αυτοκινήτου είναι:

K m     1
2

1
2
1000 200 000v 2 2kg 20 m s . J/

β)	 Πρέπει να ισχύει:

K U=   ή   1
2
m mghv 2 =   ή   h

g
= v

2

2
Το ύψος δεν εξαρτάται από τη μάζα. 
Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

h 
 
  
20 m s
10

20 m
2

2

/
m / s2

7.	 α)	 Το σχοινί συμπεριφέρεται ως ιδανικό ελα-
τήριο σταθεράς k = 47 N/m  και φυσικού μήκους 
L0 15= m.
Στη θέση ισορροπίας του συστήματος bungee-
Κωνσταντίνος ισχύει:

w = Fελ  ή   k Lw = Δ   ή  ΔL
k

=
w

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

Δ N
N m

mL = ≈
800
47 /

17

Tο μήκος του σχοινιού είναι τότε:
L L L1 0 15 17= + = ( ) + ( ) =m m32Δ m

β)	 Τη στιγμή του μέγιστου τεντώματος του σχοι-
νιού η επιμήκυνση είναι:

mmaxL L= = ( ) =
300
100

300
100

15 450Δ m

Επομένως, το μήκος του σχοινιού θα είναι:
= +L L Lmax 0 max m m= ( ) + ( ) =15 45 60Δ m

h
Ε1

Ε2

L
Α

O

Γ

60º
Ά
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Η γέφυρα βρίσκεται σε ύψος 80 m  από το νερό. 
Τη στιγμή του μέγιστου τεντώματος του σχοινιού 
ο Κωνσταντίνος απέχει από την επιφάνεια του  
νερού: 

h   80 60 0m m m2
οπότε έχει βαρυτική δυναμική ενέργεια:

U mgh whβαρ = =

H δυναμική ενέργεια του συστήματος είναι:

U U U wh k L= + = + ( )

= ( )( ) + ( )( )
=

βαρ ελ maxΔ

N m N/m m

1
2

800 1
2
47

2

220 45

63.5887,5 J

3.3 Μεταφορά της ενέργειας

Ερωτήσεις
1.	 Η βαρυτική δυναμική ενέργεια μετατρέπεται 
σε θερμική.

2.	 Η ενέργεια Eκιν που κατανάλωσε ο κινητήρας 
υπολογίζεται από την Αρχή Διατήρησης της Ενέρ-
γειας:

+ =E E E Eαρχ τελ θερμ+κιν   ή   = +E E E Eκιν τελ αρχ− θερμ

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

Eκιν 10 J J 10 J 10 J= + =⋅( ) − ( ) ( ) ⋅4 0 55 5 5

3.	 Η βαρυτική δυναμική ενέργεια της πέτρας ως 
προς το έδαφος είναι:

U mgh wh      41,8 10N m J418
H ενέργεια αυτή προσφέρεται στο νερό.
Σύμφωνα με τα δεδομένα, απαιτούνται 4180 J  
για αύξηση της θερμοκρασίας κατά 1 °C  ανά 
1000 g  νερού. 
Συνεπώς, στην περίπτωσή μας απαιτούνται 
418 J  για αύξηση της θερμοκρασίας κατά �θ C 
ανά 10 g  νερού. 
Έχουμε:

J
J

g
g

C418
4180

1000
10

10�θ C   

4.	 Μετατρέπουμε τη 1� kWh  σε joules:

1 1000 1000 3600

6

� kWh Wh J
s

s

10 J

  



  

 3,6

O βράχος θα είχε δυναμική ενέργεια 3,6⋅10 J.6  
Επομένως:

U wh=   ή   h U
w

=

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

h   3,6 3,610 J
10 N

m
6

6

5.	 Η αύξηση της δυναμικής ενέργειας θα ήταν:
U wh     1000 1,5N m J1500

Η αντίστοιχη ισχύς του ανυψωτικού θα ήταν:

P U
t

= = = =
Δ

J
s

W kW1500
1

1500 1,5

Ο ισχυρισμός του χειριστή δεν ευσταθεί, αφού το 
ανυψωτικό μηχάνημα έχει ισχύ 1kW,  ενώ για αυ-
τήν την εργασία απαιτείται ισχύς 1,5 kW.

6.	 Οι δύο μαθητές έχουν το ίδιο βάρος και ανε-
βαίνουν από το προαύλιο στην τάξη τους. Συνε-
πώς, η δυναμική τους ενέργεια μεταβάλλεται κατά 
την ίδια ποσότητα:

ΔU U wh1 2= =Δ
Η ισχύς του πρώτου μαθητή είναι:

P
U
t

wh
t1

1

1 1

= =
Δ (1)
Δ Δ

Η ισχύς του δεύτερου μαθητή είναι:

P
U
t

wh
t2

2

2 2

= =
Δ
Δ Δ

(2)

Συγκρίνοντας τις (1) και (2) παρατηρούμε ότι:
s st t1 245 50= < =Δ Δ

οπότε P P1 2>  (μεγαλύτερο είναι το κλάσμα με τον 
μικρότερο παρονομαστή).
Άρα, ο πρώτος μαθητής αναπτύσσει μεγαλύτερη 
ισχύ από τον δεύτερο.
Πράγματι, διαιρώντας κατά μέλη έχουμε:

P
P

wh
t

wh
t

1

2

1

2

50
45

10
9

= = =
Δ

Δ

s
s

  ή  P P1 2
10
9

=
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3.3  Μεταφορά της ενέργειας

7.	 Και στις τρεις περιπτώσεις η δύναμη είναι κά-
θετη στη μετατόπιση, οπότε δεν παράγει έργο. 

8.	 Καθώς πέφτει η σφαίρα, η βαρυτική δυναμι-
κή ενέργεια μετατρέπεται σε κινητική. Όταν προ-
σκρούει στο δάπεδο, η κινητική ενέργεια της σφαί-
ρας γίνεται θερμική στη σφαίρα και στο δάπεδο. 
Αν στη θέση της σφαίρας ήταν ένα μπαλάκι και 
στη θέση του τσιμεντένιου πατώματος μια ρακέ-
τα του τένις, τότε η κινητική ενέργεια της μπάλας  
θα μεταφερόταν στη ρακέτα ως ελαστική δυναμι-
κή ενέργεια. Ένα μέρος αυτής της ελαστικής ενέρ-
γειας θα γινόταν κινητική και θα εκτόξευε το μπα-
λάκι, και το υπόλοιπο θα μετατρεπόταν σε θερμική 
ενέργεια. 

9.	 α)	 Όταν κάποιος κρατά μια βαριά βαλίτσα, το 
έργο της δύναμης του βάρους της βαλίτσας είναι 
μηδέν, γιατί δεν υπάρχει μετατόπιση. 

β)	 Όταν κάποιος σηκώνει μια βαριά βαλίτσα, το 
έργο της δύναμης του βάρους της βαλίτσας είναι 
αρνητικό, γιατί η μετατόπιση έχει αντίθετη κατεύ-
θυνση από τη δύναμη. 
γ)	 Όταν κάποιος αφήνει μια βαριά βαλίτσα, το 
έργο της δύναμης του βάρους της βαλίτσας είναι 
θετικό, γιατί η μετατόπιση έχει την ίδια κατεύθυν-
ση με τη δύναμη. 
Δεν παίζει ρόλο αν η κίνηση της βαλίτσας γίνεται 
αργά ή γρήγορα.

10.	Η ενέργεια που «μεταφέρει» το παγωτό στον 
μαθητή είναι:

E    





200 200 1000

840 000

kcal cal J
cal

. J

4,2

Ο μαθητής πρέπει με την ανάβαση στο βουνό 
να «κάψει» το 20% αυτής της ενέργειας, δηλαδή 
πρέπει να ανέβει σε τόσο ύψος, ώστε η δυναμική 
του ενέργεια να γίνει:

U = = =20
100

20
100

840 000 168 000E . J . J

Από τη σχέση U wh=  προκύπτει ότι το ύψος του 
βουνού που πρέπει να ανέβει είναι:

h U
w

= = =168 000
600
. J
N

m280

Ασκήσεις
1.	 α)	 Επειδή το έπιπλο κι-
νείται με σταθερή ταχύτητα, 
πρέπει η συνισταμένη των 
δυνάμεων να είναι ίση με 0. 
Ισχύουν:

ΣFx = 0  ή  F T=

ΣFy = 0  ή N w=

Από τον Νόμο της τριβής έχουμε:

T = μN  ή  F = μw  ή  μ =
F
w

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

μ   F
w

200
250

0,8

β)	 Tο βάρος και η κάθετη δύναμη είναι κάθετες 
στη μετατόπιση. Συνεπώς:

W WNw = = 0 J

Το έργο της 


F  και το έργο της 


T  είναι αντίστοιχα:
W F xF = ° = ( )( )( ) =0 N m J200 2 1 400Δ συν

x F= ° = °W T xT

= ( )( ) −( ) = −

συν

N m J

18 180

200 2 1 400

Δ συν 0 Δ

2.	 α)	 Οι δυνάμεις που ασκούνται στο σώμα φαί-
νονται στο παρακάτω σχήμα.

φ

A

Γ
Δ

H

T
Ν

wx

wy

w

Από το τρίγωνο ΑΓΔ θα υπολογίσουμε το διάστη-
μα s που διάνυσε η βαλίτσα πάνω στη ράμπα:

( )
( )ημ
AΔ
AΓ

φ = =
H
s
  ή  s H

=
ημφ

και βρίσκουμε s = 2 m.

•	 Για να βρούμε το έργο του βάρους, αναλύουμε 
το βάρος 



w  σε δύο συνιστώσες, μια συνιστώ-
σα 



wx  παράλληλη στο κεκλιμένο και μια συνι-
στώσα 



wy  κάθετη σε αυτό. Ισχύουν: 

w wx = = ( )( ) =ημ N Nφ 100 600,6

w wy = = ( )( ) =συν N Nφ 100 800,8

FT

Ν

w
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Το έργο του βάρους είναι:
+ °0 9W W W w s w sw w w x yx y

= + = °

= ( )( )( ) + ( ) =

συν συν

N m J J

0

60 2 1 0 120

Εναλλακτικά, χωρίς ανάλυση του βάρους, το 
έργο του βάρους υπολογίζεται ως εξής:

s w= °( )φ φW w sw − =

= ( )( )( ) =

συν

N m J

90

100 2 1200,6

ημ

•	 Επειδή η βαλίτσα κινείται με σταθερή ταχύτη-
τα, συμπεραίνουμε πως υπάρχει τριβή, της 
οποίας το μέτρο είναι:

T = =wx 60 N
Το έργο της τριβής είναι:
W T sT = ° = ( )( ) −( ) = −συν m J180 60 2 1201N

•	 Το έργο της κάθετης δύναμης 


N  είναι μηδέν, 
διότι αυτή είναι κάθετη στη μετατόπιση.

β)	 Η μεταβολή της βαρυτικής δυναμικής ενέρ
γειας είναι:

= −U UΔ

N m J
AΓ U H= −

= −( )( ) = −

0

100 120

w

1,2
Γ A

Παρατηρούμε ότι:
W Uw = −Δ AΓ

γ)	 Η δυναμική ενέργεια της βαλίτσας γίνεται κινη-
τική ενέργεια στη βαλίτσα και θερμική στην κεκλι-
μένη ράμπα και τη βαλίτσα.

3.	 Εφαρμόζουμε το θεώρημα έργου-κινητικής 
ενέργειας για το σώμα από τη χρονική στιγμή 0 s  
έως τη χρονική στιγμή 20 s:

= =W K K K m mF αρχ
2

αρχ
2Δ

kg 10 m s kg

− = −

= ( ) −( ) − (

1
2

1
2

1
2
1 1

2
12

v v

/ ))( )
=

5 2m s

J

/

37,5

Σ τελ τελ

4.	 α)	 Αναλύουμε την 


F  σε 
δύο συνιστώσες τις οποίες 
υπολογίζουμε:

F Fx = °

= ( )( ) =

συν

N N

37

10 80,8

F Fy = °

= ( )( ) =

ημ

N N

37

10 60,6

Λόγω ακινησίας στον y-άξονα, ισχύει:
F Ny   w 0   ή  N Fy mg

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:
N        1 6 4kg 10 N N2m/ s

Επομένως, η τριβή θα είναι:
T N= = ( )( ) =μ 0,5 4 2N N

β)	 Για την κίνηση του σώματος στον x-άξονα 
ισχύει:

F T max     ή  a F T
m
x


Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

a 
    


8 2
1
N N
kg

6 2m/ s

Σε χρόνο Δ st = 2  η μετατόπιση του κύβου είναι:

t a ( )Δ

m 6 s2

x v t= +

= ( ) + ( ) =( )

0

m / s m

1
2

0 1
2

2 12

2

2

Δ Δ

Το έργο της ασκούμενης δύναμης 


F  είναι:

0 9W W W F x F xF F F x yx y
= + = ° + °

= ( )( )( ) + ( ) =N m J J

0

8 12 1 0 96

Δ συνΔ συν

Εναλλακτικά, χωρίς ανάλυση της 


F  έχουμε:
W F xF = ° = ( )( )( ) =N m J37 10 12 960,8Δ συν

5.	 α)	 Η κινητική ενέργεια γίνεται θερμική.

β)	 Από την Αρχή Διατήρησης της Ενέργειας έχου-
με: 

K Qαρχ =   �ή   1
2

m WTvαρχ
2 =   ή  1

2
mv T xαρχ

2 Δ=    

ή  T
v

x
=

m αρχ
2

Δ2
Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

T
v

x
= =

( )( )
( ) =

m αρχ
2

Δ
kg 2
2

80
2

80
2

2m/ s
m

N

Εναλλακτικά, από το θεώρημα έργου-κινητικής 
ενέργειας έχουμε:

W KFΣ Δ=   �ή  W m mT = −
1
2

1
2

v vτελ
2

αρχ
2    

ή  − = −T x vΔ αρχ
21

2
m   ή  T

v
x

=
m αρχ

2

Δ2
που είναι η σχέση στην οποία καταλήξαμε προη-
γουμένως.

F

37°

w

N

T Fx

Fy
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3.4  Διατήρηση της μηχανικής ενέργειας

6. Μετατρέπουμε την ταχύτητα στο SI:

v    108 108 1000
3600

30km
h

m
s

m s/

Η στιγμιαία ισχύς είναι σταθερή κατά τη διάρκεια 
της κίνησης του αυτοκινήτου και δίνεται από τη 
σχέση P F= v.  Έχουμε:

F P= = =
v

90 000
30

3000. W
m s

N
/

Επομένως, βρίσκουμε τη δύναμη αντίστασης Fα 
ως εξής:

ΣFx � 0  ή  F Fα 0  ή  Fα N� 3000

7. Η στιγμιαία ισχύς είναι σταθερή κατά τη διάρ-
κεια της ανάβασης του ψυγείου και δίνεται από τη
σχέση P F= v.  Επομένως:

v = = =P
F

2700
900

3W
N

m s/

8. Είναι s.t = =1 3600Δ h
Η ενέργεια που προσφέρει η αντλία καταναλώνε-
ται ως βαρυτική δυναμική ενέργεια στην ανύψωση 
μιας μάζας νερού m και ως κινητική ενέργεια του 
νερού, οπότε:

E U K 

Διαιρώντας και τα δύο μέλη με τον χρόνο έχουμε:
E
t

U K
tΔ Δ

=
+   

ή  P U K
t

mgh m

t

m gh

t
=

+
=

+
=

+





Δ

2 21
2

1
2v v

Δ Δ
Επομένως:

m P t

gh
=

+
=

( )( )
( )( ) + ( )

=

Δ W s

10 m m s

.

2 21
2

1000 3600
1
2
4

3 600

2v m/ s 39,2 /

.. W s kg t2 2
000

400
9000 9⋅

= =
m / s

9. Γνωρίζουμε ότι η ροή της υδατόπτωσης εί-
ναι 80 3m s./  Για να βρούμε την μάζα νερού που
αντιστοιχεί σε αυτήν τη ροή, πολλαπλασιάζουμε
τη ροή με την πυκνότητα του νερού:

80 1000 80 000
3

3
m
s

kg
m

. kg
s













Επομένως, πέφτουν 80 000. kg  νερό ανά δευτε-
ρόλεπτο. Έχουμε:

s . st = = ( ) =24 24 3600 86 400Δ h
Η μάζα του νερού που πέφτει κατά τη διάρκεια 
ενός εικοσιτετραώρου είναι:

m  



   80 000 86 400 6 912 000 000. kg

s
. s . . . kg

Το 80%  της αρχικής δυναμικής ενέργειας U  του 
νερού είναι η ηλεκτρική ενέργεια E που παράγε-
ται. Επομένως:

E U mgH 

  


  

80
100

80
100

80
100

6 912 000 000

7

. . . kg 9,8 140

.

2m / s m

5586 611 200 000
7 586 611 200 000
3 600 000
2 107 4

. . . J
. . . . J
. . J / kWh
. .



 000 kWh

3.4 Διατήρηση της μηχανικής 
ενέργειας

Ερωτήσεις
1. Γνωρίζουμε ότι η δυναμική ενέργεια σε ύψος h
είναι:

U mgh=

όπου m η μάζα της μπίλιας και g η επιτάχυνση της 
βαρύτητας.
Επειδή κατά την πτώση η αντίσταση του αέρα 
είναι αμελητέα, η μηχανική ενέργεια της μπίλιας 
παραμένει σταθερή, δηλαδή:

Eμηχ  σταθ.
Η κινητική ενέργεια της μπίλιας είναι: 

K UEμηχ σταθ. −mgh

Με βάση τις σχέ-
σεις αυτές προ-
κύπτει το διπλανό 
διάγραμμα.

h

Κ U
, Κ, U

Eμηχ

Eμηχ
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2. Έστω L το μήκος του νήμα-
τος, του οποίου η αρχική θέση
σχηματίζει γωνία θ με την κα-
τακόρυφο.
Αν ′A  είναι η προβολή του Α 
στην κατακόρυφο, τότε από το 
τρίγωνο OAA ′  έχουμε:

συν
OA
OA

θ =
′( )

( )   ή   OA OA συν συν′( ) = ( ) = Lθ θ

H υψομετρική διαφορά των Α, Β είναι:
h L L Lθ= ( ) − ′( ) = − = −( )OB OA συν συν1 θ

Από την Αρχή Διατήρησης της Ενέργειας προκύ-
πτει ότι η δυναμική ενέργεια γίνεται κινητική:

U K=   �ή  mgh m= 1
2

v 2   ή   gh = 1
2
v 2

ή  v 2 = 2gh
οπότε:

v = 2gh
Άρα, η ταχύτητα του σφαιριδίου στη θέση Β δεν 
εξαρτάται από τη μάζα του.

3. Στη θέση Α ο skater έχει μόνο δυναμική
ενέργεια, οπότε η μηχανική του ενέργεια είναι
Eμηχ J.= 2000
Από τη διατήρηση της μηχανικής ενέργειας προ-
κύπτει: 

Eμηχ J= =2000  σταθ.
Χρησιμοποιώντας αυτήν την τιμή μπορούμε να 
συμπληρώσουμε τον πίνακα.

Θέση U / J K / J Eμηχ J/

A 2000 0 2000

B 900 1100 2000

Γ 0 2000 2000

4. Από την Αρχή Διατήρησης της Ενέργειας προ-
κύπτει ότι η ελαστική δυναμική ενέργεια του ελα-
τηρίου γίνεται κινητική στην μπάλα.
Στην 1η περίπτωση ισχύει: 

K U1 1=   ή  K k1
1
2

= ( )Δ 2L

Στην 2η περίπτωση ισχύει:

K U2 2= ή   ( )K k2
1
2

= 2Δ 2L

Διαιρώντας κατά μέλη τις δύο αυτές σχέσεις έχου-
με:

( )
K
K

k

k

1

2

2
1
2
1
2

=
( )

= 





=
Δ

2Δ

Δ
2Δ

1
4

2

2

L

L

L
L

Άρα, η κινητική ενέργεια τετραπλασιάζεται. 

5. Έστω Η το αρχικό ύψος και h το ύψος όπου η
κινητική ενέργεια ισούται με τη δυναμική, δηλαδή:

K Uh h=

Από την Αρχή Διατήρησης της Μηχανικής Ενέρ-
γειας προκύπτει ότι η μηχανική ενέργεια της σφαί-
ρας θα είναι ίδια στα δύο ύψη. 

 Eμηχ,hEμηχ,Η   �ή  K U K UH H h h  

ή   0   U U UH h h   ή  U UH h= 2

ή  mgH mgh= 2   ή   h H=
2

Με αντικατάσταση του Η έχουμε:

h = =1,6 0,8m m
2

6. Η αντιστοίχιση γίνεται με βάση το γεγονός ότι
η μηχανική ενέργεια παραμένει σταθερή και πα-
ρατηρώντας σε καθένα από τα σημεία της διαδρο-
μής τη δυναμική ενέργεια. Με τον τρόπο αυτό η
αντιστοίχιση φαίνεται στον ακόλουθο πίνακα.

Σημείο 
τροχιάς

Σημείο στο ενεργειακό 
διάγραμμα

(1) Α

(2) Ε

(3) Δ

(4) Γ

(5) Β

(6) –

Το αυτοκινητάκι δεν μπορεί να πάει σε υψηλότερο 
σημείο από το αρχικό, διότι αυτό θα σήμαινε ότι 
πήρε από κάπου ενέργεια, κάτι που δεν ισχύει.

7. Οι ενέργειες σε κάθε θέση φαίνονται στον πί-
νακα που ακολουθεί.
Ισχύει:

U K  β ελEμηχ U

L θ

hΑ

B

O

Ά
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Θέση Uβ J/ Uελ J/ K / J JEμηχ /

Α 10 0 0 10

Γ 5 0 5 10

Δ 0 0 10 10

Ε 0 2,5 7,5 10

Ζ 0 10 0 10

Στη θέση Α το σώμα έχει μόνο βαρυτική δυναμική 
ενέργεια:

β,ΑU N m J= = ( )( ) =wH 10 1 10
Επομένως, συμπληρώνουμε την τελευταία στήλη:

 β,Α J10Eμηχ U

Στη θέση Γ, όπου το ύψος είναι το μισό του αρχι-
κού, η βαρυτική δυναμική ενέργεια έχει υποδιπλα-
σιαστεί:

= =U
Uβ,Α J=w H

2 2
5β,Γ

οπότε:
U J 5 β,ΓEμηχ ΓK

Στη θέση Δ όλη η αρχική βαρυτική δυναμική ενέρ-
γεια έχει γίνει κινητική:

K U J= = 10Δ β,Α

Στη θέση Ζ όλη η κινητική ενέργεια που είχε στη 
θέση Δ έχει γίνει ελαστική δυναμική ενέργεια του 
ελατηρίου:

U Kελ,Ζ Δ J= = 10
και ισχύει:

( )1
2

2k LΔ max Δ= K (1)

Από την Αρχή Διατήρησης της Μηχανικής Ενέρ-
γειας στις θέσεις Ε και Ζ έχουμε:

    + +U K U Kελ,Ε E ελ,Ζ Z=    

ή   ( )1
2

1
2

2 2k L k LE max+ = ( )KΔ Δ

και χρησιμοποιώντας την (1) έχουμε:

= =( )k L

k L( )K

K

E max
max

max Δ

Δ Δ
= − 





=

1
2

1
2 2

3
4
1
2

3
4

2
2

2

k
L

7,5Δ J

οπότε:
KE J 2,5Eμηχελ,ΕU  

8.	 Το βάρος είναι συντηρητική δύναμη, οπότε το 
έργο του είναι ανεξάρτητο από τη διαδρομή. Άρα, 
το έργο του βάρους είναι ίδιο και στις τρεις διαδρο-
μές. 

9.	 Θα προσδιορίσουμε το έργο του βάρους. 
α)	 Κατά την απευθείας μετάβαση του σώματος 
από το Α στο Δ το έργο του βάρους είναι: 

W wh whw = =συν0

β)	 Για τη μετάβαση 
από το Α στο Δ μέσω 
του Γ ο υπολογισμός 
είναι πιο περίπλοκος.
Από το ορθογώ-
νιο τρίγωνο ΑΓΔ, με 
( )AΓ ,= s  έχουμε:

ημφ =
h
s
  ή  s =

h
ημφ

Για να βρούμε το έργο του βάρους, αναλύουμε το 
βάρος 



w  σε δύο συνιστώσες, μια συνιστώσα 


wx  
παράλληλη στο κεκλιμένο επίπεδο και μια συνι-
στώσα 



wy  κάθετη σε αυτό. Ισχύουν:
w wx = ημφ  και  w wy = συνφ

Επομένως:

W W W w s w s

w s w h wh

w w w x y

x

x y
= + = ° + °

= = =

συν 0

ημ
ημ

9

φ
φ

0 συν

Παρατηρούμε ότι το έργο του βάρους είναι ίδιο και 
για τις δύο διαδρομές. 

10.	 α)	 Σε μια κλειστή διαδρομή το έργο μιας συ-
ντηρητικής δύναμης είναι μηδέν. Η δύναμη του 
ελατηρίου είναι συντηρητική, οπότε:

WFελ ,AΓΑ
J= 0

β)	 Υπολογίζουμε το έργο της τριβής ξεχωριστά 
για κάθε διαδρομή:

( )( )W T N mg LT ,AΓ maxAΓ συν AΓ Δ= ° = − = −180 μ μ

( ) g L( )W T N mT ,ΓΑ maxΓA συν ΓA Δ= ° = − = −180 μ μ

Επομένως, το έργο της τριβής για την κλειστή δια
δρομή ΑΓΑ είναι:

− =

W W W

mg L mg L mg L
T T T,AΓΑ ,AΓ

max max maxΔ

= +

= − −μ μ2
,ΓΑ

μΔ Δ

φ
Δ

A

Γ

h
wx

wy

w
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Ασκήσεις
1.	 Από την ΑΔΕ προκύπτει ότι η αρχική δυναμι-
κή ενέργεια του πέδιλου γίνεται κινητική στη βάση 
της πίστας:

U K=   �ή  mgH m= 1
2

v 2    

ή   gH = 1
2
v 2  ή  v 2 = 2gH

οπότε:

v      2 2gH 10 20 202m/ s m m/ s

Εναλλακτικά, από την ΑΔΜΕ μεταξύ της αρχικής 
θέσης (σε ύψος Η) και της τελικής θέσης (στη 
βάση της πίστας) έχουμε: 

Eμηχ,αρχ Eμηχ,τελ   �ή   + =K U K Uαρχ αρχ τελ τελ+    

ή  0 0+ = +U Kαρχ τελ    

ή  mgH m= 1
2

v 2  

ή   gH = 1
2
v 2   

ή  v 2 = 2gH
οπότε:

v = 2gH
που είναι η σχέση στην οποία καταλήξαμε προη-
γουμένως.

2.	 Εφαρμόζουμε την ΑΔΜΕ μεταξύ της αρχικής 
θέσης (στο έδαφος) και της τελικής θέσης (πάνω 
από τον πήχη):

Eμηχ,αρχ Eμηχ,τελ   �ή   + =K U K Uαρχ αρχ τελ τελ+    

ή  1
2

0 1
2

m m mghv vαρχ
2

τελ
2+ = +    

ή  1
2

1
2

v vαρχ
2

τελ
2= + gh   

ή  v vαρχ
2

τελ
2= + 2gh

οπότε:

= +v vαρχ
2

29,8 1,6= ( ) + ( )( )
=

2

22

gh

0,4 m/ s m/ s m

5,6 m/ s

τελ

3.	 Εφαρμόζουμε την ΑΔΜΕ μεταξύ της αρχικής 
θέσης (στο έδαφος) και της τελικής θέσης (πάνω 
από το τείχος):

Eμηχ,αρχ Eμηχ,τελ   �ή   + =K U K Uαρχ αρχ τελ τελ+    

ή  1
2

0 1
2

m m mghv vαρχ
2

τελ
2+ = +    

ή  1
2

1
2

v vαρχ
2

τελ
2= + gh   

ή  v vτελ
2

αρχ
2= − 2gh

οπότε:

v vτελ αρχ
2

210 2,45

= −

= ( ) − ( )( )
=

2

22

gh

25 m/ s m/ s m

24 m/ s

4.	 Από την ΑΔΕ προκύπτει 
ότι η αρχική βαρυτική δυναμική 
ενέργεια γίνεται ελαστική δυνα-
μική ενέργεια στο ελατήριο: 

    U Uβ,αρχ ελ,τελ=    

ή   ( )mg L k Lmax max=
1
2

2Δ Δ    

ή  mg k L=
1
2
Δ max   

ή  Δ maxL mg
k

=
2

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

Δ
kg 9,8
98

mmax

2

L 
  


2 1 m/

m
s

N/m
0,2 20 c

5.	 Από την ΑΔΕ προκύ-
πτει ότι η αρχική βαρυτι-
κή δυναμική ενέργεια της 
ράβδου (οριζόντια θέση) 
γίνεται κινητική ενέργεια 
περιστροφής (κατακόρυ-
φη θέση): 

U K=   �ή  mgL I
2

1
2

2= ω   ή  mgL m
2

1
2

1
3

2= L2ω    

ή  g=
1
3

2Lω

οπότε:

ω
L

= = =
( )3 3g 10

10
2m/ s

0,3 m
rad/ s

6.	 α)	 Εφαρμόζουμε την ΑΔΜΕ μεταξύ της αρχι-
κής θέσης (κορυφή πλαγιάς) και της τελικής θέσης 
(βάση πλαγιάς):

ΔLmax

k

m

O L

U = 0
L / 2
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3.4  Διατήρηση της μηχανικής ενέργειας

Eμηχ,αρχ Eμηχ,τελ   �ή  + =K U K Uαρχ αρχ τελ τελ+    

ή  0 1
2

0  mgh mv 2   ή  h
g

= v
2

2
Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

h 
 
  
10
10

m
2

m/ s
m/ s

5
2

2

Αν υπήρχε τριβή, το σύστημα θα έφτανε στο έδα-
φος με μικρότερη ταχύτητα. 

β)	 Η μηχανική ενέργεια παραμένει σταθερή κατά 
την κάθοδο του συστήματος παιδί-έλκηθρο. Μπο-
ρεί λοιπόν να υπολογιστεί στο χαμηλότερο σημείο 
της πλαγιάς, θεωρώντας εκεί τη δυναμική ενέρ-
γεια ίση με 0. Έχουμε:

0 1
2

1
2

v 2 240 Jkg 10 m/ s 2000Eμηχ m

Στην τυχαία θέση θα ισχύει:
KEμηχ U   ή   mghK  Eμηχ

oπότε έχουμε:
K h 2000 400 (SI)

Η γραφική παράσταση της Κ σε συνάρτηση με το 
h φαίνεται στο σχήμα.

K / J

2000

0
0 5h / m

7.	 α)	 Ο πήχης απέχει από το στρώμα:
h       6 m 1,2 m 4,8 m

Εφαρμόζουμε την ΑΔΜΕ θεωρώντας ως αρχική 
τη θέση πάνω από τον πήχη και ως τελική τη θέση 
ακριβώς πριν ακουμπήσει στο στρώμα:

Eμηχ,αρχ Eμηχ,τελ   �ή   + =K U K Uαρχ αρχ τελ τελ+    

ή  1
2

1
2

0m mgh mv vαρχ
2

τελ
2+ = +    

ή  1
2

1
2

v vαρχ
2

τελ
2+ =gh    

ή  v vτελ
2

αρχ
2= + 2gh

οπότε:

v vτελ αρχ
2

210 4,8

= +

= ( ) + ( )( )
=

2

22

gh

0,5 m/ s m/ s m

9,8 m/ s

β)	 Εφαρμόζουμε την ΑΔΜΕ θεωρώντας ως αρχι-
κή τη θέση ακριβώς πριν ο αθλητής ακουμπήσει 
στο στρώμα και ως τελική τη θέση της πρώτης ακι-
νητοποίησής του. Η αρχική ταχύτητα είναι τώρα η 
τελική ταχύτητα του προηγούμενου ερωτήματος. 
Πρέπει να προσέξουμε ότι έχουμε και βαρυτική 
δυναμική ενέργεια και ελαστική δυναμική ενέρ-
γεια. 

    Eμηχ,αρχ Eμηχ,τελ    

ή   U UK Kαρχ ελ,αρχ τελ β,τελ ελ,τελ+ = ++ +β,αρχ U U     

ή  1
2

0 0 0 1
2

2m mg L k Lvαρχ
2

max max+ + = + + ( )Δ Δ    

ή  ( )max max
αρχ
2

L mg
k

L
m

k
− − =2 2 0

v
Δ Δ

Με αντικατάσταση των τιμών προκύπτει:

( )max maxL L− − =2 00,08 0,384Δ Δ

όπου Δ maxL  σε μέτρα.
Από την επίλυση της δευτεροβάθμιας δεχόμαστε 
τη θετική λύση Δ m.maxL = 0,66

8.	 α)	 Εφαρμόζουμε την ΑΔΜΕ θεωρώντας ως 
αρχική τη θέση μέγιστης επιμήκυνσης του λάστι-
χου της σφεντόνας και ως τελική τη θέση όπου 
χάνεται η επαφή της μπίλιας με τη σφεντόνα:

Eμηχ,αρχ Eμηχ,τελ   �ή   + +U UK Kαρχ ελ,αρχ ελ,τελ= τελ   

ή   k L0 1
2

1
2

02+ ( ) = +mΔ max
2v    

ή   ( )k L mΔ max
2=2 v

οπότε:

v = = ( ) =Δ maxL k
m

0,1m 1400 N/m
0,1kg

11,8 m/ s

β)	 Εφαρμόζουμε την ΑΔΜΕ θεωρώντας ως αρ-
χική τη θέση όπου χάνεται η επαφή της μπίλιας 
με τη σφεντόνα και ως τελική τη θέση μέγιστου 
ύψους της μπίλιας:

Eμηχ,αρχ Eμηχ,τελ   �ή  U UK Kαρχ τελ β,τελ+ = +β,αρχ    

ή  1
2

0 0m mgHv 2      ή  H
g

= v
2

2



62

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ – ΛΥΣΕΙΣ

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

H 
 
  
11,8 m/ s

m/ s
m

2

2 9,8
7,1

2

Εναλλακτικά, από την ΑΔΕ προκύπτει ότι όλη η 
ελαστική δυναμική ενέργεια του λάστιχου στη 
θέση της μέγιστης επιμήκυνσης γίνεται βαρυτική 
δυναμική ενέργεια στη θέση του μέγιστου ύψους:

( )1
2

2k L mgHΔ max =   ή   H
k L

mg
=

( )Δ max
2

2

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

H 
  
   
1400

9,8
7,1

2

N/m 0,1m
0,1kg m/ s

m
2

2

9.	 α)	 Εφαρμόζουμε την ΑΔΜΕ μεταξύ των θέ
σεων Α, Β:

Eμηχ,A Eμηχ,B   �ή  K KA β,Α B+ = +U Uβ,Β   

ή  0 1
2

0  mgH mvB
2   ή  vB

2 = 2gH
οπότε:

vB
210     2 2gH m/ s 0,8 m 4 m/ s

β)	 Από τη θέση Β έως τη θέση Γ δεν έχουμε καμία 
ενεργειακή μετατροπή, οπότε:

K KΓ B=

Εφαρμόζουμε την ΑΔΜΕ θεωρώντας ως αρχική 
τη θέση Γ και ως τελική τη θέση μέγιστης συσπεί-
ρωσης του ελατηρίου:

Eμηχ,αρχ Eμηχ,τελ   �ή  K Kαρχ ελ,τελ+ = +U Uτελελ,αρχ    

ή   + + ( )1
2

0 0 1
2

2m k LvB
2

maxΔ=    

ή   ( )m k LvB
2

maxΔ= 2

οπότε:

kg
N/mmax BL m

k
= = ( ) =v m/ s 1 0,4 m

100
Δ 4

γ)	 Επειδή δεν υπάρχουν τριβές, η μηχανική ενέρ-
γεια διατηρείται. Συνεπώς, η μπάλα θα φτάσει 
πάνω στο κεκλιμένο επίπεδο στο ίδιο ύψος από 
το οποίο ξεκίνησε.

10.	 α)	 Αφού οι τριβές είναι αμελητέες, ο πάγος 
θα φτάσει στο Ε. 

β)	 Ο πάγος θα έχει την ίδια ταχύτητα στα σημεία 
Β και Δ, αφού αυτά έχουν την ίδια υψομετρική δια-
φορά από το Α. Αρκεί να υπολογίσουμε την ταχύ-
τητα σε ένα από τα δύο σημεία. 
Εφαρμόζουμε την ΑΔΜΕ μεταξύ των θέσεων Α και 
Β, θεωρώντας ως επίπεδο μηδενικής βαρυτικής 
δυναμικής ενέργειας το οριζόντιο επίπεδο που 
διέρχεται από το Γ:

Eμηχ,A Eμηχ,B   �ή   U UK KA β,Α B β,Β+ = +    

ή  0 1
2 2

  mgH m mg HvB
2    

ή  mg H m
2

1
2

= vB
2   ή  vB

2 = gH

οπότε:

vB
210     gH m/ s 0,16 m 1,26 m/ s

γ)	 Η δυναμική ενέργεια μειώνεται γραμμικά με 
το ύψος, ξεκινώντας από τη μέγιστη τιμή της στο 
σημείο Α, καθώς ο πάγος κινείται προς στο Γ. Στο 
σημείο Γ η δυναμική ενέργεια μηδενίζεται και αρ-
χίζει να αυξάνεται και πάλι, καθώς ο πάγος κινείται 
προς το σημείο Ε όπου η δυναμική ενέργεια μεγι-
στοποιείται. 

A

Γ

E

U

mgH

0 0,16h / m
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3.5 Διατήρηση και υποβάθμιση 
της ενέργειας

Ερωτήσεις
1. Για να συνεχιστεί οποιαδήποτε κίνηση ή διερ-
γασία, χρειάζεται ενέργεια. Δεν γίνεται να παρά-
γεται ενέργεια από το μηδέν, διότι παραβιάζεται η
Αρχή Διατήρησης της Ενέργειας.

2. Το ίδιο ποσό ενέργειας, δηλαδή η αρχική κινη-
τική ενέργεια της κασετίνας, θα γίνει θερμική ενέρ-
γεια και στις δύο περιπτώσεις.

3. Και στις δύο περιπτώσεις η απόσταση και το
μέτρο της τριβής είναι ίδια, οπότε και το έργο της
τριβής θα είναι το ίδιο. Άρα Eμηχ,1Δ Eμηχ,2Δ .

4. α)	 Όταν η τσάντα κινείται με σταθερή ταχύτη-
τα, η ενέργεια που δαπανά ο Παναγιώτης είναι ίση
με τη θερμική ενέργεια λόγω τριβών.

β)	 Όταν η τσάντα κινείται με ταχύτητα αυξανό-
μενου μέτρου, η ενέργεια που δαπανά ο Πανα-
γιώτης είναι μεγαλύτερη από τη θερμική ενέργεια 
λόγω τριβών. Μέρος της ενέργειας του Παναγιώτη 
μεταφέρεται, ώστε να αυξήσει την κινητική ενέρ-
γεια της τσάντας. 

5. Αφού τα οχήματα ακινητοποιούνται μετά τη
σύγκρουση, το άθροισμα των κινητικών τους
ενεργειών χρησιμοποιείται για την παραμόρφωση
των αμαξωμάτων και αυξάνει τη θερμική ενέργεια
του συστήματος, δηλαδή των αυτοκινήτων, του
οδοστρώματος και του περιβάλλοντός τους.

6. α)	 Η μεταβολή της μηχανικής ενέργειας είναι:
   τελ αρχ αρχU U mgh mghΔ τελEμηχΔ U

Το κλάσμα μείωσης της μηχανικής ενέργειας είναι:

h h

h m
 

 
m m

αρχ

τελ αρχ

αρχ

τελ αρχ

αρχ

U
U

mg gh
mgh

h



    0,8 1 


1
0,2

m

ΔEμηχΔ
Eμηχ,αρχ

Άρα, το ποσοστό μείωσης της μηχανικής ενέρ
γειας είναι 20%.
Η μείωση της μηχανικής ενέργειας αύξησε τη θερ-
μική ενέργεια του δαπέδου, της μπάλας και του 
αέρα. 
β)	 Το αρχικό ύψος της δεύτερης αναπήδησης εί-
ναι hαρχ m= 0,8  και έστω hτελ το τελικό ύψος της. 
Αφού το ποσοστό μείωσης είναι ίδιο (20%) σε 
κάθε αναπήδηση, ισχύει:

h h
h

τελ αρχ

αρχ

−
−=100 20% %  �ή  

h h
h

τελ αρχ

αρχ

−
−= 0,2

ή  h hτελ αρχ= 0,8
οπότε hτελ m.= 0,64
Το αρχικό ύψος της τρίτης αναπήδησης είναι 
hαρχ m= 0,64  και έστω hτελ το τελικό ύψος της. Για 
την τρίτη αναπήδηση ισχύει και πάλι:

h h
h

τελ αρχ

αρχ

−
−=100 20% %  �ή  

h h
h

τελ αρχ

αρχ

−
−= 0,2

ή  h hτελ αρχ= 0,8
οπότε hτελ m.= 0,512

7. Η γωνιακή ταχύτητα του τροχού υποδιπλασιά-
ζεται:

ω
ω

τελ
αρχ=
2

Το ποσοστό % απώλειας της κινητικής ενέργειας 
του τροχού είναι:

K K
% %Δ

αρχ

τελ αρχ

αρχ

τελ αρχ

αρχ

K
K K

100 100

1
2

1
2

1
2

100
2 2

2
%

=

=

−

−Iω Iω

Iω

==







= −





= −

−
ω

ω

ω

αρχ
αρχ

αρχ

2
100

1
4

1 100 75

2
2

2 %

% %

Η μηχανική ενέργεια που έχασε ο τροχός μετατρά-
πηκε σε θερμική. 
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8.	 Έστω O το σημείο ανάρ-
τησης του νήματος και ′A  η 
προβολή του Α πάνω στην 
κατακόρυφο που διέρχεται 
από το Ο.
Από το ορθογώνιο τρίγωνο 
OAA ′  έχουμε:

συν
OA
OA

φ =
′( )

( )   ή   L φOA συν′( ) =

Επομένως:
h L L L= −( )φ= ( ) − ′( ) = −OΓ OA συν 1 φσυν

Αρχικά, το εκκρεμές έχει μόνο δυναμική ενέργεια: 

( )U mgh mgL= = −1 συνφ
Αυτή η δυναμική ενέργεια είναι ίση με την απώ-
λεια μηχανικής ενέργειας και μετατρέπεται τελικά 
σε θερμική.

Ασκήσεις
1.	 Από την ΑΔΕ προκύπτει ότι η αρχική δυναμι-
κή ενέργεια στην κορυφή της τσουλήθρας γίνεται 
κινητική στη βάση της και θερμική λόγω τριβής:

U Eβ,αρχ τελ θ= +K   �ή  mgh m= +
1
2

v E2
θ   

ή  E vθ
2= −mgh m1

2
Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

Eθ
2 2kg 10 m kg 1m s

J

= ( )( )( ) − ( )( )
=

12 2 1
2
12

234

m/ s /

2.	 Είναι m = =200 0,2g kg.
α)	 Θεωρώντας το οριζόντιο επίπεδο που διέρχε-
ται από το Β ως επίπεδο μηδενικής βαρυτικής δυ-
ναμικής ενέργειας, έχουμε:

vA A A
2

210 9,8 J

K m mgh1
2

1
2

150,2 0,2 39,4 J

Eμηχ,A U

και

vB B
2

2kg 17 m s J

K m1
2

0

1
2

0,2 / 28,9

UEμηχ,B B

Επειδή  ,Eμηχ,AEμηχ,B  υπάρχει απώλεια μηχανικής 
ενέργειας.
β)	 Η απώλεια μηχανικής ενέργειας είναι:

J J      28,9 39,4 10,5JEμηχ,AEμηχ,B

Η μηχανική ενέργεια που χάθηκε από την μπάλα 
μετατράπηκε σε θερμική ενέργεια.

3.	 Είναι m = =500 0,5g kg.

Tv 0= v0

s

α)	 H τριβή έχει μέτρο:
N m= = μ gT μ

Έχουμε:

E W μθ

2

συν180

kg 9,8 m J

= = ° =

= ( )( )( )( ) =

T Ts mgs

0,1 0,5 m/ s 0,491

β)	 Από την ΑΔΕ προκύπτει ότι η αρχική κινητική 
ενέργεια γίνεται θερμική:

K = Eθ  ή  
1
2 0

2mv = Eθ  ή  v
E

0
θ=

2
m

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

v0
J

kg
1,4

 
  
2 0,49
0,5

m/ s

4.	 H τριβή έχει μέτρο:
= =N mT μ μ g

ΔLmax

Α

v 0=

v0k

d

s

α)	 Από την ΑΔΕ μεταξύ της αρχικής θέσης και της 
θέσης μέγιστης συσπείρωσης του ελατηρίου προ-
κύπτει ότι η αρχική κινητική ενέργεια γίνεται θερ-
μική και ελαστική δυναμική ενέργεια ελατηρίου:

    K U= +Eθ ελ   

ή   ( )1
2

1
2

2m k LTv W0
2

maxΔ= +   

ή   ( )= +
1
2

1
2

2m mg s L k L0
2

max max+ ( )v μ Δ Δ  

h

L
Α

O

Γ

Ά

φ



65

3.5  Διατήρηση και υποβάθμιση της ενέργειας

Επομένως:

= +( ) ( )k L
0 max

maxΔ
Δ

10

+

= ( )( )( ) +
( )( )

2

2
200

2

2

g s L
m

0,5 3,2
0,2
2

m/ s == 6 m/ s

v μ

β)	 Έστω d η απόσταση του άκρου Α του ελατη-
ρίου από το σημείο στο οποίο θα σταματήσει ο 
κύβος κινούμενος προς την αρχική του θέση. Από 
την ΑΔΕ μεταξύ της θέσης μέγιστης συσπείρω-
σης του ελατηρίου και της θέσης όπου σταματά 
προκύπτει ότι η ελαστική δυναμική ενέργεια του 
ελατηρίου γίνεται θερμική:

Uελ θ= E   �ή   ( )1
2

2k L TΔ max = W    

ή   = +( )1
2

2k L mg L dmax max( )μΔ Δ

Επομένως:

d
k L

mg
L=

( )
−

=
( )( )
( )( )( ) −

Δ
Δ

N/m m
kg 10

max
max

2

2

2

2

200
2

μ

0,2
0,5 2 m/ s

0,,2 0,2m m( ) =

5.	 α)	 Όταν ο θάλαμος ακινητοποιείται, 
ασκούνται σε αυτόν οι εξής δυνάμεις:
•	 το βάρος του, 
•	 η δύναμη του ελατηρίου,
•	 η δύναμη που ασκεί το σύστημα 

φρεναρίσματος. 

Η δύναμη του βάρους έχει κατεύθυνση 
προς τα κάτω και μέτρο w  2 410 N.�
Το ελατήριο ασκεί στον θάλαμο δύναμη με κατεύ-
θυνση προς τα πάνω και μέτρο:

= =F k Lελ max 10N/m N( )( ) = ⋅10 35 40,3Δ m

Πρέπει να ισχύει:

Σ
� �
F = 0  ή  

� � � �
w + + =F Fελ φ 0

Επειδή Fελ ,> w  η δύναμη 
�
Fφ  από το σύστημα 

φρεναρίσματος έχει κατακόρυφη διεύθυνση και 
φορά προς τα κάτω. 
Αλγεβρικά, έχουμε:

F F 10 10 10N N N= − = ⋅ − ⋅ =( ) ( )w 3 24 4 4
φ ελ

β)	 Από την ΑΔΕ η αρχική βαρυτική δυναμική 

ενέργεια του θαλάμου γίνεται θερμική και ελαστική 
δυναμική ενέργεια:

    U U Eβ,αρχ θ= +ελ,τελ  

ή   ( )w Eh L k L+( ) = +max max θ
1
2

2Δ Δ    

ή   = +( )h LE wθ max max− ( )k L1
2

2Δ Δ

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

Eθ 10 N m 10 N/m m

10 J

= ⋅( )( ) − ( )( )

= ⋅

2 1
2

4 5 2

4

4,3 0,3

8,15

6.	 α)	 Αναλύουμε το βάρος w  σε δύο συνιστώ-
σες, μια συνιστώσα 



wx  παράλληλη στο κεκλιμένο 
επίπεδο και μια συνιστώσα 



wy  κάθετη σε αυτό. 

v 0=

v0

θ

T

Ν

wx

wy

w
Ισχύουν:
w mgx = = ( )( )( ) =ημ kg 10 N2θ 2 m/ s 0,6 21

2 mw mgy = = ( )( )( ) =συν kg 10 N2θ / s 0,8 61

Ισχύει:
ΣFy = 0  ή  N wy=

οπότε για το μέτρο της τριβής έχουμε:
N w= = μ yT μ

Για το έργο του βάρους και το έργο της τριβής 
έχουμε:

+ °W W W w x w x

w x w x

w w w x y

x x

x y
= + = °

= − + = −

180 90

0

Δ συνΔ συν

Δ Δ

W T x w xT y= ° = −0 Δ18 μ (1)Δ συν

Εφαρμόζουμε το ΘΜΚΕ κατά την άνοδο, από τη 
βάση έως το μέγιστο ύψος:

    K K W W Ww T Nτελ αρχ− = + +   

ή  0 1
2

0− = − − +m w x w xy x0
2 Δv μ Δ

Επομένως:

2 2
μ

v
= − =

( )( )
( )( ) − =

m
w x

w
wy

x

y

0
2

Δ
kg 10 m s

N m
N
N1 5

1
1

22 /
6

2
6

0,5

h
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β)	 Το έργο της τριβής στην άνοδο και στην κά-
θοδο είναι το ίδιο. Από τη σχέση (1) το έργο της 
τριβής στην άνοδο είναι: 

WT       0,5 61 5 40N m J
Επομένως, η συνολική θερμική ενέργεια είναι:

Eθ J J= = − =2 2 40 80WT

γ)	 Από την ΑΔΕ μεταξύ του σημείου εκτόξευσης 
(αρχική θέση) και του σημείου επιστροφής (τελική 
θέση που ταυτίζεται με την αρχική) προκύπτει ότι 
η αρχική κινητική ενέργεια γίνεται θερμική και τελι-
κή κινητική:

K K Eαρχ θ= +τελ   �ή  1
2

1
2

m mv v E0
2

θ
2= +    

ή  v v
E2

0
2 θ= −

2
m

Επομένως:

v v
E

= − = ( ) −
( )

=0
2 θ 10 m s

J
kg

m s2 2 80
2 52

m
/

2
/

7.	 v 0=

vA

φ

Ν

wx

wy

T

w

h

α)	 Η μηχανική ενέργεια της σκιέρ στην κορυφή 
της πλαγιάς είναι:

Uαρχ αρχ

2kg 10 m . J

   

     
0

72 000

mgh

60 m/ s 120

ΚEμηχ,αρχ

Η σκιέρ κατά την κάθοδό της χάνει το 1 3/  της 
αρχικής μηχανικής ενέργειας υπό μορφή θερμικής 
ενέργειας. Συνεπώς:

Eθ . J . J  1
3

1
3
72 000 24 000Eμηχ,αρχ 

Η μετατόπιση της σκιέρ πάνω στο κεκλιμένο επί-
πεδο υπολογίζεται από το ορθογώνιο τρίγωνο με 
υποτείνουσα την πλαγιά:

Δ
ημ

m mx h
= = =

φ
120
0,6

200

Αναλύουμε το βάρος 


w  σε δύο συνιστώσες, μια 
συνιστώσα 



wx  παράλληλη στο κεκλιμένο επίπεδο 
και μια συνιστώσα 



wy  κάθετη σε αυτό. Ισχύουν:

w mgx = = ( )( )( ) =ημ kg 10 N2θ 60 m/ s 0,6 360

w mgy = = ( )( )( ) =kσυν g 10 N2θ 60 m/ s 0,8 480

Ισχύει:
ΣFy = 0  ή  N wy=

οπότε το μέτρο της τριβής είναι:
= =N wT μ μ y

Για το έργο της τριβής έχουμε:
W T x w xT y= ° = −Δ 18 μ0 Δσυν

Ισχύει:

Eθ = WT   ή  E w xθ Δ= yμ   ή  Δ θx
wy

=
E
μ

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

= ( )( ) =
24 000

480
. J

N m200
0,25μ

β)	 Από την ΑΔΕ μεταξύ της κορυφής της πλαγιάς 
(αρχική θέση) και της βάσης της (τελική θέση) 
προκύπτει ότι η αρχική μηχανική ενέργεια γίνεται 
θερμική και τελική κινητική:

  Eτελ θEμηχ,αρχ K   �ή   v θA
2 1

2
mEμηχ,αρχ E    

ή   
vA
2 

2
m

Eμηχ,αρχ θE 
Επομένως:

vA

. J . J
kg

m s




 


2 72 000 24 000

40
60

/

 2
m

Eμηχ,αρχ θE 

8.	 α)	 Από την ΑΔΕ προκύπτει ότι όλη η αρχική 
κινητική ενέργεια του αυτοκινήτου γίνεται θερμική:

K Eαρχ θ=

Επομένως:

E v 2 kg . J15 m s= ( )= ( ) =
1
2

1
2
1200 135 0002m /θ αρχ

β)	 Τo έργο της δύναμης αντίστασης μέχρι την ακι-
νητοποίηση του οχήματος είναι:

= °F FW d dFαντ αντ συν = −180 αντ

Ισχύει:

Eθ αντ
= WF   ή  E F= dθ αντ   ή  d =

E
F

θ

αντ
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Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

d = = =
E
F

θ

αντ

. J
N

m135 000
1000

135

9.	 α)	 H τριβή έχει μέτρο:
N m= =T μ μ g

Ισχύει:
= =W Td m μθ

2

συν

kg 9,8 m

° = −( ) =

= ( )( )( )( )
=

gd mgdT 180 1

12500,8 m/ s 16

1156 800. J

E μ

β)	 Για να διερευνήσουμε αν ο οδηγός έχει παρα-
βιάσει το όριο ταχύτητας, θα υπολογίσουμε την 
αρχική ταχύτητα. Από την ΑΔΕ προκύπτει ότι όλη 
η αρχική κινητική ενέργεια του αυτοκινήτου γίνεται 
θερμική:

K Eαρχ θ=   ή  E vθ αρχ
2=

1
2

m   ή  v E
αρχ
2 θ=

2
m

Επομένως:

= =v
E

αρχ
θ . J

kg
m s( )

=
2 2 156 800

1250m
15,84 /

Μετατρέπουμε το όριο της ταχύτητας σε m s,/  για 
να το συγκρίνουμε με την αρχική ταχύτητα:

80 80 1000km
h

m
3600 s

m s m s  22,2 / 15,84 /

Άρα, ο οδηγός δεν έχει παραβιάσει το όριο ταχύ-
τητας.

γ)	 Αν λαμβάναμε υπόψη την αντίσταση του αέρα, 
τότε το μέτρο της ταχύτητας που υπολογίσαμε στο 
ερώτημα β) θα ήταν μεγαλύτερο. 

10.	Η κινητική ενέργεια του αστεροειδούς ήταν: 

K v       1
2

1
2
10 4 812 4 2 20m 2 kg 10 m s 10 J/

Επομένως:

K
Eβομβ

10 J
10 J

10=
⋅
⋅

= ⋅
8 20

13
7

6,3
1,3   ή  K E= ⋅1,3 10 βομβ

7

Άρα, η ενέργεια του αστεροειδούς ήταν 13 εκα-
τομμύρια φορές μεγαλύτερη από την ενέργεια της 
ατομικής βόμβας στη Χιροσίμα.
Κατά την πρόσκρουση του αστεροειδούς στη Γη, 
η τεράστια κινητική του ενέργεια μετατράπηκε σε 
διάφορες μορφές ενέργειας, προκαλώντας πα-
γκόσμιες καταστροφές. 

Ένα σημαντικό ποσοστό της κινητικής ενέργειας 
μετατράπηκε σε θερμική ενέργεια, με αποτέλεσμα 
την παραγωγή εξαιρετικά υψηλών θερμοκρασιών 
στην περιοχή πρόσκρουσης, ικανών να λιώσουν 
και να εξαερώσουν πετρώματα και να προκαλέ-
σουν μαζικές πυρκαγιές. 
Παράλληλα, ένα μέρος της ενέργειας μετατράπη-
κε σε μηχανική ενέργεια υπό μορφή κρουστικών 
κυμάτων και σεισμών οι οποίοι διαδόθηκαν σε με-
γάλο μέρος του πλανήτη. 
Άλλη μορφή μετατροπής αφορούσε στην κινητική 
ενέργεια υλικών (θραυσμάτων), καθώς τεράστιες 
ποσότητες πετρωμάτων, σκόνης και ατμοποιημέ-
νης ύλης εκτοξεύθηκαν στην ατμόσφαιρα και το 
διάστημα. 
Επίσης, η πρόσκρουση προκάλεσε τη δημιουργία 
γιγαντιαίων κυμάτων (τσουνάμι), αποτέλεσμα της 
μετατροπής ενέργειας σε δυναμική και κινητική 
ενέργεια των υδάτων, τα οποία σάρωσαν τις πα-
ράκτιες περιοχές. 
Τέλος, η εκτόξευση σωματιδίων στην ανώτερη 
ατμόσφαιρα δημιούργησε ένα παγκόσμιο πέπλο 
σκόνης που περιόρισε σημαντικά την ηλιακή ακτι-
νοβολία, οδηγώντας σε μακροχρόνια πτώση της 
θερμοκρασίας και σε σημαντικές κλιματικές μετα-
βολές. 
Όλες αυτές οι μετατροπές της αρχικής κινητικής 
ενέργειας συνέβαλαν καθοριστικά στην εξαφάνιση 
των δεινοσαύρων και μεγάλου μέρους της ζωής 
στον πλανήτη.

3.6 Υποβάθμιση της ενέργειας 
– Θερμικές μηχανές

Ερωτήσεις
1.	 Δεν θα ήταν δυνατόν να γίνει αυτό, διότι η θερ-
μική ενέργεια δεν μπορεί να μετατραπεί πλήρως 
σε έργο, ώστε να ανακτηθεί ολόκληρη η αρχική 
κινητική ενέργεια.

2.	 Η αρχή λειτουργίας των θερμικών μηχανών 
είναι η μετατροπή της θερμικής ενέργειας σε μη-
χανικό έργο. Σε κάθε θερμική μηχανή υπάρχει 
μια διαδικασία μεταφοράς θερμότητας από μια 
δεξαμενή υψηλής θερμοκρασίας σε μια δεξαμενή 
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χαμηλότερης θερμοκρασίας, κατά την οποία ένα 
μέρος της θερμικής ενέργειας μετατρέπεται σε 
ωφέλιμο έργο. 

3.	 Η απόδοση μιας ατμομηχανής εξαρτάται από 
διάφορους παράγοντες που σχετίζονται με τη 
θερμοδυναμική, τη μηχανολογία και τα υλικά κα-
τασκευής. Οι βασικότεροι είναι οι εξής:
•	 Η θερμοκρασιακή διαφορά μεταξύ του ατμού 

που παράγεται στον λέβητα (θερμή δεξαμενή) 
και της θερμοκρασίας του περιβάλλοντος (ψυ-
χρή δεξαμενή). Η αύξηση της θερμοκρασιακής 
διαφοράς αυξάνει τη δυνατότητα μετατροπής 
της θερμικής ενέργειας σε μηχανικό έργο με 
επακόλουθη αύξηση της απόδοσης.

•	 Οι απώλειες (ή μη) θερμότητας. Η μείωσή 
τους μπορεί να βελτιώσει την απόδοση.

•	 Οι μηχανικές απώλειες, όπως δυνάμεις τρι-
βής στα κινούμενα μέρη (σε έμβολα, άξονες 
κτλ.). Αυτές μειώνουν την απόδοση. Η μείωση 
των μηχανικών απωλειών με τη χρήση λίπαν-
σης και κατάλληλων υλικών βελτιώνει την από-
δοση.

•	 Η ποιότητα του καυσίμου. Καύσιμα με υψη-
λότερη ενεργειακή απόδοση «παράγουν» πε-
ρισσότερη θερμότητα με μικρότερη ποσότητα 
καυσίμου.

4.	 •	 H ατμομηχανή χρησιμοποιεί ως πηγή 
ενέργειας τη θερμότητα από την καύση καυσί-
μων όπως κάρβουνου ή ξύλου για τη δημιουργία 
ατμού. Η θερμότητα αυτή αυξάνει τη θερμοκρα-
σία του νερού στον λέβητα δημιουργώντας ατμό 
υψηλής πίεσης. Ο ατμός αυτός κατευθύνεται σε 
έναν κύλινδρο, όπου διαστέλλεται ωθώντας ένα 
έμβολο. Η κίνηση του εμβόλου μετατρέπεται σε 
περιστροφική κίνηση μέσω ενός στροφαλοφόρου 
άξονα παράγοντας μηχανικό έργο. Η απόδοση 
των ατμομηχανών είναι συνήθως χαμηλή, λόγω 
των απωλειών θερμότητας και της ανάγκης για 
συμπύκνωση του ατμού.
•	 Η μηχανή εσωτερικής καύσης χρησιμοποιεί 
ως πηγή ενέργειας καύσιμα όπως βενζίνη, ντί-
ζελ, φυσικό αέριο ή υγραέριο, τα οποία καίγονται 
απευθείας μέσα στους κυλίνδρους της μηχανής. 
Το καύσιμο αναμειγνύεται με τον ατμοσφαιρικό 

αέρα και αναφλέγεται, προκαλώντας τη διαστολή 
των αερίων. Η διαστολή αυτή ωθεί ένα έμβολο, 
παράγοντας έργο. Όπως και στις ατμομηχανές, η 
κίνηση του εμβόλου μετατρέπεται σε περιστροφι-
κή κίνηση μέσω ενός στροφαλοφόρου άξονα. Η 
απόδοση των μηχανών εσωτερικής καύσης είναι 
υψηλότερη αυτής των ατμομηχανών. Αυτό οφεί-
λεται στη χρήση καυσίμων υψηλής ενεργειακής 
πυκνότητας, στις τέλειες καύσεις και στη μείωση 
των απωλειών ενέργειας.

5.	 Έχουμε:

e = 0,4   ή  1 
Q
Q
c

h

0,4   ή  
Q
Q
c

h

= 0,6

6.	 Ισχύουν:
Q Qh h,A ,B=   και   Q Qc c,A ,B>

Επομένως:

Q

Q

Q

Q
c

h

c

h

,A

,A

,B

,B

>   �ή     
Q

Q

Q

Q
c

h

c

h

,A

,A

,B

,B

   

ή  1 1  
Q

Q

Q

Q
c

h

c

h

,A

,A

,B

,B

  ή  e eA B<

Ασκήσεις
1.	 Έχουμε:

e
Q
Q

 1 c

h

  ή  
Q
Q

ec

h

 1   ή  Q
Q
eh
c
1

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

Qh 


120 000
1

160 000. J . J
0,25

Από τη σχέση: 

e W
Q

=
h

υπολογίζουμε το ωφέλιμο έργο:
W eQ     h 0,25 160 000 40 000. J . J

2.	 •	 Για τη μηχανή Α ισχύει:

e
Q
Q

    1 1 20 000
50 000

c

h

. J

. J
0,6

δηλαδή απόδοση 60% και έχουμε:
W eQ     h 0,6 50 000 30 000. J . J
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3.6  Υποβάθμιση της ενέργειας – Θερμικές μηχανές

•	 Για τη μηχανή B ισχύει:

Q Qh c       


W 10 000 15 000

25 000

. J . J

. J
και

e W
Q

= = =
h

10 000
25 000
. J
. J

0,4

δηλαδή απόδοση 40%.

•	 Για τη μηχανή Γ ισχύει:

e W
Q

=
h

  ή  Q W
eh =

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

Qh = =15 000 50 000. J . J
0,3

και
Q Qc h      



W 50 000 15 000

35 000

. J . J

. J

Ακολουθεί ο ζητούμενος πίνακας συμπληρωμέ-
νος.

Μηχανή Qh / J Qc / J W / J e / %

A 50.000 20.000 30.000 60

Β 25.000 15.000 10.000 40

Γ 50.000 35.000 15.000 30

3.	 Είναι 1 3600h s.=

Έχουμε:
W eQ       h 0,3 2,79 6 610 J 10 J

Επομένως:

P W
t

     2,7 0,75 0,7510 J
s

10 W kW
6

3

3600

4.	 α)	 Ισχύει:

e W
Q

=
h

  ή  Q W
eh =

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

Qh = =600 2000J J
0,3

β)	 Από διατήρηση της ενέργειας ισχύει:
Q Qc h       W 2000 600 1400J J J

Εναλλακτικά:

e
Q
Q

 1 c

h

  ή   Q e Qc h  1

και με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

Q e Qc h       1 1 2000 14000,3 J J

5.	 Αν διαιρέσουμε τους όρους του κλάσματος 
στη σχέση e W

Qh

=  με τον χρόνο Δt, προκύπτει:

e P
P

=
h

Επομένως:

P P
eh = = = =120 000 400 000 400. W . W kW

0,3

Με το ίδιο σκεπτικό, αν διαιρέσουμε με τον χρό-
νο τους όρους που εκφράζουν τη διατήρηση της 
ενέργειας για μια θερμική μηχανή, τότε για τους 
ρυθμούς προκύπτει:

P P Pc h       
 

400 000 120 000

280 000 280

. W . W

. W kW

Εναλλακτικά, για t = 1 s  και P = 120 kW  έχουμε:
W Pt     120 000 1 120 000. W s . J

Επομένως:

Q W
eh = = =120 000 400 000. J . J

0,3

Q Qc h      


W 400 000 120 000

280 000

. J . J

. J

Άρα, οι ζητούμενοι ρυθμοί είναι:

P
Q
tc
c= = = =280 000

1
280 000 280. J

s
. W kW

P
Q
th
h= = = =400 000

1
400 000 400. J

s
. W kW

6.	 α)	 Είναι 1,5 min s.= 90  Η ισχύς της μηχανής 
είναι:

P
W
t

Fh
t

wh
t

F   
  


1000 9

90
100

N m
s

W

β)	 Αν  P 250 W  η προσφερόμενη ισχύς, ο συ-
ντελεστής απόδοσης της μηχανής του αναβατο
ρίου είναι:

e P
P



 100
250

W
W

0,4

Άρα, η απόδοση της μηχανής είναι 40%.  
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Προβλήματα 
1.	 α)	 Οι ασκούμενες δυνά-
μεις φαίνονται στο διπλανό 
σχήμα. 



F  είναι η δύναμη 
που ασκεί ο μαθητής, 



w  το 
βάρος του επίπλου, 



N  η κά-
θετη δύναμη από το δάπεδο 
και 



T  η τριβή ολίσθησης.

β)	 Λόγω ακινησίας στον y-άξονα, ισχύει 






N  w 0,  οπότε:
N  w 0   ή  N = mg

Tο μέτρο της τριβής είναι:

N m= = μ = ( )( ) =( )g 0,4 m/ s40 160kg 10 N2T μ

Στον x-άξονα ισχύει:

ΣF ma=   ή  F T ma    ή  a F T
m

 

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

a 
    


180 160

40
N N

kg
20,5 m/ s

Η μετατόπιση στα πρώτα 4 s  είναι:

t a= + ( )Δ

s2

x v t

( )( )= ( ) +

=

0

0 m 0,5 m/ s 4

4 m

1
2
1
2

2

2

Δ Δ

Επομένως:
W F xF = ° = ( )( )( ) =Δ 0 N J180 7204 m 1συν

W WN w= = 0
W T xT = ° = ( )( ) −( ) = −Δ 0 N J18 160 6404 m 1συν

γ)	 Έχουμε:
E WFχημ J= = 720

E WTθ J= = 640

δ)	 Η ταχύτητα στο τέλος του χρόνου των 4 s  είναι:
v v a t= + = ( ) + ( )( ) =0 0 m/ s 0,5 m/ s 4 2 m/ s2Δ s

Επομένως, η τελική κινητική ενέργεια είναι:

K m     1
2

1
2
40 802v 2 kg J2 m/ s

Παρατηρούμε πως μεταξύ των ποσών ενέργειας 
που υπολογίσαμε ισχύει η σχέση:

E E Kχημ = +θ

2.	 α)	 Οι δυνάμεις που ασκούνται στο 
δέμα είναι το βάρος του 



w  και η δύναμη 


F  από τον γερανό.

β)	 Μελετώντας την κατακόρυφη κίνηση του σώ-
ματος έχουμε:

ΣF ma=   ή  F w ma    ή  a F mg
m

 

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

a 
     


1080 100

100
N kg 9,8

kg

2
2

m / s
1m/ s

Η μετατόπιση του δέματος στον χρόνο των 2 s  
είναι:

t a= + ( )Δ

s2

y v t

( )( )= ( ) + =

0

0 m 1m/ s 2 2 m

1
2
1
2

2

2

Δ Δ

Επομένως:

W F yF = ° = ( )( )( ) =0 N J1080 21602 m 1Δ συν

W mg yw = °

= ( )( )( ) −( ) = −

Δ 0

kg 9,8 J2

18

100 1960m/ s 2 m 1

συν

γ)	 Η ενέργεια που κατανάλωσε ο γερανός είναι:
E WF= = 2160 J

δ)	 Η ταχύτητα του δέματος τη χρονική στιγμή 2 s  
είναι:

v v a t= + = ( ) + ( )( ) =0 0 m/ s 1m/ s 2 2 m/ s2Δ s

Επομένως, η κινητική ενέργεια είναι:

K m     1
2

1
2
100 2002v 2 kg J2 m/ s

και η δυναμική ενέργεια είναι:
U mg y= = ( )( )( ) =g 9,8 J2100 1960m/ s 2 mΔ k

Παρατηρούμε πως μεταξύ των ποσών ενέργειας 
που υπολογίσαμε ισχύει η σχέση:

E U K 

3.	 α)	 Μελετάμε την κίνηση του σώματος. Ισχύει:

Δx a t= ( )1
2

2Δ   ή  
( )

a x
t

=
2

2
Δ
Δ

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

a 
 
 


2

2

3,2
s

m/ s
m

4
0,4 2

FT

Ν

w

w

F
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β)	 Οι δυνάμεις που ασκού-
νται στο σώμα είναι η δύναμη 


F  από το συρματόσχοινο, το 
βάρους 



w  του μαρμάρου, 
η κάθετη δύναμη 



N  από το 
δάπεδο και η τριβή ολίσθη-
σης 



T .
Λόγω ακινησίας στον y-άξονα, ισχύει 







N  w 0,  
οπότε αλγεβρικά έχουμε:

N  w 0   ή  N = mg

Tο μέτρο της τριβής είναι:
N m= =T μ = ( )( ) =( )g 0,2 m/ s500 1000kg 10 N2μ

Στον x-άξονα ισχύει:
ΣF ma=   ή  F T ma    ή  F ma T 

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:
F        500 1000 1200kg 0,4 N N2m/ s

γ)	 Έχουμε:
W T xT = °

= ( )( ) −( ) = −

0

N J

18

1000 32003,2 m 1

Δ συν

οπότε:
E WTθ J

J cal J cal

= =

= ( )( ) =

3200

3200 7680,24 /

Εναλλακτικά, υπολογίζουμε το έργο της 


F  και την 
κινητική ενέργεια που αποκτά το σώμα.
W F xF = ° = ( )( )( ) =0 N J1200 38403,2 m 1Δ συν
Η ταχύτητα μετά από χρόνο Δt = 4 s είναι:

v a t= = ( )( ) =Δ 0,4 4 1,62m / s s m/ s
οπότε το σώμα αποκτά κινητική ενέργεια:

K m     1
2

1
2
500 6402v 2 kg 1,6 Jm/ s

Η ενέργεια που παρέχει το μοτέρ σε χρόνο 
Δt = 4 s είναι E WFμ .=  
Από την ΑΔΕ μεταξύ της αρχικής θέσης και της 
θέσης του σώματος μετά από Δt = 4 s  έχουμε:

E E K W KF

J J J

= − = −

= ( ) − ( ) =3840 640 3200
θ μ

δ)	 Η μέση ισχύς είναι από το πηλίκο του έργου 


F  
σε χρονικό διάστημα Δt, προς το Δt :

P
W

t
F

μ Δ
J

4
W= = =

3840 960
s

ε)	 Ο ρυθμός προσφοράς ενέργειας τη χρονική 
στιγμή 4 s  είναι η στιγμιαία ισχύς:

P F     v 1200 1920N 1,6 Wm/ s

4.	 α)	 Εφαρμόζουμε την ΑΔΜΕ 
μεταξύ της θέσης από την οποία 
αφήνεται η μπάλα και της θέσης 
ακριβώς πριν από την πρώτη 
πρόσκρουση στο έδαφος:

    K U K U0 0 1 1      

ή  mgh m1
1
2

= v1
2   ή   gh1

1
2

= v1
2

Επομένως:

v1
210 m 5 m s     2 21gh m/ s 1,25 /

β)	 Μετά την 1η κρούση η μπάλα κινείται για 0,8 s.  
Λόγω συμμετρίας της κίνησης ανόδου-καθόδου, η 
μπάλα κινείται ανοδικά για Δt1 2= =0,8 s 0,4 s/  
μέχρι η ταχύτητά της να μηδενιστεί. Αν ′



v1  η ταχύ-
τητα αμέσως μετά την 1η κρούση, ισχύει:

g t0 1= ′ −v1 Δ   ή   g t′ =v1 Δ 1

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

     v1
210 s 4m/ s 0,4 m/ s

Επομένως:

h t g t2 1 1
2

2

1
2

1
2

= ′ − ( )

( ) − ( )( ) == ( )

v1

24 s 10 s mm/ s 0,4 m/ s 0,4 0,8

Δ Δ

Εναλλακτικά, μετά την 1η κρούση η μπάλα κινείται 
για Δt = 0,8 s  μέχρι να ξαναχτυπήσει στο έδαφος 
με ταχύτητα αντίθετη της ταχύτητας ανόδου, αφού 
δεν υπάρχουν ενεργειακές απώλειες λόγω αντί-
στασης του αέρα. Ισχύει:

g tv v2 1 Δ= ′ −   ή   g t− ′ ′ −=v v1 1 Δ   ή   g t′ =v1 Δ1
2

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

    v1
210 s 41

2
m/ s 0,8 m/ s

Εφαρμόζουμε την ΑΔΜΕ μεταξύ της θέσης αμέ-
σως μετά την πρώτη πρόσκρουση και της θέσης 
του μέγιστου ύψους:

    K U K U1 1 2 2   �ή  
1
2 2m mgh v1

2    

ή   1
2 2 v1

2 gh

FT

Ν

w

h1

h2

v1
v2

v1́
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Επομένως:

h
g2

2

2 2





 
  

v1
2

2

4
10

m
m/ s
m/ s

0,8

γ)	 Για να υπολογίσουμε το % ποσοστό απώλειας 
της μηχανικής ενέργειας κατά την 1η κρούση της 
μπάλας με το δάπεδο, πρέπει να προσέξουμε ότι 
ως αρχική θεωρούμε την ταχύτητα ακριβώς πριν 
από την 1η κρούση και ως τελική την ταχύτητα 
αμέσως μετά την κρούση. Επομένως:

% Δ % %

%
1
2

1
2

1
2

K
K K

K

v v

v

vm m

m

1 1

1

100 100 100

100

1
2

1
2

1
2

 



 






11
2

1
2

1
2 %

% %
4 5

5




    

 
 

v
v

100

100 36
2 2

2

m / s m/ s
m/ s

Eμηχ,1

EμηχΔ K

1

Άρα, το ποσοστό απώλειας είναι 36%.

5.	 Είναι:
m = =20 g kg0,02   και   = =5 0m mmaxL ,05Δ c

v

5 cm

α)	 Έχουμε:

( )U kελ,αρχ maxΔ

N/m m J

=

= ( )( ) =

1
2
1
2
208

2

2

L

0,05 0,26

β)	 Εφαρμόζουμε την ΑΔΜΕ θεωρώντας ως αρχι-
κή τη θέση ακριβώς πριν πατηθεί η σκανδάλη και 
ως τελική τη θέση όπου η μπίλια εγκαταλείπει το 
ελατήριο. Πρέπει να προσέξουμε ότι έχουμε και 
βαρυτική δυναμική ενέργεια και ελαστική δυναμι-
κή ενέργεια.

    + +K U U K U Uαρχ ελ,αρχ τελ β,τελ ελ,τελ= + +β,αρχ    

ή  0 0 1
2

0+ + = + +U Lελ,αρχ max
2 Δmv mg    

ή  
U L( )

v
mg

2 ελ,αρχ maxΔ
=

−2
m

Επομένως:

v
mg

=
−( )

=
( ) − ( )( )( ) 

2

2

U L

m
ελ,αρχ maxΔ

J kg 10 m0,26 0,02 N/kg 0,05
00,02

/

kg

5 m s=

γ)	 Εφαρμόζουμε την ΑΔΜΕ θεωρώντας ως αρχι-
κή τη θέση όπου η μπίλια εγκαταλείπει το ελατήριο 
και ως τελική τη θέση μέγιστου ύψους της μπίλιας: 

K U K Uαρχ τελ β,τελ+ = +β,αρχ   �ή   1
2

0 0mv mg2    h   

ή   h = v
g

2

2
Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

h 
 
  
5 m s
10

m
2

2

/
m / s

1,25
2

6.	 α)	 Υπολογίζουμε την επιτάχυνση του συστή-
ματος Σ1-Σ2-νήμα εφαρμόζοντας τον 2ο Νόμο του 
Νεύτωνα:

  

w w1 2   m m a1 2  
ή αλγεβρικά:

w w2 1   m m a1 2   ή  a g



m m
m m
2 1

2 1

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

a 
    
       3 1
3 1

m/ s m/ s
kg kg
kg kg

10 52 2

β)	 Όταν τα σώματα φτάσουν 
στο ίδιο οριζόντιο επίπεδο, θα 
έχουν διανύσει διάστημα h / .2
Εφαρμόζουμε τον 2ο Νόμο Νεύ-
τωνα για το Σ1:







w1  T m a1 1  
ή αλγεβρικά:

     T m a1 1 w1    
ή   T m g m a1 1 1 

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:
T1 1        1 m/ s 1 m/ s Nkg 10 kg 5 52 2

Επομένως:

= °W h ghw w m
1 1 1

2

συν

kg 10 2 10

= −

− ( )( )( ) == −

2
180 1

2
1
2
1 m/ s m J

Σ1 Σ2

h/2 w2

w1

T1 T2

(+)
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= °W h hT T T
1 1 1συν0 N 2= ( )( ) ==

2
1
2

1
2
15 m 15 J

Εφαρμόζουμε τον 2ο Νόμο Νεύτωνα για το Σ2:






w2  T m a2 2

ή αλγεβρικά:
w2  T m a2 2   ή  T m g m a2 2 2 

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

T2 1        3 m/ s 3 m/ s Nkg 10 kg 5 52 2

Επομένως:

= °W h ghw w m
2 2 2

2

συν0

kg 10 2 0

=

( )( )( ) ==

2
1
2

1
2

33 m/ s m J

= °W h hT T T
2 2 2συν

N 2

= −

− ( )( ) = −=

2
180 1

2
1
2
15 m 15 J

γ)	 Τα δύο σώματα κινούνται το ίδιο χρονικό διά-
στημα και έχουν το ίδιο μέτρο ταχύτητας, επιτά-
χυνσης και μετατόπισης. 
Ισχύει:

t a= + ( )Δy v t0
1
2

2Δ Δ   �ή   ( )h a t
2

0 1
2

2= + Δ

ή  Δt h
a

=

και βρίσκουμε Δ s.t = 2 5/  Επομένως, η ταχύτη-
τα κάθε σώματος είναι:

= +v v a t

= ( ) + ( )





=

0

m / s m/ s m/ s

Δ

0 5 s2 2
5

10

δ)	 Η δυναμική ενέργεια του συστήματος μειώνε-
ται και γίνεται κινητική.

7. Είναι m = =100 g kg.0,1

A

B Γ

ΚR

R

α)	 Εφαρμόζουμε την ΑΔΜΕ μεταξύ της αρχικής 
θέσης Α και της θέσης Β:

K U K UA β,A B β,B+ = +   �ή  0 0  mgR KB   

ή  R K
= B

mg

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

R 
 

 
0,2

0,1 m/ s
0,2J

kg 10
m

2

β)	 Εφαρμόζουμε ΑΔΜΕ μεταξύ της αρχικής θέ-
σης Α και της θέσης που απέχει κατακόρυφη από-
σταση R / 2  από το οριζόντιο επίπεδο, την οποία 
θεωρούμε ως τελική:

+ =K U K UA β,Α τελ β,τελ+   ή  0
2

+ = +mg mgR K R
τελ

Επομένως:

K R Kτελ B J J= = = ( ) =
1
2

1
2

1
2

mg 0,2 0,1

γ)	 Από την ΑΔΕ προκύπτει ότι η θερμική ενέργεια 
κατά τη μετατόπιση του σώματος από το Β στο Γ 
ισούται με την αρχική δυναμική ενέργεια του σώ-
ματος:

= =E U mgRθ β,A J= 0,2

δ)	 Από το Α στο Β έχουμε μετατροπή της βαρυ-
τικής δυναμικής ενέργειας σε κινητική. Από το Β 
στο Γ έχουμε μετατροπή της κινητικής ενέργειας 
σε θερμική. 

8. Είναι m = =100 g kg.0,1
α)	 i)	 Εφαρμόζουμε την ΑΔΜΕ μεταξύ της αρχι-

κής θέσης Α και της θέσης Γ:

    K U K UΓ β,Γ+ = +A β,A   

ή  0 1
2

0  mg mvL 2   ή  L = v
g

2

2

L
Α

Β

Γ
(α)

βU = 0 v
h1

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

L 
 

 
2 m s
10

m
2

2

/
m / s

0,2
2
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ii) Εφαρμόζουμε την ΑΔΜΕ μεταξύ της αρχι-
κής θέσης Α και της θέσης Β σε ύψος h1
όπου θεωρούμε ότι η κινητική ενέργεια εί-
ναι ίση με τη βαρυτική δυναμική ενέργεια:

    + =K U K UA β,A B β,B+

ή  0 + = +U U Uβ,Α β,B β,B  

ή  mg mgL h= 2 1   ή   h
L

1 2
=

οπότε βρίσκουμε h1 = 0,1m.

β)	 i)	 Έστω Ο το σημείο από όπου είναι αναρτη-
μένο το νήμα και ′Δ  η προβολή του Δ στην 
κατακόρυφο ΟΓ. 

h

LΑ Ο

Δ

Γ
(β)

βU = 0

Δ́

φ

φ

T

w

wx

wy

Από το ορθογώνιο τρίγωνο OΔΔ′ με Δ� = φ 
έχουμε:

( )ημ
OΔ

φ =
′

L
ή   L( )OΔ ημφ′ =

οπότε:
h L L L= ( ) − ′( ) = − = −( )

= ( ) −( ) =

OΓ OΔ ημφ ημφ

m m

1

10,2 0,6 0,08

Επομένως:

kg 10 m m2

gh mgL mg h L    
    
 

 0,1 m/ s 0,08 0,2

0,12 JJ

EμηχΔ m

ii) Για να υπολογίσουμε την τάση του νήμα-
τος στη θέση Δ, αναλύουμε το βάρος 



w  σε
δύο συνιστώσες, μια συνιστώσα 



wy  κατά
τη διεύθυνση του νήματος και μια συνιστώ-
σα 



wx  κάθετη στο νήμα. Ισχύουν:
w wx = συνφ  και  w wy = ημφ

Επειδή το σώμα δεν κινείται κατά τη διεύ-
θυνση του νήματος, ισχύει:
ΣFy = 0  ή  T wy  0   ή  T mg= ημφ

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:
T       0,1 m/ s 0,6 0,6kg 10 N2

9. Η ταχύτητα του αυτοκινήτου είναι:

v    72 72 20km
h

1000 m
3600 s

m s/

α)	 Θα υπολογίσουμε πρώτα την επιτάχυνση του 
αυτοκινήτου. Ισχύει:

v v a t= +0 Δ   ή  a
v v

t
=

− 0

Δ
Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

a 
    


20 0m s m s

s
2 2/ /

10
m/ s

Το διάστημα που διάνυσε το αυτοκίνητο είναι ίσο 
με τη μετατόπιση:

t a= + ( )Δ

0 2 s 02

x v t

( )= ( ) + ( ) =

0
2

2

1
2
1
2

10m m/ s 10 m

Δ Δ

β)	 Η μέση δύναμη αντίστασης έχει μέτρο 
Fα = 400 N. Το έργο αυτής της δύναμης για την 
παραπάνω μετατόπιση είναι:

= °WF F x
α α

= ( )( ) −( ) = −

Δ συν 0

N m . J

18

400 100 1 40 000

γ)	 Ισχύει:
Σ
� �
F ma=

ή αλγεβρικά:
F F ma− =α   ή  F ma F= + α

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

F        1200 400 2800kg 2 N N2m/ s

Το έργο αυτής της δύναμης είναι:

WF F x= °

= ( )( )( ) =

Δ συν0

N m . J2800 100 1 280 000

Επομένως, η χημική ενέργεια των καυσίμων είναι:
E Wχημ . J= =F 280 000

δ)	 Η μέση ισχύς της μηχανής είναι:

P
W

μ Δ
. J
s

. W kW= = = =F

t
280 000 28 000 28
10
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Προβλήματα (ΠΕ3)

10.	

Δ
φ

Γ

Η

A Ν

T

w

wx
wy

α)	 Ισχύει:

ΔU mgH=   ή  H U
mg

=
Δ

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

H 
   

1920
80

J
kg 10

m
2m/ s

2,4

β)	 Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΓΔ υπολογίζουμε 
τη μετατόπιση του οχήματος στο κεκλιμένο επίπε-
δο:

Δ
ημ

m mx
φ

= = =
H 2,4

0,6
4

Αναλύουμε το βάρος 


w  σε δύο συνιστώσες, μια
συνιστώσα 



wx  παράλληλη στο κεκλιμένο επίπεδο 
και μια συνιστώσα 



wy  κάθετη σε αυτό. Ισχύουν:

w wx = ημφ  και  w wy = συνφ
Στον y-άξονα ισχύει:

ΣFy = 0  ή  N wy  0   ή  N w= συνφ
Από τον Νόμο της τριβής έχουμε:

w m= =N φ μ φ=

= ( )( )( )( ) =

gσυν

kg N0,5 80 0,8 32010

T μ μ συν

Επομένως, το έργο της τριβής είναι:
WT T x= ° = ( )( ) −( ) = −Δ 0 N m J18 320 4 1 1280συν

γ)	 Ισχύει:
E Wθ J= =T 1280

Από την ΑΔΕ προκύπτει ότι η κινητική ενέργεια 
του συστήματος στο Γ γίνεται βαρυτική δυναμική 
στο Α (που είναι ίση με τη ΔU ) και θερμική ενέρ-
γεια:

+ +K U EΓ A θ J J J= = ( ) ( ) =1920 1280 3200

δ)	 Η απώλεια μηχανικής ενέργειας είναι ίση με 
τη θερμική ενέργεια. Το % ποσοστό απώλειας εί-
ναι:

 % % J
J

% %θ

Γ

E
K

100 100 1280
3200

100 40
EμηχΔ

Eμηχ,Γ

ε)	 Για να διερευνήσουμε αν στο σημείο ακινητο-
ποίησης Α ο οδηγός πρέπει να κάνει χρήση χει-
ρόφρενου, πρέπει να συγκρίνουμε την τριβή με 
τη συνιστώσα 



wx  του βάρους. (Στο Α, καθώς το
σώμα τείνει να κατέβει, η τριβή αλλάζει φορά.)
Βρήκαμε ότι T = 320 N.  Για το μέτρο της 



wx

έχουμε:
= =w w mgx = ( )( )( ) =ημ ημ kg N80 0,6 48010φ φ

Επειδή w Tx > ,  χρειάζεται χειρόφρενο για να
αποφευχθεί η οπισθοδρόμηση.
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4.1 Μηχανικά - Ηχητικά κύματα 
(χαρακτηριστικά και  
εφαρμογές)

Ερωτήσεις
1. Β, Γ
Κατά τη διάδοση ενός ηχητικού κύματος από ένα 
μέσο (π.χ. αέρας) σε ένα άλλο (π.χ. τοίχος), η συ-
χνότητα του κύματος παραμένει σταθερή. Αυτό 
συμβαίνει διότι η συχνότητα καθορίζεται από την 
πηγή του ήχου (το διαπασών στην προκειμένη 
περίπτωση) και δεν αλλάζει όταν το κύμα περνά 
από το ένα μέσο στο άλλο.
Αντιθέτως, η ταχύτητα διάδοσης μεταβάλλεται, 
καθώς εξαρτάται από τις ιδιότητες του μέσου, 
όπως η πυκνότητα και η ελαστικότητα. Ο ήχος δι-
αδίδεται γενικά γρηγορότερα σε στερεά (όπως ο 
τοίχος) απ’ ό,τι στον αέρα.
Αφού η συχνότητα παραμένει σταθερή και η ταχύ-
τητα αλλάζει, έπεται ότι μεταβάλλεται και το μήκος 
κύματος.

2. λ = 2 m, f = 5 Hz,  v = 10 m s/

3. Από τη σχέση v λf=  έχουμε:

f v
λ

= =
⋅

=−

340 5m s
3,4 10 m

10 Hz3
/

Επειδή f > 20 000. Hz,  η συχνότητα αυτού του 
ήχου είναι έξω από το φάσμα των ακουστών συ-
χνοτήτων.

4. Οι ωτασπίδες μειώνουν την ένταση του ήχου
1000 φορές.

5. α)	 Πιο πυκνά. β)  Πιο αραιά.

6. Το ηχητικό κύμα από μια καμπάνα απλώνε-
ται σε όλο και μεγαλύτερο χώρο. Συνεπώς, η ίδια
ενέργεια (ισχύς) κατανέμεται σε όλο και μεγαλύ-

τερο εμβαδόν, οπότε μέσω της I P
A

= η ένταση

μειώνεται.

7. α)	 < <λ λΓ A Bλ β)  I I IA< <B Γ

γ)	 f f fB A Γ< < δ)  T T TΓ < <A B

8. α)	 Με απευθείας αντικατάσταση βρίσκουμε
331m/ s  και 346 m/ s.

β)	 Σε χαμηλότερη θερμοκρασία (ψυχρός αέρας) 
τα μόρια του αέρα κινούνται κατά μέσο όρο πιο 
αργά, με αποτέλεσμα να χρειάζονται περισσότερο 
χρόνο για να κινηθούν από και προς την αρχική 
τους θέση.

9. Οι γάτες ακούνε ήχους με μεγαλύτερο μήκος
κύματος σε σχέση με τις νυχτερίδες.
Το ανθρώπινο αυτί δεν μπορεί να ακούσει σε 
αυτές τις περιοχές (είναι έξω από το φάσμα των 
ακουστών συχνοτήτων). 

Ασκήσεις
1. Για την ένταση του ήχου ισχύει:

I P
A

=

Υποθέτουμε πως το ηχητικό κύμα από το καναρί-
νι διαδίδεται στον χώρο. Τα κύματα είναι σφαιρικά 
και ισχύει A R= 4 2π , οπότε:

I P
R

=
4 2π

Επομένως, η ένταση του ήχου είναι αντιστρόφως 
ανάλογη του τετραγώνου της απόστασης από την 
πηγή.
Θεωρούμε ότι η ίδια ενέργεια ανά δευτερόλεπτο 
(ισχύς P) μεταφέρεται διαμέσου δύο σφαιρικών 
επιφανειών με ακτίνες R1  και R2.  Ο λόγος των 
εντάσεων του ήχου στις δύο επιφάνειες είναι:

I
I

P
R

P
R

R
R

R
R

1

2

1
2

2
2

2
2

1
2

2

1

24

4

= = = 





π

π

Παρατηρούμε και πάλι πως η ένταση του ήχου 
είναι αντιστρόφως ανάλογη του τετραγώνου της 
απόστασης από την πηγή.

ΠΕΔΙΑ ΚΑΙ ΚΥΜΑΤΑΘΕΜΑΤΙΚΟ ΠΕΔΙΟ

ΘΕΜΑΤΙΚΗ ΕΝΟΤΗΤΑ 4: Ήχος
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2. Για τα διαμήκη κύματα ισχύει:

x = v t1 1   ή   t v1
1

= x

Για τα εγκάρσια κύματα ισχύει:

x = v t2 2   ή   t v2
2

= x

όπου v v2 1.<

Για τη διαφορά χρόνου άφιξης στον τόπο Α έχου-
με:

Δ 2 1
2 1 2 1

1 2

1 2

t t t
v v v v

v v
v v

= − = − = −





=
−x x x x1 1

Επομένως, η απόσταση x  του επικέντρου από 
τον τόπο Α είναι:

x =
−

v v
v v

t1 2

1 2

Δ

3.

1 2 3 4 5 m

Παρατηρούμε πως η ένδειξη 5,0 m  του χάρακα 
αντιστοιχεί σε 5 μήκη κύματος. Άρα:

λ = =
5,0 1,0m m

5

Το κύμα χρειάζεται 1,51ms  για να διανύσει τα 
5,0 m,  οπότε η ταχύτητα του ηχητικού κύματος 
είναι:

v 




5,0
1,51

330m
10 s

m/ s3

Επομένως, η συχνότητα του ηχητικού κύματος εί-
ναι:

f v
λ

= = =
330

1,0
330m/ s

m
Hz

4. Η απόσταση δύο διαδοχικών ορέων είναι το
μήκος κύματος, δηλαδή λ = 1,4 m.
Το κύμα διαδίδεται σε μήκος 4,2 m  μέσα σε 2 s,  
οπότε η ταχύτητα του κύματος είναι:

v = = =
Δ
Δ

m
s

m/ sx
t

4,2 2,1
2

Επομένως συχνότητα του κύματος είναι:

f v
λ

= = =
2,1
1,4

1,5m/ s
m

Hz

5. Χρησιμοποιώντας τον ορισμό της ισχύος:

P E
=
Δt

η ένταση του ήχου γράφεται:

I P
A

E
A

= =
Δt

Επομένως, η ζητούμενη ενέργεια είναι:

E IA= = 



 ⋅( ) ⋅( )

= ⋅

− −

−

0 10 s

10 J

2
2

4 2

3

t W
m

0,2 m 6

4,3

3600Δ 1

6. Για την ένταση του ήχου ισχύει:

I P
A

= ή   A P
I

=

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

A = =75 W

0,5 W
m

m0

0
1500

2

2

7. α)	 Χρησιμοποιούμε τον τύπο που αποδείξαμε
στην άσκηση 1:

I P
R

=
4 2π

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

I =
( )

=
10 W

m
0,320

4 5 2π
W /m2

β)	 Με βάση τη μεθοδολογία της άσκησης 1 βρί-
σκουμε:

I
I

R
R

 




2

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

I
I 

 





 25
5

5 25
2

2m
m
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4.2 Αρχή της υπέρθεσης – 
Στάσιμο ηχητικό κύμα 
(χορδές –  
ηχητικοί σωλήνες)

Ερωτήσεις
1. •	 Για t = 0,1 s  το πλάτος είναι:

► 2,0 cm  μεταξύ των θέσεων 2 cm  και
3 cm

► −1,0 cm  μεταξύ των θέσεων 3 cm  και
5 cm

► μηδέν σε όλες τις άλλες θέσεις.

2

1

1 2 3 4 5 6 7 8

1−

Π
λά

το
ς 

/ c
m

Θέση / cm

0
0

• Για t = 0,2 s  το πλάτος είναι:
► −1,0 cm  μεταξύ των θέσεων 2 cm  και
3 cm

► 1cm  μεταξύ των θέσεων 3 cm  και
4 cm

► μηδέν σε όλες τις άλλες θέσεις.

2

1

1 2 3 4 5 6 7 8

1−

Π
λά

το
ς 

/ c
m

Θέση / cm

0
0

• Για t = 0,3 s  το πλάτος είναι:
► −1,0 cm  μεταξύ των θέσεων 1cm  και
3 cm

► 2,0 cm  μεταξύ των θέσεων 4 cm  και
5 cm

► μηδέν σε όλες τις άλλες θέσεις.

2

1

1 2 3 4 5 6 7 8

1−

Π
λά

το
ς 

/ c
m

Θέση / cm

0
0

2. Στην πρώτη περίπτωση παράγεται η πρώτη
αρμονική f f1 02= ,  ενώ στη δεύτερη περίπτωση
παράγεται η τρίτη αρμονική f f2 04= .  Επομένως:

f
f

f
f

2

1

0

0

4
2

2= =

3. Ισχύει:

f v
L0 2

= ή  L v
f

=
2 0

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

L    
343
2 110

m/ s
Hz

1,56 m

4. Σε ανοικτό-ανοικτό σωλήνα ισχύει:

f v
L0 2

=

Σε ανοικτό-κλειστό σωλήνα ισχύει: 

 f v
L0 4

Είναι f f0 0 ,  δηλαδή η θεμελιώδης σε έναν ανοι-
κτό-ανοικτό σωλήνα είναι μεγαλύτερη από τη θε-
μελιώδη σε έναν ανοικτό-κλειστό σωλήνα.

5. Επειδή η χορδή έχει ακλόνητα άκρα και δη
μιουργούνται 2 κοιλίες, η f1  θα είναι η πρώτη αρ-
μονική, οπότε:

f v
L1 =

Η f2  θα είναι η πρώτη αρμονική της χορδής,  
οπότε:

f v
L

v
L2

2

2= =

Επομένως:
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4.2  Αρχή της υπέρθεσης – Στάσιμο ηχητικό κύμα (χορδές – ηχητικοί σωλήνες)

f
f

v
L
v
L

2

1

2
2= =

6. Επειδή η χορδή έχει ακλόνητα άκρα και δη
μιουργούνται 4 κοιλίες, η f  θα είναι η τρίτη αρμονι-
κή, οπότε:

f f v
L

v
L

= = =4 4
2

2
0

Η συχνότητα των κυμάτων στη χορδή είναι ίση με 
τη συχνότητα των ηχητικών κυμάτων που παράγει 
η χορδή. Επομένως:

f f= ήχου  ή  
2v
L

=
v
λ
ήχου

ήχου

ή  2 2v
L

v
=
λήχου

  ή  λήχου = L

7. •	 �Τη χρονική στιγμή t T
1 4
+ όλα τα σημεία

της χορδής θα έχουν απομάκρυνση μηδέν.

• Τη χρονική στιγμή t T
1 2
+  όλα τα σημεία

της χορδής θα έχουν απομάκρυνση αντί-
θετη από αυτήν που έχουν τη χρονική στιγ-
μή t1.

8. Είναι:
f0 = 160 Hz
f f1 032 2= =0 Hz �

f f2 048 3= =0 Hz �

Παρατηρούμε ότι οι διαδοχικές παραγόμενες συ-
χνότητες είναι:

f0 ,  2 0f ,  3 0f

Άρα, ο σωλήνας είναι ανοικτός στα δύο άκρα.

Ασκήσεις
1. Ισχύει:

ΔL =
λ
2
  ή  λ = 2ΔL

Επομένως, η ταχύτητα διάδοσης του ήχου στον 
αέρα είναι:

v f f L= =λ 2 Δ
Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

v      2 850 20Hz 10 m 340 m s2 /

2. α) f
f

f
f

0

1

0

02
1
2

= = β) f
f

f
f

0

1

0

03
1
3

= =

3. α)	 Το πλάτος ταλάντωσης των σημείων στις
θέσεις των κοιλιών είναι:

     A A2 2 5 10cm cm

β)	 Το μήκος κύματος του στάσιμου είναι:

λ = = =
v
f

50 m s
Hz

m/
25

2

Επομένως, η απόσταση μεταξύ δύο διαδοχικών 
δεσμών είναι:

2
2
2

1= =
m mλ

4. α)	 Τα οδεύοντα κύματα έχουν πλάτος:

A A   
2

5
2
cm cm2,5

και μήκος κύματος λ = 20 cm.

β)	 Η συχνότητα ταλάντωσης των υλικών σημείων 
της χορδής είναι:

f v
= =

⋅
=−λ

10 m s
10 m

Hz2
/

20
50

5. α)	 Αν L  το μήκος της χορδής, το μήκος κύμα-
τος του στάσιμου είναι:

λ = = =
L
2 2

0,8 0,4m m

και η συχνότητα ταλάντωσης των υλικών σημείων 
της χορδής είναι:

f v
= = =
λ

170 m s
m

Hz/
0,4

425

β)	 Τα παραγόμενα ηχητικά κύματα έχουν συχνό-
τητα ίση με αυτήν των κυμάτων στη χορδή, δηλα-
δή fήχου Hz.= 425  Επομένως, το μήκος κύματος 
του παραγόμενου ήχου είναι:

= =λ
v

ήχου
ήχου

ήχου

340 m s
Hz

m=
f

/ 0,8
425

6. Για τη θεμελιώδη συχνότητα ισχύει:

f v
L0 2

=

Επομένως, η απόσταση L  μεταξύ των ακλόνητων 
σημείων είναι:

L v
f

     
2 2 3300

523 m s
Hz

m cm/ 0,792 79,2
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7. α)	 Με μεθοδολογία παρόμοια με αυτήν της
ερώτησης 8 προκύπτει ότι ο σωλήνας είναι ανοι-
κτός στο ένα άκρο και κλειστός στο άλλο.
β)	 Ισχύει:

f0
480
3

160= =Hz Hz

γ)	 Από τον τύπο της 1ης αρμονικής f v
L1
3
4





 θα

υπολογίσουμε το μήκος L  του σωλήνα:

L v
f

 
 
  3 342 m s

Hz
m

4
3
4 4801

/
0,534

8. α)	 Για την 1η αρμονική ισχύει:

f v
L1
3
4

=

Επομένως, το μήκος L  της χορδής είναι:

L v
f

 
 
  3 300 m s

Hz
m

4
3
4 2701

/
0,833

β)	 Η θεμελιώδης συχνότητα είναι:

f
f

0
1

3
270
3

90= = =Hz Hz

H συχνότητα του ηχητικού κύματος είναι ίση με τη 
θεμελιώδη συχνότητα του στάσιμου κύματος στη 
χορδή, δηλαδή fήχου Hz.= 90  
Επομένως, το μήκος κύματος του παραγόμενου 
ήχου είναι:

λ
v

ήχου
ήχου

ήχου

340 m s
Hz

m= == = =
f

/ 3,8
90

4.3 Συντονισμός – 
Διακροτήματα

Ερωτήσεις
1. Χρησιμοποιώντας βαρύτερο κύλινδρο αυξάνε-
ται η τάση στη χορδή, οπότε αυξάνεται η ταχύτητα
των κυμάτων στη χορδή (όπως στο παράδειγμα
1). Από τη σχέση f v= / λ  προκύπτει ότι η αύξηση
της ταχύτητας προκαλεί αύξηση της συχνότητας.
Άρα, η συχνότητα του ήχου θα είναι μεγαλύτερη
από την αρχική.

2. Σωστή απάντηση είναι η Β. Ισχύει:

f v
L0 2

=

δηλαδή η θεμελιώδης συχνότητα είναι αντιστρό-
φως ανάλογη με το μήκος. 
Άρα, ο σωλήνας με το μεγαλύτερο μήκος θα πα-
ράγει ήχο μικρότερης θεμελιώδους συχνότητας. 

3. Η απόσταση Δx  ανάμεσα σε δύο διαδοχικές
μεγιστοποιήσεις είναι ίση με μισό μήκος κύματος.
Άρα:

Δx =
λ
2
  ή  λ = 2Δx

Για Δ cmx = 20  βρίσκουμε λ = 40 cm.

4. Κατά το κούρδισμα της χορδής όσο αυξάνεται
η τάση (η χορδή συσφίγγεται περισσότερο), τόσο
αυξάνεται η ταχύτητα v των κυμάτων στη χορδή.
Αφού το μήκος L  της χορδής είναι σταθερό, η θε-

μελιώδης συχνότητα f v
L0 2

=  αυξάνεται.

Η συχνότητα των ηχητικών κυμάτων αυξάνεται, 
διότι είναι ίση με τη συχνότητα των κυμάτων στη 
χορδή.
Για να επιτύχουμε τη σωστή νότα, θα πρέπει να 
συσφίξουμε ή να χαλαρώσουμε τη χορδή, ανάλο-
γα με το αν η συχνότητα της νότας που παράγει 
η χορδή είναι αντίστοιχα μικρότερη ή μεγαλύτερη 
από τη σωστή.

5. Όσο	αυξάνεται	η	μάζα	τόσο	μειώνεται	η	ιδιο-
συχνότητα	του	παιχνιδιού.	Για	να	πετύχει	ο	φίλος 
μας	συντονισμό	και	να	ευχαριστηθεί	το	παιχνίδι, 
θα	πρέπει	να	προσπαθήσει	να	κινηθεί	πάνω-κά-
τω	με	πιο	γρήγορο	ρυθμό,	δηλαδή	να	ταλαντωθεί 
με	συχνότητα	μεγαλύτερη	από	την	f1 .

6. Στα	παραδείγματα	αυτά	υπάρχει	περίπτωση 
συντονισμού	ανάμεσα:	
• στον βηματισμό των στρατιωτών και τις ταλα-

ντώσεις της γέφυρας,
• στον ρυθμό του χορού (χτύπημα των ποδιών

στο πάτωμα) και στις ταλαντώσεις της πίστας
χορού,

• στο ρυθμικό χτύπημα των ποδιών στις κερκί-
δες και στις ταλαντώσεις των κερκίδων.

Οι μηχανικοί επιδιώκουν οι κατασκευές τους (γέ-
φυρες, δάπεδα που θα χρησιμοποιούνται για 
χορό, κερκίδες σε γήπεδα):



81

Προβλήματα (ΠΕ4)

1. να έχουν ιδιοσυχνότητες πολύ διαφορετικές
από τις συχνότητες διέγερσης ανάλογα με τη
χρήση (στρατιωτικό βάδισμα, ρυθμός χορού,
ρυθμός χτυπήματος ποδιών θεατών),

2. να έχουν ελαστικότητα η οποία να τους επιτρέ-
πει να ταλαντωθούν, χωρίς να καταστραφούν
σε περίπτωση συντονι σμού.

Ασκήσεις
1. Για τη θεμελιώδη συχνότητα ισχύει:

f v
L0 2

=

Επομένως, η ταχύτητα διάδοσης ενός κύματος 
στη χορδή είναι:

v f L     2 2 6800 Hz 1m m s1360 /

Το μήκος κύματος του ήχου στον αέρα είναι:

= = =λ
v v

ήχου
ήχου

ήχου

ήχου

0

340 m s
Hz

m=
f f

/ 0,5
680

2. Ισχύει:

λ = = =
v
f

340 m s
Hz

m/ 0,4
850

Το ελάχιστο μήκος θα είναι εκείνο που αντιστοιχεί 
στη θεμελιώδη συχνότητα. Άρα: 

L = = =
λ
4

0,4 0,1m m
4

3. H θεμελιώδης συχνότητα θα αυξηθεί κατά
20%,  δηλαδή θα γίνει:

   f f f f0 0 0 0
20
100

1,2

Επειδή η ταχύτητα είναι ανάλογη της συχνότητας, 
η ταχύτητα διάδοσης θα είναι: 

 v v1,2
οπότε το τετράγωνο της ταχύτητας θα είναι: 

    v v v2 2 21,2 1,44
Επειδή η δύναμη είναι ανάλογη του τετραγώνου 
της ταχύτητας διάδοσης, η δύναμη θα είναι:

 F F1,44
Άρα, η δύναμη θα αυξηθεί κατά:

     F F F F F F1,44 0,44 44
100

δηλαδή κατά 44%.

4. α)	 Ισχύει:
L =

λ
2
  ή  λ = 2L

Για L = 0,530 m  βρίσκουμε λ = 1,06 m.

β)	 Έχουμε: 

f v
L0 2 2

494    
524 m s

m
Hz/

0,530

5. Έχουμε:

f v
L0 4 4

3400 
  

340 m s
10 m

Hz
2

/
2,5

6. α)	 Έχουμε:

f v
L0 2 2

258 
  

340 m s
10 m

Hz
2

/
66

β)	 Ισχύει:
L =

λ
2

Επειδή το μήκος κύματος μειώνεται στο μισό, το 
νέο μήκος θα είναι  L L / .2  Η νέα συχνότητα θα 
είναι:

 

  f v

L
v
L

v
L

f0 02 2
2

2
2

2

Άρα, η μεταβολή της συχνότητας θα είναι:
Δ Ηzf = ′ − = − = =f f f f f0 0 0 0 02 258

Προβλήματα
1. α)	 Από τον τύπο της έντασης του ήχου έχουμε:

I P
A

P
R

= =
4 2π

  ή  P R I= 4 2π

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:
P = ( ) ( ) =4 4 12 W /m 201W2π m

β)	 Για κάθε 10 dB  μείωση, η ένταση μειώνεται 10 
φορές. Για μείωση κατά: 

120 100 20dB dB dB 

η ένταση θα μειωθεί: 
10 1002 =  φορές

Επομένως, το τετράγωνο της απόστασης πρέπει 
να αυξηθεί 100 φορές, οπότε η απόσταση θα αυ-
ξηθεί 10 φορές. Άρα, η απόσταση θα γίνει:

10 4 40   m m

2. α)	 Για την 1η αρμονική ισχύει L = λ, οπότε
λ = 0,60 m και έχουμε:
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v f= = ( )( ) =λ 0,60 /m Hz 132 m s220
β)	 Στον αέρα ισχύει:

= = =λ
v v

ήχου
ήχου

ήχου

ήχου 340 m s
220 Hz

m=
f f

/ 1,55

γ)	 Η συχνότητα θα είναι η ίδια τόσο στον αέρα 
όσο και στο νερό. Στο νερό ισχύει:

f f
′ =

′
=

′
= =λ

v v
ήχου

ήχου

ήχου

ήχου 1540 m s
220 Hz

m/ 6,82

3.	 α)	 Στο πάνω τμήμα του σωλήνα που περιέχει 
αέρα θα υπάρχει στάσιμο κύμα που αντιστοιχεί 
στη θεμελιώδη συχνότητα. Άρα:

λ
4

= −H h  ή  λ = −( )4 H h

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

λ = −( ) = ⋅( ) =−4 110 90 4 20cm cm 10 m m2 0,80

β)	 Η ταχύτητα του ήχου στον αέρα είναι:
v f= = ( )( ) =λ 0,80 /m Hz 340 m s425

γ)	 Σύμφωνα με το παράδειγμα 4 της υποενό-
τητας 4.3 επιτυγχάνεται νέα μεγιστοποίηση της 
έντασης κάθε φορά που το ύψος της στήλης του 
αέρα πάνω από το νερό αυξάνεται κατά: 

/ m2  0,40λ  
Αφού στην 1η μεγιστοποίηση η στήλη του νερού 
έχει ύψος 0,90 m,  μεγιστοποίηση της έντασης 
θα συμβεί δύο επιπλέον φορές, όταν το ύψος της 
στήλης είναι:
•	 0,90 0,40 0,50m m m    και 
•	 0,50 0,40 0,10m m m. 

4.	 α)	 Για σωλήνα ανοικτό-κλειστό έχουμε:

f v
L0 4 4

    
342 m s

m
Hz/

1,2
71

f f1 0 71 213    3 3 Hz Hz

f f2 0 71 355    5 5 Hz Hz

β)	 Για το πλήθος των αρμονικών ισχύει:

20 2 1 20 000

20 2 1 20 000

139

0Hz k . Hz

k .

k

   

  

  

f

71,3 71,3
0,36 ,8�

οπότε k , , ..., .= 0 1 139  
Άρα, υπάρχουν 140 αρμονικές.
γ)	 Για σωλήνα ανοικτό-ανοικτό έχουμε:

f v
L0 2 2

    
342 m s

m
Hz/

1,2
142,5

f f1 0 285    2 2 Hz Hz142,5

f f2 0    3 3 Hz Hz142,5 427,5

Για το πλήθος των αρμονικών ισχύει:

20 20 000

20 20 000

140

0Hz k . Hz

k .

k

≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤

f

142,5 142,5
0,14 ,4�

οπότε �k , , ..., .= 1 2 140  
Άρα, υπάρχουν 140 αρμονικές.

5.	 Από τη θεμελιώδη συχνότητα του Α θα βρού-
με το μήκος του:

f v
L0 2,A
A

=   ή  L v
fA
,A

=
2 0

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

LA
m s
Hz

m   
340 / 0,68
2 250

Από τη σχέση της 3ης αρμονικής του Α με την 4η 
αρμονική του Β έχουμε:

f f4 3,B ,A=   ή   9 40 0f f,B ,A=   ή   f f0 0
4
9,B ,A=

Με αντικατάσταση της f0 250,A Hz=  βρίσκουμε 
f0 111,B Hz.=

Από τη θεμελιώδη συχνότητα του Β θα βρούμε το 
μήκος του:

f v
L0 4,B
B

=   ή  L v
fB
,B

=
4 0

Με αντικατάσταση των τιμών έχουμε:

LB
m s
Hz

m   
340 / 0,77
4 111
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