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Εισαγωγικό σημείωμα 
 

Οι ανισό τητες, όι ιδιό τητες και όι εφαρμόγε ς τόυς, ει ναι ε να από  τα 

σπόυδαιό τερα κεφα λαια των Μαθηματικω ν. Ο χειρισμό ς τόυς απαιτει  

πόλλε ς φόρε ς α ριστη γνω ση τόυ λεγό μενόυ τεχνικόυ  με ρόυς των Μαθη-

ματικω ν σε συνδυασμό  με γνω σεις και δεξιό τητες πόυ απόκτόυ νται με 

επιμελη  και επι μόνη πρόσπα θεια. Αυτό ς εξα λλόυ ει ναι ε νας από  τόυς λό -

γόυς πόυ θε ματα ανισότη των μπαι νόυν συχνα  σε διαγωνισμόυ ς Μαθη-

ματικω ν. 

 

Τό παρό ν εγχειρι διό σκόπό  ε χει να εισα γει τόυς/τις μαθητε ς/τριες 

στόν γόητευτικό  κό σμό των ανισότη των. Μην ξεχνα με ό τι η Φυ ση αρε -

σκεται στην πόικιλι α φαινόμε νων στα όπόι α κυριαρχει  η ανισό τητα ε -

ναντι της ισό τητας. Περιε χει με απλό  και κατανόητό  τρό πό ό λες εκει νες 

τις ασκη σεις πόυ ει ναι κατα λληλες για Μαθητε ς/τριες Λυκει όυ. 
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Βασικές ιδιότητες της Διάταξης 

Για την δια ταξη ε χόυμε τόυς όρισμόυ ς και ιδιό τητες τόυ επό μενόυ πι -

νακα: 

 

Πίνακας 1 

Ορισμοί – ιδιότητες διάταξης 

 

Α. α) Ει ναι    αν και μό νό αν 0−  και 

   αν και μό νό αν 0−  

 β) αν  α, β > 0,  τό τε  0+   και  0   

 γ) αν      και     ,  τό τε  +  +  

 δ) αν  0    και  0    ,  τό τε     

 ε) αν      και  0  ,  τό τε     

 στ) αν      και  0  ,  τό τε     

 ζ) αν      και    ,  τό τε       (μεταβατική ιδιότητα) 

 η) τό γινό μενό και τό πηλι κό δυ ό όμό σημων αριθμω ν ει ναι θετικό ς 

αριθμό ς 

 

Β. Ισχυ ει ό τι: 

 α) 2 0
    για κα θε     και  

  

 β) Ει ναι 2 1 2 1+ +
   αν και  μό νό αν ,   

  

 γ) Ει ναι 2 2 
   αν και μό νό αν ,    ό πόυ  

   

 δ) Αν όι αριθμόι  α, β ει ναι όμό σημόι με    ,  τό τε  
1 1


 
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Παρατηρήσεις 

1. Αποφεύγουμε να  αφαιρούμε ή διαιρούμε ανισότητες κατά μέλη. 

 

2. Οι πιο πολλές ιδιότητες των ανισοτήτων ισχύουν για μη αρνητικούς 

αριθμούς (α 0)  και για το λόγο αυτό χρειάζεται κάθε φορά να ελέγ-

χουμε, αν πληρούνται οι προϋποθέσεις για την εφαρμογή των ιδιο-

τήτων αυτών. 

 

3. Όλες οι παραπάνω ιδιότητες είναι πολύ βασικές και προκύπτουν από 

τον ορισμό. Η έκταση του άρθρου αυτού δεν μας επιτρέπει να παρου-

σιάσουμε τις σχετικές αποδείξεις. 

 

4.  Στο δεύτερο μέρος θα παρουσιάσουμε τις πιο σημαντικές ανισότη-

τες. Όλες αυτές τις ανισότητες ο μαθητής πρέπει να γνωρίζει πολύ 

καλά, ώστε να μπορεί να τις εφαρμόσει κατάλληλα και αποτελεσμα-

τικά, όπου αυτό κριθεί απαραίτητο.  
 

Για την δια ταξη ε χόυμε τις ανισό τητες τόυ επό μενόυ πι νακα: 

 

Πίνακας 2 

Βασικές ανισότητες και οι αποδείξεις τους  

 

Για τυχαίόυς πραγματικόύς αριθμόύς ισχύόυν όι ανισότητες: 

 

Α. α) 2 2 2 +   ,  

 β) 2( ) 4 +   , 
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 γ) 2 2 22( ) ( ) +   +  για κάθε α,  . 

 

Β. α) 2 2 2
 + +   + +    

 β) 2( ) 3( )++   + +  , 

 γ) 2 2 2 23( ) ( ) + +    ++    για κάθε  α, β,  . 

Απόδειξη 

Α. α) Ει ναι  

2 2 2 +    

2 22 0 − +   

2( ) 0−  , πόυ ισχυ ει. 

 

β) Έχόυμε: 

2( ) 4 +    

2 22 4 0 + + −   

2 22 0 − +   

2( ) 0−  , πόυ ισχυ ει. 

 

γ) Ει ναι: 

2 2 22( ) ( ) +   +  

2 2 22 2 2
 +    + +  

2 22 0 − +   

2( ) 0−  , πόυ ισχυ ει. 
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Και στις τρεις από  τις παραπα νω ανισό τητες η ισό τητα ισχυ ει μό νό για 

 = . 

 

Β. α) Ισχυ ει ό τι: 

2 2 2
 + +   + +   

2 2 22 2 2 2 2 2 0 +  +  − −  −    

2 2 2 2 2 2( 2 ) ( 2 ) ( 2 ) 0 − + +  −  +  +  −  +   

2 2 2( ) ( ) ( ) 0 − + −  +  −  , 

πόυ ισχυ ει, ως α θρόισμα μη αρνητικω ν αριθμω ν.  

Η ισό τητα ισχυ ει μό νό για  = =  . 

 

Ασκήσεις 

 

1. Αν 1  , να απόδει ξετε ό τι: 

α) 3 21 −   − ,  

β) 1++ . 

 

2. Αν 652 =  και 22 75 125 = − , να απόδει ξετε ό τι   . 

 

3. Αν x, y ει ναι θετικόι  αριθμόι , να απόδει ξετε ό τι: 

α)  4 2 2x y 2x y+   και 4 2 2y x 2y x+  , 

β)  
4 2 4 2

yx 1

xyx y y x
+ 

+ +
. 

Πό τε ισχυ ει η ισό τητα στις παραπα νω ανισό τητες; 
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4. Αν α, 1 , να απόδει ξετε ό τι 
(1 )(1 )

2
1

+  +


+ 
. 

Πό τε ισχυ ει η ισό τητα; 

 

5. Να απόδει ξετε τις παρακα τω ανισό τητες: 

α)  3 3 ( ) −    − , με   , 

β)  3 3 3( ) −   − , με 0   . 

 

6. Αν x 0  και y 0 , να απόδει ξετε ό τι 
33

3 3

y yx x

y xy x
+  + . 

Πό τε ισχυ ει η ισό τητα; 

 

7. Να απόδει ξετε ό τι: 

α) 2 2 5 2 4 + +   +   για κα θε α, β. 

β) 
2 2

1 1
+  +

  
, ό πόυ α, 0  . 

γ)  2 2 2( 2007 1)( 2007 1) 2009 +  +  + +  , ό πόυ α, β ει ναι θετικόι  

αριθμόι  με γινό μενό 1. 

δ)  
4 4

2 2( )
2

 +
   + −  για κα θε α, β. 

 

8. Έστω α, β, γ θετικόι  αριθμόι . Να απόδει ξετε ό τι: 

α) 
2

2

2

2 
 + 


,  
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β) 
2

2

2

2 
 + 


, 

γ) 
2 2 2

2 2 2

2 2 2
8

     
 +  +  +              

. 

 

9. Αν x, y 0  και xy 1= , να απόδει ξετε ό τι: 

α) x y 2+  ,  

β) 
1 1 2

2 x 2 y 3
+ 

+ +
. 

Πό τε ισχυ ει η ισό τητα στις παραπα νω ανισό τητες; 

 

10. Να απόδει ξετε ό τι: 

α) 2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) 2( )− + −  +  − =  + +  −− −   

β) 2 2 2
 + +   + +  , για τυχαι όυς αριθμόυ ς α, β, γ. Πό τε ι-

σχυ ει η ισό τητα;. 

 

11. Αν 2  , να απόδει ξετε ό τι: 

α) 3 22 2   − + ,  

β) 3 22 2 +    + . 

 

12. Έστω 0  . Να απόδει ξετε ό τι: 

α) 
1

2 + 


,  

β) 4

2

1
2 +  


,   
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γ) 4

2

2 1
4 + + 

 
. 

Πό τε ισχυ ει η ισό τητα στις παραπα νω ανισό τητες; 

 

13. Να απόδει ξετε ό τι: 

α) 2 2 22 2 ( ) + +    +  ,  

β) 2( ) ( ) ( ) ( )++    +  − +  + − +   +−  . 

 

14. Αν α, β, γ ει ναι τα μη κη πλευρω ν τριγω νόυ, να απόδει ξετε ό τι: 

α) 2 2 2 2 +   −  ,  

β) 2 2 2 2 +   +  , 

γ) 2 2 2 2( ) + +   + +  . 

 

15. Δι νόνται όι θετικόι  αριθμόι  α, β, γ με 1 = . Να απόδει ξετε ό τι: 

α) 2+   ,  

β) 2 2 2 1 2( ) + +  +  +  ,  

γ) 2 2 2 3 + +   . 

 

16. Να απόδει ξετε ό τι: 

α) 
33 3

2 2

 +  + 
  
 

 για κα θε α, 0 . 

β) 
2 2 3 3

2 2 2

 +  +  +
   για κα θε α, 0.   
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17. Αν α, β, 0  , να απόδει ξετε ό τι: 

α)  
22


+   +

 
, 

β)  
2 2 2 2 2 2

2( )
 +  +   + 

+ +   ++ 
  

. 

 

18. Αν α, β και γ θετικόι  αριθμόι , να απόδει ξετε ό τι: 

α) 
3

2 2

2

3

 −


 ++
, 

β)  
3 33

2 2 2 2 2 2 3

   ++ 
+ + 

 ++  + +   +  +
. 

Πό τε ισχυ ει η ισό τητα; 

 

19. Έστω α, β, 0  , με 1 = . Να απόδει ξετε ό τι: 

α)  
2 2

2 2

1

3

 −+


 ++
. 

β)  
3 3 3 3 3 3

2 2 2 2 2 2

2
( )
3

 +  +   + 
+ +   ++ 

 ++  + +   +  +
. 

20. Αν 2 2 2 2 2 2x y 3, + +  = + + =  να απόδει ξετε ό τι x y 3 + +  . 

Πό τε ισχυ ει η ισό τητα; 

 

21. Αν α, β, γ και δ ει ναι τυχαι όι πραγματικόι  αριθμόι , να απόδει ξετε 

ό τι: 
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4 4 4 4 4 + +  +    . 

Πότε ισχύει η ισότητα; 

 

22. Αν 2+= , να απόδει ξετε ό τι 4 4 2 +  . 
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Απαντήσεις – υποδείξεις για τη λύση των ασκήσεων 

 

1. Είναι: 

3 21 −  −  ή 3 2 1 0 − − +   ή 

2 ( 1) ( 1) 0  − +  −   ή 

2( 1)( 1) 0 +  −  , πόυ ισχύει 

διότι 2 1 0 +   και 1  ή 1 0−  . 

β)  Είναι: 

1 +   +  ή 1 0 + − −   ή 

(1 ) (1 ) 0 − − −   ή 

( 1)(1 ) 0 − −  , πόυ ισχύει, 

διότι 1  ή 1 0−   και 1    ή 1 0−  . 

 

2. Είναι: 

• 65 2 63 3 21 212 2 2 4(2 ) 4 8 = =  = =   

• 22 7 22 3 7 22 21 21 215 125 5 (5 ) 5 5 5 (5 1) 4 5 = − = − = − = − =  . 

Επειδή 8 5 , θα είναι και 21 218 5 . 

Άρα 21 214 8 4 5   , δηλαδή    . 

 

3. α) Αρκεί να απόδείξόυμε ότι: 

• 4 2 2x y 2x y 0+ −   ή  2 2 2 2( x ) 2x y y 0− +   ή 

 2 2( x y ) 0−  , 

 η όπόία ισχύει, διότι γενικά 2 0   για κάθε α. 

• 4 2 2y x 2y x 0+ −    ή  2 2 2 2( y ) 2y x x 0− +   ή 
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 2 2( y x ) 0−  , 

 η όπόία ισχύει, διότι γενικά 2 0   για κάθε α. 

β)  Αφόύ: 

4 2 2x y 2x y 0+    και 4 2 2y x 2y x 0+   , 

• 
4 2 2

1 1

x y 2x y


+
 ή 

4 2 2

x x

x y 2x y


+
 ή 

  
4 2

x 1

2xyx y


+
 (1). 

• 
4 2 2

1 1

y x 2y x


+
 ή 

4 2 2

y y

y x 2y x


+
 ή 

4 2

y 1

2yxy x


+
 (2). 

Οι ανισότητες (1) και (2) έχόυν την ίδια φόρά, όπότε πρόσθέτόυμε κατά 

μέλη και παίρνόυμε: 

4 2 4 2

yx 1 1

2xy 2xyx y y x
+  +

+ +
 ή 

4 2 4 2

yx 1

xyx y y x
+ 

+ +
. 

Για να ισχύει η ισότητα στό ερώτημα (α), πρέπει: 

2x y 0− =  και 2y x 0− = . 

Πρέπει επόμένως 2x y=  και 2y x= . 

Η πρώτη σχέση δίνει: 

2 2 2( x ) y=  ή 4 2x y=  ή 4x x=  ή 

4x x 0− =  ή 3x( x 1) 0− =  ή 

2x( x 1)( x x 1) 0− + + = . 

Η τελευταία σχέση ισχύει μόνό αν x 1= . Άρα θα είναι x 1=  και y 1= . 
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Εναλλακτικά, όι 2x y= , 2y x= , δίνόυν 3 3x y= , όπότε x y= . Άρα x y 1= = . 

Αντίστόιχα και για τό ερώτημα (β). 

 

4. Γίνεται:     
(1 )(1 )

2 1 2 2
1

+  +
  ++  +   + 

+
 

1 0 (1 ) (1 ) 0− − +    − − −    

(1 )(1 ) 0 − −  , ισχύει. 

Η ισότητα ισχύει αν 1 =  ή 1 = . 

 

5. α) Είναι: 

3 3 ( ) −    −   ή 

2 2( )( ) ( ) 0 −  +  + −   −   ή 

2 2( )( ) 0 −  +  +  −    ή 

2 2( )( ) 0 −  +  , πόυ ισχύει. 

β) Είναι: 

3 3 3( ) −   −   ή 

2 2 3( )( ) ( ) 0 −  +  + −  −   ή 

2 2 2 2( ) ( ) ( 2 ) 0  −  +  + −  −  +     ή 

3 ( ) 0  −   

πόυ ισχύει, διότι 0 −  . 

 

6. Αρκεί: 

6 6 4 2 2 4x y x y x y+  +  ή 

4 2 2 4 2 2x ( x y ) y ( x y ) 0− − −   ή 

2 2 2 2 2( x y ) ( x y ) 0− +  , πόυ ισχύει. 
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Η ισότητα ισχύει μόνό αν 2 2x y 0− = , δηλαδή x y= . 

7. α) Αρκεί τελικά: 

2 2( 1) ( 2) 0 − +  −  , πόυ ισχύει. 

β)  Αρκεί τελικά 2( )( ) 0 +   −  , πόυ ισχύει. 

γ)  Είναι 2 21 2 +   , όπότε: 

2 2007 1 2 2007 2009 + +  +  =  . 

Όμόια 2 2007 1 2009 +  +   . 

Πόλλαπλασιάζόυμε κατά μέλη. 

δ)  Αρκεί: 

4 4 2 22 ( ) +     +  −   ή 

4 4 2 2 2 2( 2 ) 2 ( ) 0 + +   −   +   ή 

2 2 2 2 2( ) 2 ( ) 0 + −   +   ή 

2 2 2 2( )( 2 ) 0 +  + −     ή  2 2 2( )( ) 0 +   −  , 

πόυ ισχύει. 

 

8. α)  Αρκεί: 

2 2 2 2  +     ή 2( ) 0 −  , 

πόυ ισχύει. 

β) Όμόια. 

γ)  Πόλλαπλασιάζόυμε κατά μέλη τις ανισότητες: 

2
2

2

2 
 + 


,   

2
2

2

2 
 + 


,   

2
2

2

2
 + 


. 

 

9. Είναι: 

x y 2+   ή 
1

x 2
x

+   ή 2( x 1) 0−  , 
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πόυ ισχύει. Η ισότητα ισχύει όταν x y 1= = . 

β) Αρκεί: 

(2 y ) (2 x ) 2

(2 x )(2 y ) 3

+ + +


+ +
 ή 3(4 x y ) 2(x 2)(y 2)+ +  + +  ή  

2 x y +  ή x y 2+  , 

πόυ ισχύει από τό ερώτημα (α). 

Η ισότητα ισχύει αν x y 1= = . 

 

10. α)  Εκτελόύμε τις πράξεις στό Α μέλός. 

β)Σύμφωνα με τό ερώτημα (α) είναι: 

2 2 22( ) +  +  −  − −  =  

2 2 2( ) ( ) ( ) 0=  − +  −  +  −    

όπότε 2 2 2 0 + +  −  − −    κ.λπ. 

Η ισότητα ισχύει αν  =  =  , διότι: 

2 2 2( ) ( ) ( ) 0 − +  −  +  −  =  

μόνό αν: 

0 − =  και 0 −  =  και 0 −  = , 

δηλαδή αν  =  =  . 

11. α) Είναι: 

3 22 2   − +  ή 3 22 2 0 −  +−   ή 

2 ( 2) ( 2) 0  − +  −   ή 2( 1)( 2) 0 +  −   

πόυ ισχύει, διότι 2   και 2 1 0 +  . 

β)  Έχόυμε: 

3 2 3 22 2 2 2 0 +   +  + − −    

2 ( 1) 2( 1) 0   − +  −    

2( 2)( 1) 0  +  −   
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πόυ ισχύει διότι 2 1    και 2 2 0 +  . 

12. α) Αρκεί: 

1
2 0 + − 


 ή 2( 1) 0 −  , πόυ ισχύει. 

β)  Αρκεί: 

6 31 2 +     ή  3 2( 1) 0 −  , πόυ ισχύει. 

γ)  Είναι: 

4 4

2 2

2 1 1 2 
 + + =  + +  

   
 

2 1
2 2 2 2 4

 
  + =  +   = 

  
. 

Η ισότητα ισχύει μόνό αν 1 = . 

 

13. α) Είναι: 

2 2 22 2 ( ) +  +     +   ή 

2 2 22 2 2 + +    +   ή 

2 2 2 2( 2 ) ( 2 ) 0 + −  +  +  −    ή 

2 2( ) ( ) 0 − +  −   , πόυ ισχύει. 

β)  Είναι: 

2( ) ( ) ( ) ( ) + +     +  −  +  +  − +   + −    ή 

2 2 2 2 2 22 2 2 + +  +  +  +    +  −  + +  − +  + −   ή 

2 2 22 2 2 0 +  +    ή 2 2 22( ) 0 +  +   , 

πόυ ισχύει. 

 

14. α) Γίνεται: 

2 2( ) +    ή  +   , πόυ ισχύει. 
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β) Γίνεται: 

2 2( ) −    ή  −    πόυ ισχύει 

(τριγωνική ανισότητα). 

γ) Πρόσθέτόυμε τις: 

2 2 2 2 +   +  , 

2 2 2 2 +    +  , 

2 2 2 2 +    +   κ.λπ. 

 

15. α) Είναι 1 = , όπότε 
1

 =

. Αρκεί λόιπόν: 

2 +     ή  
1

2+  


  ή  2( 1) 0 −  , 

πόυ ισχύει. 

β) Ισχύει: 

2 2 2 +    και 2 1 2 +   . 

Άρα με πρόσθεση παίρνόυμε: 

2 2 2 1 2( ) + +  +   +  . 

γ)  Αφόύ 2 +    (από τό ερώτημα (α)), παίρνόυμε: 

2 2 2 1 2( ) 2 2 4 + +  +   +    =  

Άρα 2 2 2 4 1 3 + +   − = . 

 

16. Είναι: 

3 3 2 2( )( ) +  =  +   −  +  . 

α) Καταλήγόυμε στην: 

23( )( ) 0 +  −  , πόυ ισχύει. 

β)  Καταλήγόυμε στην: 
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2( )( ) 0 +   −  , πόυ ισχύει. 

 

 

17. α) Γίνεται: 

3 3 ( ) +     +    

2 2( )( ) ( ) 0  +  − + −   +    

2( )( ) 0  +  −  , πόυ ισχύει. 

β)  Τό Α μέλός γράφεται: 

2 2 2 22 2         
+ + + + +                     

 

( ) ( ) ( ) 2( )  + +  +  +  +  =  + +   

με βάση τό ερώτημα (α). 

 

18. α) Μας όδηγεί στην ισόδυναμία: 

2( )( ) 0 +   −  , πόυ ισχύει. 

β)  Με βάση τό ερώτημα (α). 

Απ. Όταν  =   ή  =  =   αντίστόιχα. 

19. α) Γίνεται: 

2 2 2 23 3 3 ... −  +    +  +    

2 2 2  +   , πόυ ισχύει. 

β)  Τό ερώτημα (α) δίνει: 

2 2

2 2

( )( )

3

 +  −+  +
 

 ++
 

3 3

2 2 3

 +  +
 

 ++
 κ.λπ. 

Η ισότητα ισχύει αν  =  =  . 
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20. Με βάση την ανισότητα 2 2 2 +   , παίρνόυμε: 

2 2x 2 x +   ,   2 2y 2 y +      και   2 2 2 +    . 

Πρόσθέτόυμε τις παραπάνω ανισότητες κατά μέλη και παίρνόυμε: 

2 2 2 2 2 2x y 2 x 2 y 2 + +  + + +    +  +   

3 3 2( x y ) x y 3. +   + +    + +    

Η ισότητα ισχύει όταν x =  , y =  , =  . 

 

21. Σύμφωνα με τη βασική ανισότητα: 

2 2x y 2xy+   

η όπόία ισχύει για κάθε x, y IR , παίρνόυμε: 

• 4 4 2 2 2 2 2 2( ) ( ) 2 + =  +     , 

• 4 4 2 2 2 2 2 2( ) ( ) 2 +  =  +     . 

Έτσι: 

4 4 4 4 2 2 2 22 2 + +  +     +        (1). 

Αλλά: 

 2 2 2 2 2 22 2 2 ( ) ( ) 2 2( )( )   +   =  +      , 

δηλαδή: 

2 2 2 22 2 4  +           (2). 

Οι σχέσεις (1) και (2), μεταβατικά, δίνόυν: 

4 4 4 4 4 + +  +    . 

Στην ανισότητα 2 2x y 2xy+  , η ισότητα ισχύει μόνό για x y= . Άρα η ισό-

τητα στη δόσμένη ανισότητα ισχύει μόνό αν: 

 =   και  =   ή αν =   και  =   ή 

=  και  =  . 
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22. Θέτόυμε 1= + , όπότε: 

2 2 1 + =   = −  = −  . 

Έτσι: 

4 4 2 2 2 22 ( ) ( ) 2 +    +     

2 2 2 2(1 2 ) (1 2 ) 2 +  +  + −  +     

4 2 4 22 2 12 2 6 0 +  +    +   , 

πόυ ισχύει. 

Η ισό τητα ισχυ ει μό νό αν 0 = , δηλαδη  ό ταν 1 =  και 1 = . 

 



 

 

 

 

| 


