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Εισαγωγικό σημείωμα 

 

 

 

Στα μαθηματικά η δημιουργία μιας εξίσωσης και η επίλυσή της έχει καθοριστική 

σημασία. Τα περισσότερα προβλήματα, στα οποία ζητούμε την τιμή ενός μεγέθους, είτε 

αυτό είναι μήκος ή χρόνος ή πλήθος ή αξία κ.λπ., οδηγούν, ανάγονται καλύτερα, σε μια 

εξίσωση (ή σύστημα εξισώσεων).  

Είναι επομένως πολύ σημαντικό οι μαθητές να κατανοήσουν όσο γίνεται καλύτερα 

τόσο τις τεχνικές για τη λύση εξισώσεων όσο και τον τρόπο μοντελοποίησης 

προβλημάτων από την καθημερινή ζωή, την επιστήμη ή άλλους τομείς από την 

ανθρώπινη δραστηριότητα. 
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A. Εξισώσεις με παραγοντοποίηση  
 

Για την λύση αυτών των εξισώσεων βασιζόμαστε στην ιδιότητα: 

 

Το γινόμενο δύο ή περισσότερων αριθμών είναι μηδέν, αν και μόνο, αν ένας 

τουλάχιστον παράγοντας είναι ίσος με μηδέν. Με συμβολική γλώσσα αυτό γράφεται:  

αβ 0 α 0 ή β 0=  = =  
 

 

Ασκήσεις 
1. Να λύσετε τις εξισώσεις: 

 α)  2 2(x 3) (x 7)(x 7) 2(x 3) 4+ + − + = − −   

 β) 2(2x 5)(2x 5) (2x 1) 3(2x 5) 1− + − + = − −  

 γ)  2 2 2 2(x 3) (x 5) (x 2) (x 6) 16.+ − − = − − + −  

 

2. Να λύσετε τις εξισώσεις: 

 α)  2x (x 4) 2x(x 4) x 4 0− + − + − = ,  

 β) 2 3 2x(x 1) x x 0− − + = , 

 γ) 2 2(x 1) x 1 0+ + − = ,  

 δ)  2(x 2) (2 x)(4 x) 0− − − + = , 

 ε) 2 2x(x 2) x 4x 4− = − + ,  

 στ)  2 2(x 4)(x 1) (x 1)(x 2)− − = − −  

 ζ) 3 2x 2x x 2 0− − + = ,  

 η)  3 2x 2x (2x 1)(x 2) 0− − − − = . 

 

Απαντήσεις - υποδείξεις 

1. α) x 3= , β) x 1= − , γ) x 1= − . 

2. Με παραγοντοποι ηση ε χουμε: 

α) 2 2(x 4)(x 2x 1) 0 (x 4)(x 1) 0− + + =  − + = . 

Απ. x 4=  ή x 1= − . 

β) 2x(x 1)(x 1) x (x 1) 0 x(x 1)(x 1 x) 0− + − − =  − + − = . 

Απ. x 0=  ή x 1= . 

γ)  2(x 1) (x 1)(x 1) 0 (x 1)(x 1 x 1) 0+ + − + =  + + + − = . 

Απ. x 1= −  ή x 0= . 
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δ)  2(x 2) (x 2)(x 4) 0 (x 2)(x 2 x 4) 0− + − + =  − − + + = . 

Απ. x 2=  ή x 1= − . 

ε)  2 2 2x(x 2) (x 2) (x 2) (x 1) 0− = −  − − = . 

Απ. x 2=  ή x 1= . 
στ) (x 2)(x 2)(x 1) (x 1)(x 1)(x 2) 0− + − − − + − =   

 (x 2)(x 1)(x 2 x 1) 0 − − + − − = . 

Απ. x 2=  ή x 1= . 

ζ)  2 2x (x 2) (x 2) 0 (x 2)(x 1) 0− − − =  − − = . 

Απ. x 2=  ή x 1=  ή x 1= − . 

η)  2x (x 2) (2x 1)(x 2) 0− − − − =   

 2 2(x 2)(x 2x 1) 0 (x 2)(x 1) 0 − − + =  − − = . 

Απ. x 2=  ή x 1= . 

 

 

B. Εξισώσεις με απαλοιφή των παρονομαστών   
 

Για την λύση αυτών των εξισώσεων βασιζόμαστε στο γεγονός ότι μια εξίσωση 

είναι ισοδύναμη με μια εξίσωση που προκύπτει αν πολλαπλασιάσουμε ή 

διαιρέσουμε και τα δύο μέλη της με έναν μη μηδενικό αριθμό. 

Αυτός ο αριθμός προτιμάμε να είναι το ΕΚΠ όλων των παρονομαστών ή κάποιο 

πολλαπλάσιό του.  

 

Ασκήσεις 
 

3. Να λύσετε τις εξισώσεις: 

α)  
x 1 x 2 5 x

1 3 1
4 3 12

 − + − 
− − + − =  

  
.   

β)  
3x 1 3 x

3 x 1 2 x 5x 2
4 5

  − + 
− − − − = −   

   

. 

γ) 
1 x x 3x
8 2 5 6 3(x 5) 5 0

2 3 2 2

    
− − + − − + − + =    

    
.  

δ)  
3x 2 7x 103 x 7

5 4x 9x
2 3 10 3 3

+ 
− + + − = − 

 
. 

ε) 
x 1 x 2 x 3 x 4

4
2 3 4 1 3 4 1 2 4 1 2 3

− − − −
+ + + =

+ + + + + + + +
.  

στ)   
x 1 x 2 x 3 x 4

4
2 3 4 5

+ + + +
+ + + = . 
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Απαντήσεις - υποδείξεις 

3. Πρω τα εξα γουμε τις παρενθε σεις. 
Απ. α) x 15= . β) x 7= . 

γ) Εκτελούμε την επιμεριστική ιδιότητα στην πρώτη αγκύλη. 

 Απ. x 6= . 

δ)  Είναι: 

7x 7x
5 4x 20x

10 2

 
+ = + 

 
. 

Πολλαπλασιάζουμε όλους τους όρους με το ΕΚΠ = 6. 

Απ. x 2= . 

ε)  Από τον κάθε όρο του πρώτου μέλους αφαιρούμε το 1. 

Απ. x 10= . 

στ) Από τον κάθε όρο του πρώτου μέλους αφαιρούμε το 1. 

Απ. x 1= . 
 

 

 

Γ. Παραμετρικές εξισώσεις 
 
Ασκήσεις 

 

1. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις για τις διάφορες τιμές των παραμέτρων: 

α)  2λ (x 1) 2(λx 2)− = − , β) λ(λx 1) 4x μ 3− = + −

. 

 

2. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 2 2(x α) (x β) 2α(α β)+ − + = −  έχει πάντα λύση. 

 

3. Να βρείτε τις τιμές των λ, μ ΙR , ώστε η εξίσωση 

2 2(λ μ 2λ 2μ 2)x μ λ 2004+ − + + = + +  να είναι αδύνατη. 

 

4. Να βρείτε τις τιμές των λ, μ ΙR , ώστε να ισχύει  λ (λ 1)x 2 μ 5− − = −  για κάθε 

x . 

 

5. Αν η εξίσωση 4 4 2 2(α β αβ 1)x α β 2α 2β 2+ + − = + + − +  είναι αόριστη, να βρείτε τις 

τιμές των α και β. 

 

6. Να λύσετε τις εξισώσεις για τις διάφορες τιμές του α: 
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α)  
x α 2

0
x 4 α 2 (x 4)(α 2)

+ + =
− − − −

, β) 
3x α

α 2
x 1

+
= −

−
. 

 

7. Αν η εξίσωση 8 6 2 2(α β αβ 1)x (α 1) (β 1)+ + − = − + +  είναι ταυτότητα, να βρείτε τις 

τιμές των α και β. 

 

Απαντήσεις - υποδείξεις 

1. α) Παι ρνουμε την εξι σωση: 
2λ(λ 2)x λ 4− = −  

Απ. • Για λ 0  και λ 2  μοναδική λύση 
λ 2

x
λ

+
=  

 • Για λ 0=  αδύνατη 

 • Για λ 2=  αόριστη (ταυτότητα). 

β) Η εξίσωση γράφεται: 
2(λ 4)x λ μ 3− = + − . 

• Για λ 2  , έχουμε μοναδική λύση: 

2

λ μ 3
x

λ 4

+ −
=

−
. 

• Για λ 2=  η εξίσωση γίνεται 0x μ 1= − , που είναι αόριστη για μ 1=  

και αδύνατη για μ 1 . 

• Για λ 2= −  η εξίσωση γίνεται 0x μ 5= − , που είναι αόριστη για μ 5=  

και αδύνατη για μ 5 . 

2. Μετα  τις πρα ξεις παι ρνουμε την εξι σωση: 
22(α β)x (α β)− = − . 

3. Πρε πει: 

• 2 2 2 2λ μ 2λ 2μ 2 0 (λ 1) (μ 1) 0+ − + + =  − + + =   

(λ 1 =  και μ 1= − ). 

• μ λ 2004 0+ +  . 

Απ. λ 1= , μ 1= − . 

4. Η δοσμε νη σχε ση γρα φεται: 
λ(λ 1)x 2λ μ 5− = + − . 

Πρέπει λ(λ 1) 0− =  και 2λ μ 5 0+ − = . 

Απ. (λ 0=  και μ 5)=  ή (λ 1=  και μ 3)= . 

5. Πρε πει και αρκει : 
4 4

2 2

α β αβ 1 0

α β 2α 2β 2 0

 + + − =


+ + − + =

. 
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Η δεύτερη δίνει: 

2 2(α 1) (β 1) 0 (α 1+ + − =  = − , β 1)=  

και επαληθεύεται έτσι και η πρώτη εξίσωση. 
Απ. α 1= − , β 1= . 

6. α) Πρε πει α 2  και x 4 , οπο τε παι ρνουμε: 

(α 1)x 2α 1− = −  

• Για α 1  και α 2 , έχει μοναδική λύση 
2α 1

x
α 1

−
=

−
, αρκεί επιπλέον 

3
x 4 α

2
   . 

• Για α 1=  και 
3

α
2

=  είναι αδύνατη. 

β) Πρέπει x 1 , οπότε (5 α)x 2 2α− = − . 

• Για α 5  είναι 
2 2α

x
5 α

−
=

−
. Πρέπει: 

2 2α
1 2 2α 5 α α 3

5 α

−
  −  −   −

−
. 

• Για α 5=  (και α 3)= −  είναι αδύνατη. 

7. Πρε πει το σο το Α ο σο και το Β με λος να ει ναι ι σα με 0. 
Απ. α 1= , β 1= − . 
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Δ . Εξισώσεις με απόλυτα 
 
Ασκήσεις 

 

1. Να λύσετε τις επόμενες εξισώσεις: 
α)  x 4= , β)  x 2 1− = − , 

γ) x 1 5− = , δ) 2x 3 3− =  

ε) 2x 1 x 5− = − ,  

στ) ( )2 x 2 3 4 2x 10− − + − = , 

ζ) 
2x 6 1 8 9 3x 15 5x 10

3 2 4

− − − − − −
− = , η) 2x 3x 1 3+ − = , 

θ) x 3 10 4− − = . 

 

2. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις: 

α)  
3 x 1 6 x 4

x
2 7

+ −
− = , 

β) 
( )2 x 7x 5

2 2
2 3

++
+ = − , 

γ) 
( )2 1x 1x 1 3

x 1 5
2 3

+−− +
− = − − , 

δ) 
2x 2 1 x 4 4x 31 3

3 1 6 9 8
3 2 9 6 2

     − − − −
+ − − = − +     

     
. 

 

3. Να λύσετε τις εξισώσεις: 

α) 
2 x 3 1 3 2 x 3 5 x 3 6 2x 13

3 4 6 12

+ − − + − + + −
− = − , 

β) 
5 x 2 19 5 2 x 6 3x 7 2x 4 1

4 6 2 3

− − − − − − − −
− = − , 

γ) 
x 3 6 4 3x 9 6 2x 3 9 3x 4

10 7 5 14

− − − − − + − −
− = − , 

δ) 
x 7 7 2x 14 1 7 3 7 x 7 x 7 21

4 5 8 10

+ + + + − + + +
− = + . 

 

4. Να υπολογίστε τον ακέραιο αριθμό x, ώστε να ισχύουν συγχρόνως οι σχέσεις: 
2(x 4) 4 x 0− − + =    και   2x 4x 4 2 x 0− + + − = . 

 

5. Να λύσετε τις εξισώσεις: 

α) 
93 6 2x 5 5 x x 25 0− + − + − = , 
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β) 
200 300100 2 2x 2 4 x x 3x 2 0− + − + − + = , 

γ) 
1000 2000 3000

2 3 8 5x 1 x 1 x x 2 0.− + − + + − =  

 

6. α) Να γράψετε χωρίς τα απόλυτα την παράσταση A(x) 2 x 3 3x 4= − − + . 

β)  Να λύσετε την εξίσωση A(x) 0= . 

 

7. Δίνεται η παράσταση A(x) x 3 x 2 x 4= − + + − − . 

α)  Να γράψετε την παράσταση Α(x) χωρίς τα απόλυτα. 
β)  Να λύσετε την εξίσωση A(x) 0= . 

 

8. Δίνεται η παράσταση A(x) x 3 2 x x 1= − + − − + . 

α)  Να απλοποιήσετε την παράσταση. 
β)  Να λύσετε την εξίσωση A(x) 0= . 

 

9. Να λύσετε τις εξισώσεις: 

α) x x 2 2− − = , β) x 3 2 x 1 4− + + = , 

γ) 2 x x 1 x 2− + + = + , δ) x 2 x 4 6 x x− + + = − + . 

 

10. Να λύσετε τις εξισώσεις: 

α) 2x 1 x 5− = − , β) ( )2 x 2 3 4 2x 10− − + − = , 

γ) x 3 2 x 4 x+ + − = − . 

 

11. Να λύσετε τις εξισώσεις: 

α) ( ) ( )3 2 x 3 1 1 2 6 2x 1 4− − − = − + + , β)  2x 4x 1 4− − = ,  

γ) x 3 x 3− = + . 

 

 

 

Απαντήσεις - υποδείξεις 

1. α) x 4= , x 4= − . β)  Αδυ νατη. 

γ)  x 6= , x 4= − . δ) x 0= , x 3= . 

ε) x 2= , x 4= − . στ) x 2= − , x 6= . 

ζ) x 1= , x 5= . 

η) x 4= − , x 1= , x 1= − , x 2= − . 

θ) x 17= , x 11= − , x 9= , x 3= − . 

2. α) x 3= , x 3= − . β) x 1= , x 1= − . 
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γ) x 4= − , x 6= . δ)  x 4= , x 2= − . 

3. α) x 1= − , x 5= − . β) x 3= − , x 7= . 

γ) 6 2x 2 x 3− = −  κ.λπ. 

Απ. x 9= , x 3= − . 

δ) Αδύνατη ( )x 7 ... 3+ = = − . 

4. Ει ναι: 
• 2 2(x 4) 4 x 0 (x 4) 4 x− − + =  − = −   

x 4 4 x x 4 (x 4) x 4 0 − = −  − = − −  −    

x 4  . 

• 2 2(x 2) 2 x 0 (2 x) x 2− + − =  − = −   

 2 x x 2 2 x (2 x) − = −  − = − −   

 2 x 0 x 2. −     

Άρα (x 4  και x 2) x [2, 4]   . Επομένως οι ακέραιες τιμές του x είναι οι 2, 3 και 4. 

5. Κα θε ο ρος ει ναι ι σος με μηδε ν. 
Απ. α) x 5= , β) x 2= , γ) x 1= . 

6. Δυ ο περιπτω σεις: 
x 3 0 x 3−     και x 3 0 x 3−    . 

Απ. α) 
5x 10 αν x 3

A(x)
x 2 αν x 3

− + 
= 

− − 
 

  β) A(x) 0 x 2=  = . 

7. Με τη βοη θεια του πι νακα προση μων. 

 Απ. α) 

3x 3 αν x 2

A(x) x 1 αν x ( 2, 3]

x 5 αν x 3

− −  −


= − +  −


− 

 

 β) (x 1= −  απορρίπτεται), x 1= , x 5= . 

8. α) Με τη βοη θεια του πι νακα προση μων. 

Απ. 

3x 6 αν x 2

A(x) x 2 αν x (2, 3]

x 4 αν x 3

− + 


= − + 


− 

. 

β) Με βάση το ερώτημα (α). 

Απ. x 2=  ή x 4= . 

9. α) Με πι νακα προση μων και περιπτω σεις. 
Απ. x [2, ) + . 

β) Εργαζόμαστε παρόμοια. 

Απ. x 1= − . 

γ)  Κατασκευάζουμε τον πίνακα προσήμων των όρων 2 x−  και x 1+ . 
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Απ. x 1=  ή x 3= . 

δ)  Με τη βοήθεια πίνακα προσήμων. 
Απ. x [ 4, 2] − . 

10. α) x 4= −  η  x 2= . β)  x 6=  η  x 2= − . 

γ) x 5= −  ή x 1= − . 

 

11. α) Ει ναι 6 2x 2 x 3− = − . 

Θέτουμε (προαιρετικά) x 3 ω− =  κ.λπ. 

Απ. x 2= −  ή x 8= . 

β)  Όπως στο ερώτημα (β). 

Απ. x 1= − , x 5= , x 1= , x 3= . 

γ)  Με τέχνασμα. 

• Για x 3 0 x 3+    −  είναι αδύνατη. 

• Για x 3 −  παίρνουμε: 

 2 2x 6 x 9 x 6x 9− + = + +   

 x x x 0 = −    

Απ. x [ 3, 0] − . 
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Ε.  Εξισώσεις δευτέρου βαθμού 
 

 
Ασκήσεις 

 

1. Να λύσετε τις επόμενες εξισώσεις: 
α)  2 2 2x 2αx α β 0+ + − = , α, β ,   

β)  2 2 2(α β )x 2(α β)x 2 0+ + + + = , α β , 

γ)  
1 1

x α
α x

+ = + , α 0 ,   

δ)   
x α α β

α x β α
+ = + , α, β 0 ,  

ε)  2 2 3 4α x 2α x α 1 0− + − = , α 0 ,  

στ) 2 2 4 2x 2α x α α 0− + − = , α . 

 

2. Για τα x που επαληθεύουν την εξίσωση 29x 12x 4 0+ + = , να αποδείξετε ότι: 

2 29x 18x 24 81x 3x 2 10+ + + + + = . 

 

3. Να λύσετε τις εξισώσεις: 
α)  2 2 2 2 2 2x 2(α β )x (α β ) 0− + + − = , 

β)  2 2 2 2 2 2 2(α β )x 2(α β )x α β 0− − + + − = , με α β , 

γ)  2 2 2 2 2(α γ )x 2(αβ γδ)x β δ 0− + − + − = , με α γ , 

δ) 2x (α β)x γ(α β γ) 0− + − + + = . 

 

4. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 2 2 2x 2(α β)x (α β) γ 0− + + + − =  δεν είναι ποτέ 

αδύνατη. 

 

5. Δίνεται η εξίσωση 2x λx 1 0+ + = . Να βρείτε τις τιμές του λ, ώστε η εξίσωση: 

α) να έχει πραγματικές ρίζες, 

β)  να είναι αδύνατη. 

γ)  να έχει μία διπλή ρίζα, την οποία και να βρείτε. 

 

6. Να βρείτε την τιμή του λ για τις οποίες οι παρακάτω εξισώσεις έχουν 

πραγματικές λύσεις: 

α)  2x 2x λ 0+ + = , β) 2x 4x 2λ 0− + = , 

γ)  22x λx 2 0+ + = , δ) 23x λx 3 0+ + = . 

 

7. Να αποδείξετε ότι: 
α)  η εξίσωση 2αx 2x 2 α 0+ + − = , α 0 , έχει πραγματικές ρίζες, 
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β)  η εξίσωση 2 2 2(κ λ )x 2(κ λ)x 2 0+ + + + =  με κ λ , είναι αδύνατη στο .  

γ)  η εξίσωση 2 2 3 4κ x 2κ x κ 1 0− + − = , με κ 0 , έχει δύο διαφορετικές 

πραγματικές ρίζες. 

 

8. Δίνεται η εξίσωση 2x (α β)x αβ γδ 0− + + − = , όπου α, β, γ, δ είναι ακέραιοι αριθμοί 

με α β γ δ− = − . 

α)  Να βρείτε τη διακρίνουσα της εξίσωσης και να τη γράψετε ως τέλειο 

τετράγωνο ακέραιου αριθμού. 

β)  Να λύσετε την παραπάνω εξίσωση και να αποδείξετε ότι οι ρίζες της είναι 

ακέραιοι αριθμοί. 

 

9. Αν η εξίσωση 2x αx β 0+ + =  έχει μία διπλή ρίζα, να αποδείξετε ότι η εξίσωση: 

2 2 2(2 2β α )x 2α(β 1)x 2β(β 1) α 0,− + + + + − + =  

α 0 , έχει επίσης μια διπλή ρίζα. 

 

10. Αν 2β 3γ , να αποδείξετε ότι η εξίσωση 2x βx γ 0− + =  είναι αδύνατη στο . 

 

11. Αν 2β αγ , να αποδείξετε ότι η εξίσωση 2 2 2 2 2(α β )x 2β(α γ)x β γ 0+ − + + + =  

είναι αδύνατη. 

 

12. Αν η εξίσωση 2 2 2(α 1)x 2(α β)x β 1 0+ − + + + =  έχει ρίζες, να βρείτε τις ρίζες 

αυτές. 

 

13. Αν οι α, β, γ και δ είναι ρητοί αριθμοί με α β γ δ− = − , να αποδείξετε ότι η ε-

ξίσωση: 
2x (α β)x αβ γδ 0− + + − =  

α) έχει ρητές ρίζες, 
β) οι ρίζες της εξίσωσης είναι οι β γ+  και α γ− . 

 

14. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με πλευρές α, β, γ και η εξίσωση: 
2 2 2 2 2(β γ )x 2αγx α β 0+ − + − = . 

Να αποδείξετε ότι αν η εξίσωση έχει μοναδική λύση, τότε το τρίγωνο είναι 

ορθογώνιο. 

 

15. Αν η εξίσωση 2x (α 3β)x αβ 0+ − + =  έχει μία διπλή ρίζα, να αποδείξετε ότι και η 

εξίσωση: 
2 2x (α 5β)x 4β 0+ − + =  

έχει επίσης μία διπλή ρίζα. Να εξετάστε αν οι παραπάνω εξισώσεις έχουν το ίδιο 
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είδος ριζών. 

 

16. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 
2

1 1 1

x α x β γ
+ =

− −
 έχει πάντα πραγματικές ρίζες. 

 

17. Αν α β γ 0+ + =  και α 0 , να αποδείξετε ότι οι ρίζες της εξίσωσης 

2αx βx γ 0+ + =  είναι οι 1x 1=  και 2

γ
x

α
= . 

 

18. Αν η εξίσωση 2 2(αx β) (γx δ) 0+ + + = , με αγ 0 , έχει πραγματικές ρίζες, να 

αποδείξετε ότι έχει μία διπλή ρίζα, τη 
β

ρ
α

= − . 

 

19. Δίνεται η εξίσωση 2(α γ β)x 2γx β γ α 0+ − + + + − = , με β α γ + . Αν οι αριθμοί α, 

β και γ είναι ρητοί, να αποδείξετε ότι: 

α) η εξίσωση έχει πραγματικές ρίζες. 

β) οι ρίζες της εξίσωσης είναι ρητοί αριθμοί. 

 

20. Αν τα α, β και γ είναι τα μήκη των πλευρών ενός τριγώνου, να αποδείξετε ότι η 

εξίσωση: 
2 2 2 2 2 2γ x (γ α β )x β 0+ − + + =  

δεν έχει ρίζες. 

 

21. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 2 2 2 2 2 2 2 2(β γ )x 2(α β γ )x α β 0+ + + + + + =  με αβ 0

, έχει πάντα δύο άνισες ρίζες. 

 

22. Δίνεται η εξίσωση 2λx (1 λ)x 1 0− − − = . 

α) Πότε η εξίσωση έχει δύο άνισες ρίζες; 

β) Πότε η εξίσωση έχει μόνο μία ρίζα; 

 

23. Δίνεται η εξίσωση 2λx (μ 2λ)x 2μ 0− + + = , όπου λ και μ είναι ρητοί αριθμοί. Να 

αποδείξετε ότι: 

α) η εξίσωση έχει πάντοτε πραγματικές ρίζες, 

β) οι ρίζες της εξίσωσης είναι ρητοί αριθμοί, με την προϋπόθεση ότι δεν είναι 

περισσότερες από δύο. 

 

24. Δίνεται η εξίσωση 2(λ 1)x (2λ 3)x λ 2 0+ − + + + = , με λ . 

α) Να βρείτε τις τιμές του λ, ώστε η εξίσωση να έχει μόνο μία λύση. 

β) Να λύσετε τη δοσμένη εξίσωση. 
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25. Ο καθηγητής έγραψε στον πίνακα την εξίσωση 2x 10x 20 0+ + =  και είπε στους 

μαθητές να γράψουν τις εξισώσεις που προκύπτουν αν προσθέσουν ή 

αφαιρέσουν στον συντελεστή του x ή στον σταθερό όρο (όχι όμως και τα δύο 

ταυτόχρονα) το 1. Κάποια στιγμή εμφανίστηκε στον πίνακα η εξίσωση 
2x 20x 10 0+ + = . Να αποδείξετε ότι κάποια από τις εξισώσεις που 

εμφανίστηκαν στο πίνακα είχε ακέραιες ρίζες. 

 

 

Απαντήσεις - υποδείξεις 

1. α) • Αν β 0 , το τε x β α= − , x α β= − − . 

 • Αν β 0= , τότε x α= − . 

β)  2Δ 4(α β) 0= − −  , αδύνατη. 

γ)  x α= , 
1

x
α

= − . 

δ)  x β= , 
2α

x
β

=  ( )2 2 2Δ (α β )= − . 

ε)  2Δ 4α= , 
2α 1

x
α

+
= , 

2α 1
x

α

−
= . 

στ) • Αν α 0 , τότε 2x α α= + , 2x α α= − . 

 • Αν α 0= , τότε x 0= . 

2. Ει ναι Δ 144 144 0= − = , οπο τε 
2

x .
3

= −  

3. α)  2
1x (α β)= − , 2

2x (α β)= + . 

β) 1

α β
x

α β

−
=

+
, 2

α β
x

α β

+
=

−
. 

γ)  Είναι 2Δ ... 4(αδ βγ) 0= = −  . 

Απ. 1

δ β
x

α γ

−
=

−
, 2

β δ
x

α γ

+
= −

+
. 

δ)  Είναι 2Δ (α β 2γ) 0= + +  . 

Απ. 1x α β γ= + + , 2x γ= − . 

4. Ει ναι: 
2 2 2 2Δ 4(α β) 4(α β) 4γ 4γ 0= + − + + =  . 

5. α) Πρε πει και αρκει : 
2Δ 0 λ 4 0 λ 2  −    . 

Απ. λ ( , 2] [2, ) − −  + . 

β)  Πρέπει και αρκεί Δ 0 ... λ 2    . 
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Απ. λ ( 2, 2) − . 

γ)  Πρέπει και αρκεί Δ 0= . 

Απ. λ 2=  (ρ 1),= −  λ 2= −  (ρ 1).=  

6. α)  Δ 0 4 4λ 0 λ 1  −    . 

β)  Δ 0 16 8λ 0 λ 2  −    . 

γ)  2Δ 0 λ 16 0 λ 4 λ 4  −      −  ή λ 4 . 

δ)  2Δ 0 λ 36 0 λ 6 λ 6  −      −  ή λ 6 . 

7. α) Ει ναι 2Δ 4(α 1) 0= −  . 

β)  Είναι 2Δ 4(κ λ) 0= − −  . 

γ)  Είναι 2Δ 4κ 0=  . 

8. α) Ει ναι: 
2Δ (α β) 4(αβ γδ) ...= + − − = =  

2 2 2(α β) 4γδ (γ δ) 4γδ ... (γ δ)= − + = − + = = + . 

β)  Είναι 
(α β) (γ δ)

x
2

+  +
= . Όμως: 

α δ β γ+ = +   και  α β γ δ− = − . 

Απ. 
α β γ δ

x β γ
2

+ + +
= = + , 

α β γ δ
x β δ

2

+ − −
= = − . 

9. Ει ναι 2
1Δ 0 α 4β=  = . 

Έτσι η δεύτερη εξίσωση γίνεται: 
2(β 1)x α(β 1)x β(β 1) 0+ + + + + =  (1). 

Αν είναι β 1 0 β 1+ =  =− , τότε: 

2 2α 4β α 4=  = − , άτοπο. 

Έτσι είναι β 1 0+   και η σχέση (1) είναι β βαθμού: 

2x αx β 0+ + =  

που είναι η ίδια με την πρώτη εξίσωση. 

Άλλος τρόπος 

Είναι: 
2 2

2Δ ... 4 4β(β 1) 4β(β 1) 0 = = + − + =  . 

10. Ει ναι: 

• 
2β

γ 0
3

  , δηλαδή γ 0 . 

• 2 2Δ β 4γ (β 3γ) γ 0= − = − −  , διότι: 

2β 3γ 0−    και  γ 0−  . 

11. Αν α β 0= = , το τε απο  τη σχε ση 2β αγ , προκυ πτει 0 0,  α τοπο. Άρα: 

α 0  ή β 0 , 
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που σημαίνει ότι 2 2α β 0+   και η εξίσωση είναι β βαθμού. Είναι: 

2 2 2 2 2 2Δ 4β (α γ) 4(α β )(β γ ) ...= + − + + = =  

2 24(β αγ) 0= − −  , 

αφού 2β αγ . 

12. Ει ναι: 
2 2 2Δ 4(α β) 4(α 1)(β 1)= + − + + =  

2 2 2 2 2 24(α 2αβ β α β α β 1)= + + − − − − =  

2 2 24( α β 2αβ 1) 4(αβ 1) 0= − + − = − −  . 

Πρέπει Δ 0 αβ 1=  = , οπότε η μοναδική ρίζα είναι η: 

2

2 2 2

1
α2(α β) α 1 1αρ

α2(α 1) α 1 α(α 1)

++ +
= = = =

+ + +
. 

Απ. 
1

ρ
α

= . 

13. α) Ει ναι: 

• 2 2Δ (α β) 4αβ 4γδ (α β) 4γδ= + − + = − + =  

2 2(γ δ) 4γδ (γ δ) 0= − + = +  . 

• 1,2

α β (γ δ)
x

2

+  +
=  . 

β)  Είναι: 

• 1

(α δ) (β γ)
x β γ

2

+ + +
= = + , διότι α δ β γ+ = + . 

• 2

(α γ) (β δ)
x α γ

2

− + −
= = − , διότι β δ α γ− = − . 

14. Ει ναι: 
2 2 2 2 2Δ ( 2αγ) 4(β γ )(α β )= − − + − =  

2 2 2 2 4 2 2 2 24(α γ α β β α γ β γ )= − + − + =  

2 2 2 24β (β α γ )= − + . 

Πρέπει Δ 0=  ή 2 2 2α β γ= + . 

15. Ει ναι: 

• 2 2 2
1Δ (α 3β) 4αβ α 9β 10αβ= − − = + −  

• 2 2 2 2
2Δ (α 5β) 16β α 9β 10αβ= − − = + − . 

Άρα 1 2Δ Δ= , οπότε οι εξισώσεις  έχουν το ίδιο είδος ριζών. 

16. Η εξι σωση (για x α , x β , γ 0)  γι νεται: 

2γ (2x α β) (x α)(x β)− − = − −   

2 2 2x (α β 2γ )x αβ (α β)γ 0 − + + + + + = . 

Είναι: 
2 2 2Δ (α β 2γ ) 4 αβ (α β)γ = + + − + + =   
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2 4 2(α β) 4γ 4γ (α β) 4αβ= + + + + − −  

2 2 44(α β)γ (α β) 4γ 0− + = − +  . 

17. Ει ναι: 
2 2 2Δ β 4αγ ( α γ) 4αγ ... (α γ) .= − = − − − = = −  

Άρα: 

• 1

β α γ α (β γ)
x 1

2α 2α

− + − − +
= = = . 

• 2

β α γ 2γ γ
x

2α 2α α

− − +
= = = . 

18. Η εξι σωση γρα φεται: 
2 2 2 2 2(α γ )x 2(αβ γδ)x β δ 0+ + + + + =  

και έχει διακρίνουσα: 
2Δ ... 4(αδ βγ) 0= = − −  . 

Πρέπει λοιπόν Δ 0= , οπότε 
2 2

αβ γδ
ρ

α γ

+
= −

+
. 

Όμως 
βγ

Δ 0 αδ βγ δ
α

=  =  = . 

Έτσι: 

2 2

2 2 2 2

βγ
αβ γ β(α γ ) βαρ

αα γ α(α γ )

+ + −
= − = − =

+ +
. 

19. α) Ει ναι: 

( )( )2Δ ... 4 γ γ (α β) γ (α β) = = − + − − − =   

2... 4(α β) 0= = −  . 

β) Οι ρίζες είναι οι 1,2

γ (α β)
x

α γ β

−  −
=

+ −
, που είναι ρητοί αριθμοί. 

20. Ει ναι: 
Δ ... (α β γ)(β γ α)(β α γ)(β α γ) 0= = + + + − + − − −   

διότι: 
β α γ + ,  β γ α+  ,  β α γ+   

και  α β γ 0+ +  . 

21. Ει ναι: 
4 4 2 2 2 2 2 2Δ ... 4(α γ α β β γ α γ ) 0= = + + + +  . 

22. Προσοχη ! Δεν γνωρι ζουμε τον βαθμο  της εξι σωσης. Έτσι: 

α) Για λ 0=  η εξι σωση ε χει μοναδικη  λυ ση x=1.  Για λ 0  ει ναι: 
2Δ ... (λ 1)= = + . 

Απ. λ 1 −  και λ 0 . 

β)  Για λ 0=  η εξίσωση έχει μοναδική λύση x=1. Για λ 0  πρέπει Δ 0= , οπότε λ 1= −  

Απ. λ 1= − , λ 0= . 



[20] 
 

23. α) Προσοχη ! Δεν γνωρι ζουμε τον βαθμο  της εξι σωσης. Έτσι: 
• Αν λ 0= , τότε η εξίσωση γίνεται μx 2μ= , η οποία είτε έχει μοναδική λύση τη x 2=  (αν 

μ 0),  είτε είναι αόριστη (αν μ 0).=  

• Αν λ 0 , τότε 2Δ ... (μ 2λ) 0= = −  . 

β)  Οι ρίζες της εξίσωσης είναι οι: 

1,2

μ 2λ (μ 2λ)
x

2λ

+  −
= , 

που είναι ρητές. 

24. α) Στην εξι σωση: 
2(λ 1)x (2λ 3)x λ 2 0+ − + + + =  (1) 

είναι: 
α λ 1= + ,  β (2λ 3)= − +  και γ λ 2= + . 

Επειδή ο συντελεστής α λ 1= +  περιέχει την παράμετρο λ, δεν μπορούμε αμέσως να 

γνωρίζουμε τον βαθμό της εξίσωσης. 

Διακρίνουμε λοιπόν τις περιπτώσεις: 

• α 0 λ 1 0 λ 1=  + =  = − . 

Για λ 1= −  η εξίσωση (1) γίνεται: 
20x ( 2 3)x ( 1) 2 0− − + + − + =   

x 1 0 x 1 − + =  = . 

Βλέπουμε ότι για λ 1= −  η εξίσωση έχει τη μοναδική λύση x 1= . 

• α 0 λ 1 0 λ 1  +    − . 

Για λ 1 −  η εξίσωση (1) είναι β βαθμού. Έτσι, για να έχει η εξίσωση (1) μόνο μία ρίζα, θα 

πρέπει (και αρκεί) Δ 0= . Όμως: 
2Δ (2λ 3) 4(λ 1)(λ 2)= + − + + =  

2 24λ 12λ 9 4λ 12λ 8 1 0= + + − − − =   

Άρα, για λ 1 − , η εξίσωση έχει πάντα δύο άνισες ρίζες. Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι η εξίσωση 

έχει μόνο μία λύση, αν λ 1= − . 

β)  Για λ 1= −  είδαμε ότι η εξίσωση έχει μόνο τη ρίζα x 1= . Για λ 1 −  είναι Δ 1= , οπότε: 

1,2

β Δ 2λ 3 1
x

2α 2(λ 1)

−  + 
= =

+
. 

Δηλαδή: 

• 1

2λ 3 1 2(λ 2) λ 2
x

2(λ 1) 2(λ 1) λ 1

+ + + +
= = =

+ + +
, 

• 2

2λ 3 1 2λ 2
x 1

2(λ 1) 2(λ 1)

+ − +
= = =

+ +
. 

Έτσι η εξίσωση (1) έχει ρίζες τις x 1=  και 
λ 2

x
λ 1

+
=

+
. 

25. Έστω 2x αx β 0+ + =  η εξι σωση. Αρχικα  ει ναι α 10=  και β 20= , ενω  στο τε λος ει ναι 

α 20=  και β 10= . Οι αλλαγε ς γι νονται σε κα θε βη μα με προ σθεση του +1 η  –1 μο νο στον 

ε ναν απο  τα α, β. Άρα σε κα ποια στιγμη  οι αριθμοι  α, β διαφε ρουν κατα  1, δηλαδη  θα ει ναι: 
α λ 1= +  και β λ= . 

Άρα: 
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2x (λ 1)x λ 0 ...+ + + =    

x 1 = −  ή x κ= −  

δηλαδή οι ρίζες είναι ακέραιοι αριθμοί. 
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ΣΤ. Προβλήματα μοντελοποίησης 
 

Προβλήματα 
 

1. Ένα ορθογώνιο έχει εμβαδόν 280cm . Αν ελαττώσουμε τη μια του διάσταση κατά 

3 cm και αυξήσουμε τη άλλη κατά 6 cm, το εμβαδόν του δεν μεταβάλλεται. Να 

βρείτε τις διαστάσεις του ορθογωνίου. 

 

2. Ένας μαθητής διέθεσε 60 € για να αγοράσει ορισμένα ολόιδια τετράδια. Αν το 

κάθε τετράδιο είχε 1 ευρώ λιγότερο, τότε με τα χρήματα αυτά θα αγόραζε 3 

επιπλέον τετράδια. Πόσα τετράδια αγόρασε ο μαθητής αυτός; 

 

3. Ένα κατάστημα ηλεκτρονικών ειδών αγόρασε ορισμένες φωτογραφικές μηχανές 

και έδωσε 2400€. Κατά τη μεταφορά όμως 4 μηχανές καταστράφηκαν. Τις 

υπόλοιπες μηχανές το κατάστημα τις πούλησε με κέρδος 40€ και έτσι κέρδισε 

συνολικά 160€. Πόσες μηχανές είχε αγοράσει το κατάστημα; 

 

4. Οι 60 μαθητές της Γ Γυμνασίου πλήρωσαν για μια θεατρική παράσταση 1750 

ευρώ. Ο κάθε μαθητής πλήρωσε τόσα ευρώ, όσα ήταν τα κορίτσια της τάξης, και 

η κάθε μαθήτρια πλήρωσε τόσα ευρώ, όσα ήταν τα αγόρια της τάξης. Να βρείτε 

τον αριθμό των αγοριών και τον αριθμό των κοριτσιών της τάξης, αν τα αγόρια 

είναι περισσότερα από τα κορίτσια. 

 

5. Δύο εργάτες χρειάζονται 12 ημέρες για να τελειώσουν ένα έργο, όταν εργάζονται 

και οι δύο μαζί. Ο ένας μόνος του χρειάζεται 7 ημέρες περισσότερες από τον άλλο 

για να τελειώσει το ίδιο έργο. Να βρείτε πόσες ημέρες χρειάζεται ο καθένας μόνος 

του για να τελειώσει το έργο. 

 

6. Το ψηφίο των μονάδων ενός διψήφιου αριθμού α είναι κατά 2 μεγαλύτερο από 

το ψηφίο των δεκάδων. Όταν ο αριθμός αυτός διαιρεθεί με το γινόμενο των 

ψηφίων του, δίνει πηλίκο 3. Να βρείτε τον αριθμό αυτό. 

 

7. Ένα τρένο κάνει τη διαδρομή ΑΒ με σταθερή ταχύτητα. Αν το τρένο πήγαινε κατά 

6 km/h γρηγορότερα, θα συντόμευε το ταξίδι κατά 4 ώρες, ενώ αν πήγαινε 

αργότερα κατά 6 km/h, θα αργοπορούσε κατά 6 ώρες, από τον συνηθισμένο 

χρόνο. Πόση είναι η απόσταση ΑΒ που διανύει το τρένο; 

8. Δύο κινητά Κα και Κβ ξεκινούν από τα σημεία Α και Β αντίστοιχα ενός δρόμου, 

κινούνται με σταθερή αλλά διαφορετική ταχύτητα και κατευθύνονται το ένα 
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προς το άλλο. Τη στιγμή που συναντώνται, το Κβ έχει διανύσει 60 km 

περισσότερα από το Κα. Από τη στιγμή της συνάντησης και σε 5 ώρες το κινητό 

Κβ φτάνει στο Α, ενώ σε 7 ώρες και 12 λεπτά από τη στιγμή της συνάντησης το 

κινητό Κα φτάνει στη θέση Β. Πόσο απέχουν μεταξύ τους τα σημεία Α και Β; 

 

9. Δύο παραποτάμια χωριά Α και Β του Δούναβη απέχουν μεταξύ τους 24 km. Ο 

χρόνος που χρειάζεται ένα ποταμόπλοιο για να πάει από το Α στο Β και να 

επιστρέψει είναι 10 h και 40 s. Αν η ταχύτητα του ρεύματος του ποταμού είναι 

3 km/h, να βρείτε την ταχύτητα του πλοίου. 

 

10. Δύο δρομείς μεγάλων αποστάσεων τρέχουν με την ίδια κατεύθυνση σε έναν 

κυκλικό στίβο, με σταθερή ταχύτητα. Ο γρηγορότερος δρομέας προσπερνάει 

τον αργό κάθε 12 λεπτά και κάνει τον κάθε γύρο 10 δευτερόλεπτα λιγότερο απ' 

ότι ο άλλος. Σε πόσο χρόνο διανύει ο γρήγορος αθλητής τον κάθε γύρο; 

 

Απαντήσεις - υποδείξεις 

1. Ει ναι: 
xy 80=  και (x 3)(y 6) 80− + = . 

Έτσι: 

y 2x 6= −   και  xy 80= . 

2. Έστω ο τι αγο ρασε x τετρα δια. Η τιμη  του καθενο ς η ταν 
60

x
. Η νε α τιμη  θα ε πρεπε να ει ναι 

60

x 3+
. Πρε πει: 

60 60
1

x x 3
− =

+
 ή 2x 3x 180 0+ − =  

με x θετικό ακέραιο. 

Απ. x 12= . 

3. Έστω x μηχανε ς. Το κο στος ει ναι 
2400

x
. Αφου  4 καταστρα φηκαν, που λησε τις υπο λοιπες 

x 4−  με τιμη  
2400

40
x

+  και εισε πραξε 
2400

(x 4) 40
x

 
− + 

 
. Το κε ρδος η ταν 160 €, οπο τε: 

2400
(x 4) 40 2400 160

x

 
− + − = 

 
 ή 

60
(x 4) 1 64

x

 
− + = 

 
  ή  2x 8x 240 0− − = . 

2Δ 64 960 1024 32= + = = . 

Απ. x 20= . 

4. Αν x η ταν τα αγο ρια, το τε τα κορι τσια η ταν 60 x− . Τα αγο ρια πλη ρωσαν x(60 x)− € και τα 
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κορι τσια (60 x)x− €. Πρε πει: 

x(60 x) (60 x)x 1750− + − =   ή 

2x 60x 875 0− + = . 

Άρα x 25=  ή x 35= . 

Απ. 35 αγόρια, 25 κορίτσια. 

5. Έστω ο τι ο ε νας χρεια ζεται x ημε ρες για να τελειω σει το ε ργο. Άρα ο α λλος χρεια ζεται x 7+  

ημε ρες. Σε μια ημε ρα ο ε νας τελειω νει το 
1

x
 του ε ργου και ο α λλος το 

1

x 7+
 του ε ργου. Αλλα  

και οι δυ ο μαζι  σε μια ημε ρα τελειω νουν το 
1

12
 του ε ργου. Επομε νως: 

1 1 1

x x 7 12
+ =

+
. 

Με x 0  και x 7 − , προκύπτει η εξίσωση: 
2x 17x 84 0− − = . 

Άρα x 4= −  (απορρίπτεται) ή x 21= . 

Απ. 21 και 28 ημέρες. 

6. Έστω α xy 10x y= = + . Το τε: 

y x 2= +   και 

210x y 3xy ... 3x 5x 2 0+ =   − − = . 

Απ. x 2= , y 4= , α 24= . 

7. Έστω x η κανονικη  (συνη θης) ταχυ τητα και ΑΒ y= . Προκυ πτουν απο  τα δεδομε να οι 

εξισω σεις: 

• 2y y
4 4x 24x 6y

x 6 x
= −  + =

+
. 

• 2y y
6 6x 36x 6y

x 6 x
= +  − =

−
. 

Άρα, εξισώνοντας τα πρώτα μέλη, παίρνουμε: 
22x 60x 0 x 30− =  = . 

Απ. AB 720 km= . 

8. Έστω: 
AB 2x= , AΓ α=  και ΒΓ β= , 

όπου Γ το σημείο συνάντησης. 

 

Τότε: 
• α β 2x+ = , • β α 60− = . 

Είναι: 

β 30 x

α x 30

= +


= −
. 

Έστω αυ  και βυ  οι ταχύτητες των αΚ  και βΚ . Τότε: 
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• α

β

υ α x 30

υ β 30 x

−
= =

+
 (1). 

• α α α α

12 30 x
β t υ 30 x 7 υ υ

60 7,2

+ 
=   + = +   = 

 
, 

όπου αt  ο χρόνος για να πάει το αΚ  από το Γ στο Β. 

• β β β β

x 30
α t υ x 30 5υ υ .

5

−
=   − =  =  

Άρα η σχέση (1) γράφεται: 

30 x
x 30 50 30 x x 307,2

x 30 30 x 72 x 30 30 x

5

+

− + −
=   = 

− + − +
 

   
2

2 2

2

25 (30 x)
1 5(30 x) 6(x 30)

36 (x 30)

+
  =  + = − 

−
 

5(30 x) 6(x 30) + = − , x 30 . 

Απ. x 330= , AB 660 km= . 

9. Έστω x km/h η ταχυ τητα του πλοι ου. Υποθε τουμε πως καθω ς το πλοι ο κινει ται απο  το Α στο 

Β πλε ει παρα λληλα με το ρευ μα του ποταμου . Επομε νως θα χρειαστει : 

24
h

x 3+
. 

Για να επανέλθει το πλοίο από το Β στο Α, κόντρα στο ρεύμα, θα χρειαστεί 
24

h
x 3−

. Θα είναι 

επομένως: 

24 24 40
10

x 3 x 3 60
+ = + 

+ −
 

24 24 32

x 3 x 3 3
 + = 

+ −
 

3 3 4

x 3 x 3 3
 + =

+ −
     (1). 

Πρέπει x 3 . Με τον περιορισμό αυτό η σχέση (1) γίνεται: 

9(x 3) 9(x 3) 4(x 3)(x 3)− + + = + −   

29x 27 9x 27 4x 36 − + + = −   
2 24x 18x 36 0 2x 9x 18 0 − − =  − − = . 

Είναι 2Δ 81 144 225 15= + = = , οπότε: 

ή
9 15 3

x x 6 x
4 2

  
=  = = − 

 
. 

Δεκτή όμως είναι μόνο η τιμή x 6= , οπότε η ταχύτητα του ποταμόπλοιου είναι 6 km/h. 

10. Καταλη γουμε στην εξι σωση: 

720 720
1

x x 10
− =

+
 

όπου x ο χρόνος του ταχύτερου. 

Απ. x 80= . 
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