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Εισαγωγικό σημείωμα 
 

Το παρακα τω μαθηματικο  υλικο  απευθυ νονται  στους/στις  μαθητε ς 

/τριες για καλυ τερη κατανο ηση των ριζω ν, για περαιτε ρω ε ρευνα, εμβα -

θυνση και μελε τη, ω στε να αναπτυ ξουν, αν το επιθυμου ν, τις μαθηματι-

κε ς τους δεξιο τητες και ικανο τητες, πα ντα υπο  τι πρι σμα ο τι «τα αγαθα  

κο ποις κτω νται». 

 

Υπα ρχουν ασκη σεις ο λων των επιπε δων δυσκολι ας. 

Ορισμε νες απο  αυτε ς ε χουν θεωρητικο  χαρακτη ρα και ε χουν ως σκοπο  

τη συ νθεση των βασικω ν εννοιω ν με ευρυ τερες γνω σεις και  απο  α λλες 

ενο τητες της Άλγεβρας. 

 

Επειδη  θεωρου με ο τι δεν υπα ρχει τι ποτε που να μη μπορει  να εξηγηθει  

και να κατανοηθει , τολμου με να παρουσια σουμε στους/στις μαθη-

τε ς/τριες μας τον παρο ντα οδηγο -διδακτικο  εγχειρι διο με την βεβαιο -

τητα ο τι μο νο ωφε λεια θα προκυ ψει αν ενσκη ψουν στο περιεχο μενο  του 

με θα ρρος, υπομονη , επιμονη  και «ανοιχτο  μυαλο », αρετε ς που καλλιερ-

γου νται και αναπτυ σσονται με την ενασχο ληση με τα Μαθηματικα . 

 



 

 

 

Περιεχόμενα 

 

Ρι ζες πραγματικω ν αριθμω ν ..................................................................................... 5 

Υποδει ξεις για τη λυ ση των ασκη σεων .............................................................. 15 
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Ορισμός: 

Ν-οστη  ρι ζα ενο ς μη αρνητικου  αριθμου    λε με τον μη αρνητικο  αριθμο  

x  που ο ταν υψωθει  στην ν-οστη δυ ναμη δι νει τον .  

 

Επομε νως με 0   και x 0  ισχυ ουν: 

◈ Αν x
=   τότε x  =  και   

◈ Αν x  =  τότε x .
=   

 

Πίνακες με τις ιδιότητες των ν-οστών ριζών: 

 

( )


  =    και  ,
 

 =   με 0   

 
 =  =  , ν α ρτιος 

,    =   με , 0    

,





 
=


 με 0   και 0   

 

Με την προϋπόθεση ότι οι εμφανιζόμενες παραστάσεις έχουν νό-

ημα ισχύουν ακόμα: 

 

1 2 1 2. . . . . .   
       =         

( )


   =   
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 1 
=


  και 

1
 −

 


=



 

 
 =   

  
 =   

   =    

 

 

Ασκήσεις στις ρίζες 

 

Για τη λυ ση των παρακα τω ασκη σεων χρησιμοποιου με κυρι ως τον ο-

ρισμο  και τις βασικε ς ιδιο τητες  των ριζω ν. 

 

1. Να βρείτε την τιμή του x, ώστε να ισχύει x 7 2 4 4+ + + = . 

 

2. Να βρείτε το λάθος στον συλλογισμό που ακολουθεί: 

Είναι: 

− = −  − + = − + 
25 25

4 10 9 15 4 10 9 15
4 4

 

       
 − = −  − = −        

       

2 2 2 2
5 5 5 5

2 3 2 3
2 2 2 2

 

 − = −  =
5 5

2 3 2 3
2 2

!!! 
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3. Αν είναι 1684 256 =  =  = , να βρείτε τους αριθμούς α, β και γ. 

 
4. Αν 2 x 3−   , να αποδείξετε ότι: 

2 2 2 2 2 2x 6x 9 x 12x 36 (3x 1) (3x 5) 5− + + + + + + − + = . 

 

5. Να συγκρίνετε τους αριθμούς: 

α)  2 6 = +  και 3 2 = + ,  

β)  5 2 = −   και  10 2 = − . 

 

6. Να συγκρίνετε τους αριθμούς: 

1 2 3 = − +    και   2 3 5 = − + . 

 

7. Αν οι αριθμοί α, β και γ είναι ομόσημοι, 1 =  και: 

 +  +  =  +  +  , 

να αποδείξετε ότι: 

1 =  =  = . 

 

8. Αν 


=
 

, να αποδείξετε ότι: 

2 2 2 22 2 2 2

4
2 2 2 2 2 2 2 2

( )( )

( )( )

 +  +  +  +   + 
=

 −   −   −  +  − 

. 

 

9. Αν είναι 2 22 5 6 10 3 −  + +  −  + = , να αποδείξετε ότι 1 =  και 

3 = . 
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10. Να γίνουν ρητοί οι παρονομαστές στις παραστάσεις που ακολου-

θούν: 

α) 
2

5 2
 =

−
, 

β) 
1 3

3 1

−
 =

+
. 

 

11. Αν είναι 
3 2

3 2

−
 =

+
  και  

3 2

3 2

+
 =

−
, να αποδείξετε ότι: 

2 23 5 3 289 −  +  = . 

 
12. Να γράψετε τα παρακάτω κλάσματα με τέτοιο τρόπο, ώστε να μην 

περιέχουν ριζικά στον παρονομαστή: 

α) 
 − 

 =
  −  

, 

β) 
  +  

 =
 + 

. 

 

13. Αν είναι 
1

x
2 3

=
−

  και  
1

y
2 3

=
+

, να αποδείξετε ότι: 

2 22x 3y 5xy 30 4 3+ − = − . 

 
14. Να βρείτε την τιμή της παράστασης: 

33 4 5 2 7
A 2 1

4

  − −  −
=  −  + −

 −
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για 8 = . 

15. Να βρείτε την τιμή της παράστασης 
1

 − 
 =

+ 
, όταν 

2 1

2 1

+
 =

−
 και 

1

2
 = . 

 

16. Αν α, β είναι θετικοί ρητοί αριθμοί με    , να αποδείξετε ότι ο α-

ριθμός 
  −     +  

 = +
 −   + 

 είναι ρητός. 

 

17. Αν 1x 1821+
= , να βρείτε την τιμή της παράστασης: 

21 1 2 1x x
+ + +

 =   με x 0 . 

 

18. Αν 3 4x x 2011+ = , να υπολογίσετε την παράσταση: 

2 22 2 4 3 3 11A x x x x
+ ++ + − +

=  +  , με x 0 . 

 

19. Να αποδείξετε ότι: 

α)  21 13 7 4 5+ + + = ,  

β)  2
   =  , 0  , 

γ) 2 4 8 1614x 21x 19x 9x 3 x− + − = , 

δ) x y 4xy x y 4xy x y+ +  + − = − , όπου x y 0  , 
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ε)  3 3 3 33 3  −  −     +  −  =  , όπου 0    , 

στ)
32 43 ,

        =   R +    και ν, 
 , 

ζ) ( )
2

2 3 2 3 2+ − − = , 

η) ( ) ( )
2

2 3 2 3 2 3 2 3 54 − − + + + =  . 

θ) 3 6 3 6 23 3x x x y x x x y y ,− −  + − =  2x y . 

 

20. Να απλοποιήσετε τις παρακάτω παραστάσεις: 

α) 3 6A 5 10 40=   ,  

β) 6 380 10 20 =   . 

 

21. Να αποδείξετε ότι: 

α) 3 42 3 212       =  , 0   

β) ( ) ( )
2 2

2 3 3 2 6 2 3 105− + + = . 

 

22. Αν είναι x 4 3= +   και  y 4 3= − , να βρείτε την τιμή της παράστα-

σης 2 2 1 1A 6x 6y 5x y− − − −
= + − . 

 

23. Να αποδείξετε ότι: 

α) 
3 1 3 1

4
3 1 3 1

− +
+ =

+ −
, 
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β)  
4 4

8 3
3 2 3 2

+ =
+ −

, 

γ) 
2 1 2 1

6 1
3 1 3 1

+ −
+ = −

+ −
, 

δ) 
  +  

= 
 + 

, όπου α, R
+ , 

ε) 
2 2

2

2 2

x x 1 x x 1
4x x 1

x x 1 x x 1

+ − − −
− = −

− − + −

, αν x 1 . 

 

24. Να αποδείξετε ότι: 

2 3 2 3
4

2 3 2 3

+ −
+ =

− +
. 

 

25. Να αποδείξετε ότι: 

12 20

11 6

98 162 9 3
48

9 2750 32

+ +
 =

+−
. 

 

26. Αν 1   και 1  , να αποδείξετε ότι: 

2 22

2 2 2

1
: :

1

  −   − +  
  =   +   −   − 

. 

 

27. Αν α, 0   με    , να βρείτε την τιμή της παράστασης: 
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3 3
1

:
1 1

  +      = − −    −   +   −    +   

. 

28. Αν α, 0   και    , να αποδείξετε ότι: 

3 3

2 2

1 1
2

 −  
+  = 

 +  +  −   +  

. 

 

29. Αν είναι 
1

x
2

 
= − 

  
  και  

2

2

2 1 x

x 1 x

 +
 =

+ +

, όπου α, 0  , να α-

ποδείξετε ότι  =  + . 

 

30. Αν α, β και γ είναι θετικοί αριθμοί με 1 + +  = , να αποδείξετε 

ότι: 

2 2 2 2 2 2

2 2 2

( 1)( 1) ( 1)( 1) ( 1)( 1)
2

1 1 1

 +  +  +  +  +  +
  +   +   =

 +  +  +
. 

 

31. Για τις πλευρές α, β και γ ενός τριγώνου ΑΒΓ, όπου    , ισχύει η 

σχέση 
1

1


+


=

 
−

  + 

. Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο αυτό είναι ορ-

θογώνιο. 
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32. Αν είναι 
2 2

3

3 2

( )x
A x

 + 
= − + 

 

  και  
3 2

x


=


, να αποδείξετε ότι 

0 = . 

33. Αν x και y είναι θετικοί αριθμοί με x y , να απλοποιήσετε την παρά-

σταση: 

2
x x y y x y

A xy
x yx y

  + +
= −  

  −+   

. 

 

34. Να υπολογίσετε τις επόμενες παραστάσεις: 

α)  
2 2

2 2 2

1 1 1
A

1 1 1

  +  +  −  +
 = −
 

 +  −  +  +  + 

,  

β) 
2 2

2 2 4

1 1 2

1 1 1

+  − 
 = + −

−  +  − 

, ( 1, 1) − . 

 

35. Να αποδείξετε ότι: 

21 x 1 x 1 x
1

x1 x 1 x 1 x 1 x

+ − −
− = −

+ + − + − −
 

όπου x R
 , με 1 x 1−   . 

 

36. Αν α, β, γ και δ είναι φυσικοί αριθμοί με  +  =  +   (οι β και δ 

δεν είναι τέλεια τετράγωνα), να αποδείξετε ότι  =   και  =  . 

 

37. Να αποδείξετε ότι: 
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2 2

1

− −      +   +   −   +   − − − =   
     +   +   +   +   −     

, 

όπου α, 0   και    . 

38. Να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης 
x x

x x

 + −  −
 =

 + +  −
, όπου 

2

2
x

1


=

 +
, 0  , x−    , 1  . 

 

39. Να βρείτε τις τιμές του x για τις οποίες ορίζονται οι παραστάσεις: 

α) x 2 7 x = − + − , 

β) B x 3 5 x= − − − , 

γ) 3 x x 1 = − + − . 

 

40. Να λύσετε την εξίσωση x 5 x 3 2x 4− + + = + . 
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Απαντήσεις – υποδείξεις για τη λύση των ασκήσεων 
 

1. Με x 3 −  παίρνουμε: 

x 3 4 x 3 16 x 13+ =  + =  = . 

Απ. x 13.=  

 

2. Από τη σχέση: 

2 2
5 5

2 3
2 2

   
− = −   

   
 

προκύπτει 
5 5

2 3
2 2

− = −  και όχι 
5 5

2 3
2 2

− = − . 

Είναι 
5 5

2 2
2 2

− = − . 

 

3. Είναι 8256 2= , οπότε 16 256 2= . 

Έτσι 2 = , 4 =  και 16 = . 

 

4. Το α μέλος δίνει: 

2 2x 3 x 6 (3x 1) (3x 5)− + + + + − + =  

x 3 x 6 4= − + + − =  

( x 3) ( x 6) 4 5= − + + + − = . 

 

5. Συγκρίνουμε τους 2
  και 2

 . 

Απ. α)    ,  
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β)    . 

6. Εξετάζουμε για παράδειγμα αν είναι    . Όμως: 

... 1 2 3 2 2 5     +  +   

( ) ( )
2 2

1 2 3 2 2 5 ... +  +    

3 10  , που ισχύει. 

Άρα    . 

 

7. Επειδή οι αριθμοί α, β και γ είναι ομόσημοι με 1 =  είναι όλοι θετι-

κοί. Πολλαπλασιάζουμε τη δεύτερη σχέση με 2 και τελικά παίρνουμε: 

2 2 2 0 +  −  +  +  −  +  +  −  =   

( ) ( ) ( )
2 2 2

0 −  +  −  +  −  =   

  =  =    =  =   

Αλλά τότε 31 1 1 =   =   = . Επομένως: 

1 =  =  = . 

 

8. Θέτουμε 


= = 
 

, οπότε  =   και  =  . 

 

9. Η δοσμένη σχέση γράφεται: 

2 2( 1) 4 ( 3) 1 3 − + +  − + = . 

Όμως το πρώτο μέλος είναι μεγαλύτερο ή ίσο από: 

4 1 2 1 3+ = + = . 

Έτσι η ισότητα ισχύει μόνο αν: 
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2( 1) 0 − =  και 2( 3) 0 − = . 

 

10. Πολλαπλασιάζουμε και διαιρούμε με τη συζυγή παράσταση. 

α) 
( )

( ) ( )
22

2 5 2 2 5 2 2

3
5 2

+ +
 = =

−

. 

β)  
( )

( )( )

2
1 3 1 2 3 3 4 2 3

3 2
1 3 21 3 1 3

− − + −
 = = = = −

− −+ −
. 

 

11. Είναι ( )
2

3 2 = −  και ( )
2

3 2 = + . 

 

12. α) Πολλαπλασιάζουμε τους όρους του κλάσματος με   +   . 

Απ. .


 =


 

β) Πολλαπλασιάζουμε τους όρους του κλάσματος με  −  . 

Απ. . =   

 

13. Είναι x 2 3= +  και y 2 3= −  κ.λπ. 

 

14. Είναι 9 3= , 3 27 3=  και 4 2= . 

Απ. A 1.= −  

 

15. Εκτελούμε τις πράξεις.  

Απ. A 1.=  
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16.    Με    , είναι: 

( )( ) ( )( )
... 2( ) .

  −    +    +    − 
 = + = =  +  

 −   − 
 

 

17. Είναι 
21 ( 1) 1x x

+ + +
 = = . 

Απ. A 1821.=  

 

18. Το πρώτο ριζικό δίνει 2 3( 2) 3x x
+ +

= , διότι x 0 . 

Το δεύτερο ριζικό δίνει 2 4( 2) 4x x
+ +

= , διότι x 0 . 

Απ. A 2011.=  

 

19. α) 4 2=  κ.λπ. 

β) 2
 =  =   κ.λπ. 

γ)  16 89x 3x= , 8 416x 4x= , 

 4 225x 5x= , 29x 3 x= . 

δ)  Το υπόρριζο δίνει 2 2( x y ) 4xy ( x y ) .+ − = −  

ε)  Με βάση την 3 3 3x y xy =  κ.λπ. 

στ) Το Α μέλος δίνει: 

 
23 2 2 3 2   

     =    =  

 
3 33 3 3 4   

=    =    =  . 

ζ) , η), θ) Όμοια. 
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20. α) 10 = , β) 20 = . 

 

21. α) Το Α μέλος γράφεται: 

12 12 12 126 8 9 6 8 9 112 + + +
       =  =

12 24 2 12 212 ( ) =  =  . 

β) Εκτελούμε τις πράξεις. 

 

22. Να γίνουν οι πράξεις. 

Απ. 
163

A .
169

=  

 

23. α) – ε) Να γίνουν οι πράξεις. 

 

24. Παίρνουμε: 

( ) ( )

( )

2 2

2
2

2 3 2 32 3 2 3

2 3 2 3
2 3

+ + −+ −
+ = =

− +
−

 

2 3 2 3
4

4 3

+ + −
= =

−
. 

 

25. Το πρώτο κλάσμα είναι ίσο με 16 και το ριζικό είναι ίσο με 3. 

 

26. Το Α μέλος γράφεται: 

( 1) ( 1) ( 1)( 1)
:

( 1) ( 1) ( 1)( 1)

  +   −  −  +
 =

  +   −  −  +
 

( 1) ( 1)

( 1) ( 1)

  +   + 
=  =

  +   + 
. 
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27. Θέτουμε x =  και y = , οπότε παίρνουμε: 

• 2x =  και 2y = . 

• 
3 3

:
  +  
  = − − =
  −   +   −   +  

 

 

3 3 22

2 2

x y y xyx
:

x y x y x yx y

 +
= − − =  + − +− 

 

 

2 23 3 x (x y ) y (x y )x y xy
:

( x y )( x y ) ( x y )( x y ) x y

 − + ++
= −  − + − + + 

  κ.λπ. 

 

28. Το Α μέλος για     δίνει: 

2 2

2 2 2

( )( ) +  +  −   −   +  + 
 =

 −   +  + 
 

2
( ) 2

( )


=   −  =

  − 
. 

 

29. Είναι: 

• x
2

 − 
=


. 

• 
2 2 2

2 2 ( )
1 x 1

4 4

 +  −   + 
+ = + =

 
 

• 
21 x

2

 + 
+ =


. 

Έτσι ... = =  +  .  
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30. Είναι: 

• 2 21 ( ) ( ) + =  +  +  +  =   +  +   +  =  

( )( )=  +   +  . 

και όμοια: 

• 2 1 ( )( ) + =  +   +  , 

• 2 1 ( )( ) + =  +   +  . 

Αντικαθιστούμε στο Α μέλος και απλοποιούμε. 

 

31. Η υπόθεση δίνει: 

...
 +   + 

=  
 − 

 

2 2 2( )( )  =  +   −    +  =  . 

Άρα το τρίγωνο είναι ορθογώνιο στο Α. 

 

32. Με εκτέλεση των πράξεων. 

 
33. Εκτελούμε τις πράξεις. 

Απ. A 1.=  

 

34. α) Είναι: 

( ) ( )

( )

2 2
2 2

22
2 2

1 11
A

1 1

 +  + −  −  +
=  =

 +  −  +

 

2

2

1 4 1
4

11

  +
=  = − 

− +

. 

Απ. A 4 .= −   
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β) 
2 2

4 4

(1 ) (1 ) 2
0

1 1

+  + − 
 = − =

−  − 

. 

Απ. 0. =  

 

35. Να γίνουν ομώνυμα τα κλάσματα στο Α μέλος. 

36. Είναι ( ) −  +  =  , οπότε: 

2( ) 2( ) −  +  +  −   =    

22( ) ( )  −   =  − −  −   

Αν    , τότε 
2( )

2( )

 −  −  − 
 =

 − 
, άτοπο αφού το β δεν είναι τέλειο τετρά-

γωνο. Άρα  =  , οπότε  =  . (Οι α, β, γ και δ μπορεί να είναι και ρητοί, με 

β, 0  .) 

 

37. Η πρώτη παρένθεση δίνει: 

( ) ( )

2 2

2 2
− −

    +  +  −  −  
   = =
    +    +   +    +    

 

( )
2

2

  +    + 
 =
 
 

. 

Η δεύτερη παρένθεση δίνει: 

( )

2

2
−

  +  −  −  − 
  =
  +    −  

 

( )
2

2

  +    − 
 =
 
 

. 
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Έτσι το Α μέλος γίνεται: 

( ) ( )
2 2

( ) ( )

4 4

 
 +   +   +   −   − =

  +    
 

( ) ( )2 2 ... 1.
4


 =  ++  −  +−  = = 

 

38. Είναι: 

2

2 2

2 ( 1)
x

1 1

  +
 + =  + =  

 +  +
 κ.λπ. 

 

39. Πρέπει όλα τα υπόρριζα να είναι μεγαλύτερα ή ίσα από το μηδέν. 

Απ. α) x [2 ,7] , β) x [9 ,25]  

γ) x [ 3, 1] [1 ,3] − −  . 

 

40. Πρέπει x 5 . Υψώνουμε στο τετράγωνο και παίρνουμε: 

x 5 x 3 2 (x 5)(x 3) 2x 4− + + + − + = +   

(x 5)(x 3) 3 − + =   

2x 2x 15 9 0 − − − =   

2x 2x 24 0 (x 6 − − =  =  ή x 4)= − . 

Η τιμή x 4= −  απορρίπτεται.  

Απ. x 6.=  
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